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Ìîäåëè è ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
íåëèíåéíûõ çàäà÷ äèíàìèêè âÿçêîóïðóãèõ
êîíñòðóêöèé èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ

(Ñòàòüþ ïðåäñòàâèë ä-ð òåõí. íàóê Ñ. Å. Ñàóõ)

Íà îñíîâå òåîðèè Êèðõãîôà—Ëÿâà ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çàäà÷ î íåëèíåé-
íûõ êîëåáàíèÿõ è äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿçêîóïðóãèõ îðòîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïëàñòèí èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè. Çàäà÷à ñâåäå-
íà ê ðåøåíèþ ñèñòåì íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåðû ñ
ñèíãóëÿðíûìè ÿäðàìè ðåëàêñàöèè. Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì
íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷ äèíàìèêè âÿçêîóïðóãèõ ñèñòåì.

Íà áàç³ òåîð³¿ Ê³ðõãîôà—Ëÿâà ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ çàäà÷ ïðî íåë³í³éí³ êîëè-
âàííÿ ³ äèíàì³÷íó ñò³éê³ñòü â’ÿçêîïðóæíèõ îðòîòðîïíèõ ïðÿìîêóòíèõ ïëàñòèí ç êîìïî-
çèö³éíèõ ìàòåð³àë³â ³ç çîñåðåäæåíèìè ìàñàìè. Çàäà÷ó çâåäåíî äî ðîçâ’ÿçêó ñèñòåì íåë³í³éíèõ
³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü òèïà Âîëüòåðè ç ñèíãóëÿðíèìè ÿäðàìè ðåëàêñàö³¿. Ðîç-
ðîáëåíî ÷èñåëüíèé ìåòîä ñòîñîâíî ñèñòåì íåë³í³éíèõ ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü
çàäà÷ äèíàì³êè â’ÿçêîïðóæíèõ ñèñòåì.

K ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: âÿçêîóïðóãîñòü, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ÷èñëåííûé ìåòîä, èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î íåëèíåéíûõ êîëåáàíèÿõ âÿçêîóïðó-

ãîé îðòîòðîïíîé îáîëî÷êè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè. Ðàññìîòðèì

âÿçêîóïðóãóþ îðòîòðîïíóþ îáîëî÷êó òîëùèíîé h, íåñóùóþ ñîñðåäîòî-

÷åííûå ìàññû Mi â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè ( , )x yi i , i I�1 2, ,..., . Ïîñòðîèì

ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è î íåëèíåéíûõ êîëåáàíèÿõ âÿçêîóïðóãîé
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îðòîòðîïíîé îáîëî÷êè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè â ãåîìåòðè÷åñêè íå-

ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå íà îñíîâå ãèïîòåçû Êèðõãîôà—Ëÿâà.

Ôèçè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè� x ,� y , � xy è äåôîðìà-

öèÿìè � x , � y , � xy çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå [1, 2]:

� � �x x yB B� � � �11 11 12 121 1( ) ( )* *	 	 , ( , )x y
 
1 2 , � �xy xyB� �2 1( )*	 . (1)
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E1, E2 — ìîäóëè óïðóãîñòè â íàïðàâëåíèè îñåé x è y; G — ìîäóëü ñäâèãà;

� �1 2, — êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà; ñèìâîë ( , )x y
 
1 2 óêàçûâàåò íà òî,

÷òî îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êðóãîâîé ïîäñòàíîâêîé èíäåêñîâ.

Ñâÿçü ìåæäó äåôîðìàöèÿìè â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè � x , � y , � xy è

ïåðåìåùåíèÿìè u, v, w ïî íàïðàâëåíèÿì x, y, z ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî

ïðîãèáà ïðåäñòàâèì â âèäå [3]
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ãäå w w x y0 0� ( , )— íà÷àëüíûé ïðîãèá îáîëî÷êè; kx , k y �const — êðèâèçíû

ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè.

Èçãèáàþùèå M x , M y è êðóòÿùèå H ìîìåíòû îáîëî÷êè ñ ó÷åòîì (1)

èìåþò âèä [4]
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Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòà âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé

îáîëî÷êè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùåãî [3]:
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Âëèÿíèå ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ íà âÿçêîóïðóãóþ îáîëî÷êó èìååò èíåð-

öèîííûé õàðàêòåð è ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (4) c ïîìîùüþ

�-ôóíêöèè Äèðàêà [5]:
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ãäå  — ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè. Ïîäñòàâëÿÿ (1) è (3) â (4), ñ ó÷åòîì

(5) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

B
x

B
x

B
y

x y xy
11 11 12 121 1 2 1( ) ( ) ( )* * *� � � � � �	 	 	

��

�

��

�

��

�

� � � �
�

�
�

�

�
� �

�
� � �

�

�

1
0

1

2

2h
M x x y y

u

t
i i i

i

I

( ) ( ) ,

B
y

B
y

B
x

y x xy
22 22 21 211 1 2 1( ) ( ) ( )* * *� � � � � �	 	 	

��

�

��

�

��

�

� � � �
�

�
�

�

�
� �

�
� � �

�

�

1
0

1

2

2h
M x x y y

v

t
i i i

i

I

( ) ( ) ,

h
B

w w

x
B B

2

11 11

4
0

4 12 12
12

1 8 1 1( )
( )

[ ( ) (* * *�
�!

"
#

� � � �	 	 	
�

�
) ( )]

( )*� �
�

�B
w w

x y
21 21

4
0

2 2
1 	

�

� �

� �
� $

%
&
� � � �B

w w

y
k B Bx x22 22

4
0

4 11 11 121 1 1( )
( )

[ ( ) (* *	 	
�

�
� 	12

* ) ]� y �

� � � � �k B By y x[ ( ) ( ) ]* *
22 22 21 211 1	 	� �

Ìîäåëè è ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ äèíàìèêè

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2010. Ò. 32. ¹ 4 5



� !
"
#

� � � � �
�
�

�
�

� �
�
�x

w

x
B B B

w

y
x y[ ( ) ( ) ] (* *

11 11 12 121 1 2 1	 	 	* ) � xy
$
%
&
�

� � � �
�

�
�

�

�
� �

�
� � �

�

�

1
0

1

2

2h
M x x y y

w

t
i i i

i

I

( ) ( ) , (6)

ãäå � x , � y è � xy îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (2).
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû (6), ïðè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ îäíîâðåìåííî ó÷èòû-
âàþò âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà, à òàêæå íåîäíîðîäíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷-
êè. Ýòà ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ñ ïÿòüþ ðàçëè÷íûìè ÿäðàìè ðåëàêñàöèè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îá-
ùåé. Èç íåå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ ïî
ðàçëè÷íûì òåîðèÿì [2—10]. Â ñëó÷àå, êîãäà k k Rx y� �1/ , ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèÿ äëÿ âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ïðè kx �0,
k Ry �1/ — óðàâíåíèÿ äëÿ âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé êðóãîâîé öèëèíäðè-
÷åñêîé îáîëî÷êè è ïðè k kx y� �0 — óðàâíåíèÿ äëÿ âÿçêîóïðóãîé îðòî-
òðîïíîé ïëàñòèíû.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿç-

êîóïðóãîé îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ ñîñðåäîòî÷åííû-

ìè ìàññàìè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è î äèíàìè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ
ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè ïîä äåéñòâèåì íàãðóçîê â ïîïåðå÷íîì, ïðîäîëü-
íîì è ñäâèãîâûõ íàïðàâëåíèÿõ â óðàâíåíèè (6) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
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×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððû. Êàê èçâåñòíî [6—10], ìíîãèå

äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è âÿçêîóïðóãîñòè ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà
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w wkl kl( )0 0� , � ( ) �w wkl kl0 0� , k = 1, 2, ..., N, l = 1, 2, ..., M.

Çäåñü w w tkl kl� ( ) — èñêîìûå ôóíêöèè àðãóìåíòà t; f kl , X kl è � kl —

çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè â îáëàñòè èçìåíåíèÿ àðãóìåíòîâ; aklnm,

'kl — çàäàííûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà.

×èñëåííûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [11, 12], ñíà÷àëà ïðèìåíèì ê ñèñ-

òåìàì íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ

îäíîìåðíûå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è âÿçêîóïðóãîñòè, âèäà
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w wk k( )0 0� , � ( ) �w wk k0 0� , k = 1, 2, ..., N,

ãäå w w tk k� ( ) — íåèçâåñòíûå ôóíêöèè âðåìåíè; X k , � k — íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ; akn , 'k — çàäàííûå

ïîñòîÿííûå ÷èñëà.

Ê ñèñòåìàì (8) ñâîäÿòñÿ ìíîãèå íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è

âÿçêîóïðóãîñòè, â ÷àñòíîñòè çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ è äèíàìè÷åñêîé óñòîé-

÷èâîñòè âÿçêîóïðóãèõ ñòåðæíåé, áàëîê, íåñóùèõ ñîñðåäîòî÷åííóþ ìàññó.

Çàïèøåì ñèñòåìó (8) â ìàòðè÷íîì âèäå:
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�
�
�
�

a a a

a a a

a a a

N

N

N N NN

11 12 1

21 22 2

1 2

�

�

� � � �

�

, w �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

w

w

wN

1

2

�

, '

'

'

'

�

(
�

�

�

�

�

�

�
�
�
��

�

�

�
�
�
��

0 0

0 0

0 0

2

�

�

� � � �

� N

,
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X �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

X

X

X N

1

2

�

, �

�

�

�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

1

2

�

N

.

Ðåøàÿ ñèñòåìó (9) îòíîñèòåëüíî w, äëÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ â

òî÷êàõ t ihi � , i �0 1 2, , ,... (h — øàã èíòåðïîëÿöèè) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ

ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó:

w w w Ai i j i j

j

i

t + A t t� �
�

�
�

� � � )�1 0 1 0
1

1

0

� ( )

) � �
�

�
��

�

�
��

�

�
�

�

�
�

�
�' ��

w X w wj j j k j k

k

j

kt B t t, , ( , , )
0

, (10)

ãäå A
–1 — îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ìàòðèöå A; A j , Bk — êîýôôèöèåíòû êâàäðà-

òóðíîé ôîðìóëû,

A hj � , j i�1,..., ; B h0 2� * / , � �B h i ii � � �* * *( ) /1 2,

� �B h k kk � � � �* * *( ) ( ) /1 1 2, k i� �1 2 1, , ..., .

Åñëè â óðàâíåíèå (7) òàêæå ââåñòè ìàòðèöû A, '�, X è �, òî äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ w = w (t) âíîâü ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (9), ÷èñëîâûå ðå-

øåíèÿ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (10).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíê-

öèè ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ðåêóððåíòíóþ çàâèñèìîñòü (10).

Îáîñíîâàíèå äàííîãî ìåòîäà ïðèâåäåíî â [12].

Ðàñ÷åò íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé ïðÿìî-

óãîëüíîé ïëàñòèíû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé âÿçêî-

óïðóãîé îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàñ-

ñàìè, øàðíèðíî îïåðòîé ïî êðàÿì. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (6) ïðè k kx y� �0, ðåøåíèå êîòî-

ðîé, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è, áóäåì èñêàòü ìåòî-

äîì Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà â âèäå

u x y t u t
n x

a

m y

bn

N

m

M

nm( , , ) ( ) cos sin�
� �
� �

1 1

+ +
,

v x y t v t
n x

a

m y

bn

N

m

M

nm( , , ) ( ) sin cos�
� �
� �

1 1

+ +
, (11)
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w x y t w t
n x

a

m y

bn

N

m

M

nm( , , ) ( ) sin sin�
� �
� �

1 1

+ +
,

ãäå u u tnm nm� ( ), v v tnm nm� ( ), w w tnm nm� ( )— íåèçâåñòíûå ôóíêöèè âðåìåíè.

Ïîäñòàâëÿÿ (11) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (6), âûïîëíÿÿ ïðîöåäóðó

Áóáíîâà— Ãàëåðêèíà ñ èñïîëüçîâàíèåì áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí

x

a
,

y

b
,

w

h

kl ,
w

h

kl0 ,
u

h

kl ,
v

h

kl , 't,
qb

E E h

4

1 2
4
,

M

M

i

0

,
	( )t

'
,
	ij t( )

'
, i j, ,�1 2 ,

è ñîõðàíÿÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ukl , vkl , wkl ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé:

n
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nm

m

M

A u
k g l

� �
� � � � �
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2 2

2 2 11

2 2
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1
6 1
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+ - .

� � �

+ .
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1
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�
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�
� �	 ukl

� � � � � � �
6
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2

2 2 12 1 2
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+ -.
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kl
g vkl[ ( ) ( )( )]* *, 	 	

� � �
� �
� �6

1
3 3

1

2

1

11

,
	

�

+ - .
� /

n i

N

mjl

m j

M

nm ijni w w
, ,

*( ) (nik w wnm ij0 0 ) �

� �
� �
� �

6
1

3
1 1

12

,
	

��

+ -.
� *�

n i

N

mjl

m j

M

nm ijmij w w
, ,

*( ) (nik � �w wnm ij0 0 )

�
�

�
�
�

6 1 1

3
1

2g
mij nj

n i

N

mjl mjl

m

� � �

+ -.
� * � /�( )

( )
, ,

nik nik

j

M

nm ij nm ijw w w w
�
� � �

1

0 01( ) ( )*	 ,

n

N

nm

m

M

B v
l g k

� �
� � � � �

�

1 1

2 2

2 22

2 2
16

1
6 1
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(*�

+ .

� �

,
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+ - .
2

2 2
1
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�

�

�
� �	 vkl
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2

2 1 21 1 2
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+ -.
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kl
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� �6

1
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2

1

22 0

�
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/ �

n i
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mjl

m j

M
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�
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, , , ,
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,
	

�

1- .
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�
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3 1

8
1
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1
11 2
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g q

( )
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1
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,

ãäå

A M k x l yk m i i i

i

I

ln � �
�
�1 4 2 2

1

cos sin+ + , B M k x l yk m i i i

i

I

ln � �
�
�1 4 2 2

1

sin cos+ + ,

C M k x l yk m i i i

i

I

ln � �
�
�1 4 2 2

1

sin sin+ +

ïðè n k� è m l� , â èíûõ ñëó÷àÿõ

A M k x n x l y m yk m i i i i

i

I

iln �
�
�4

1

cos cos sin sin+ + + + ,

B M k x n x l y m yk m i i i i

i

I

iln �
�
�4

1

sin sin cos cos+ + + + ,
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C M k x n x l y m yk m i i i i

i

I

iln �
�
�4

1

sin sin sin sin+ + + + ;

, �
E

E

1

2

; � �
b

h
; g

G

E E
�

1 2

; - �
a

b
; '�

�
�
�
�

�
�
�

E E h

b

1 2
2

1 2

4

1

.

1 � �
+

( )
;

. � �� � �� � �1 12 1 2, ( )g; M ab h0 �  — ìàññà âñåé ïëàñòèíû; îñòàëüíûå
êîýôôèöèåíòû ýòîé ñèñòåìû ïðèâåäåíû â [4].

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (12) ðåøåíà ÷èñëåííûì ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì
âûøå. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ÿäåð ðåëàêñàöèè 	 ( )t , 	ij t( ), i j, ,�1 2, èñïîëü-
çîâàíû ñèíãóëÿðíûå ÿäðà Êîëòóíîâà—Ðæàíèöûíà âèäà [1]

	( )t Ae tt� � �/ * 1, 0 12 2* ; 	ij ij

t
t A e tij ij( ) � � �/ * 1

, 0 12 2* ij . (13)

Áûëà èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà. Ïðè âû-
÷èñëåíèè çíà÷åíèé ïðîãèáà óäåðæèâàëîñü ñåìü ïåðâûõ ãàðìîíèê (N = 7,
Ì = 1). Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
÷èñëà ÷ëåíîâ íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà àìïëèòóäó êîëåáà-
íèé âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû.

Íà ðèñ. 2 ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî âëèÿíèå ñòåïåíè àíèçîòðîïèè
, � E E1 2/ íà êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ ïëàñòèíû è âëèÿíèå ñîñðåäîòî-
÷åííûõ ìàññ Mi íà åå ïîâåäåíèå (ïîëàãàåì, ÷òî ñîñðåäîòî÷åííàÿ ìàññà
ïðèëîæåíà ê öåíòðó ïëàñòèíû). Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, óâåëè÷åíèå ïàðàìåò-
ðîâ , è Mi ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Ðàñ÷åò äåôîðìèðîâàíèÿ âÿçêîóïðóãîé îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëü-

íîé ïëàñòèíû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äèíà-
ìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿçêîóïðóãîé ïðÿìîóãîëüíîé îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû
ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè, ïîäâåðãàþùåéñÿ áûñòðîâîçðàñòàþùåé íà-
ãðóçêå âäîëü ñòîðîíû a ñèëîé P t t( ) �3 (3 — ñêîðîñòü íàãðóæåíèÿ). Ñ÷èòàÿ,
÷òî êðàÿ ïëàñòèíû øàðíèðíî îïåðòû, âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîãèáà è ïåðåìåùåíèé
íà îñíîâå ìíîãî÷ëåííîé àïïðîêñèìàöèè âûáåðåì â âèäå (11). Ïîäñòàâëÿÿ
(11) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (6), âûïîëíÿÿ ïðîöåäóðó Áóáíîâà—Ãàëåðêèíà ñ
èñïîëüçîâàíèåì áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí

x

a
,

y

b
,

w

h

kl ,
w

h

kl0 ,
u

h

kl ,
v

h

kl , P
P

E E

b

h

* � �
�
�

�
�
�

1 2

2

,
q

E E

b

h1 2

4
�
�
�

�
�
� ,

S
t

'
	 ( ) , t

P

P

t

P

t

S

P

P

*
*

� � � �
êð êð êð

*

3 '
,

S P
c E E h

b
�

�

�
��

�

�
��êð

* 3
1 2

3

4

2
+

3
, P

P

E E

b

h
êð
* êð� �

�
�

�
�
� �

�1 2

2 2

23 1

+
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,
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è ñîõðàíÿÿ ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ukl , vkl , wkl ,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, àíàëîãè÷íóþ ïðèâåäåííîé âûøå, ãäå c —

ñêîðîñòü çâóêà â ìàòåðèàëå ïëàñòèíû; Pêð — ñòàòè÷åñêàÿ êðèòè÷åñêàÿ

íàãðóçêà; S — áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ.

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó áóäåì ðåøàòü ïðåäëîæåííûì âûøå ÷èñëåííûì

ìåòîäîì. Â ðàñ÷åòàõ â êà÷åñòâå ÿäåð ðåëàêñàöèè áóäåì òàêæå èñïîëüçî-

âàòü ÿäðà Êîëòóíîâà—Ðæàíèöûíà âèäà (13).

Àíàëîãè÷íî [3] â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ, îïðåäåëÿþùåãî êðèòè÷åñêîå âðå-

ìÿ, à òàêæå êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, ïðèíèìàåì óñëîâèå, ñîãëàñíî êîòîðî-

ìó ñòðåëà ïðîãèáà íå äîëæíà ïðåâûøàòü âåëè÷èíó, ðàâíóþ òîëùèíå ïëàñ-
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òèíû. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòða, îïðåäåëÿþùåãî óñòîé÷èâîñòü ïëàñòèíû, ïðè-

íÿò êîýôôèöèåíò äèíàìè÷íîñòè Kä, ðàâíûé îòíîøåíèþ äèíàìè÷åñêîé

êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ê ýéëåðîâîé ñòàòè÷åñêîé. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé,

ïîëó÷åííûå ïðè ðàçëè÷íûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðà-

ìåòðàõ ïëàñòèíû, ïðåäñòàâëåíû â âèäå ãðàôèêîâ íà ðèñ. 3.
Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, ó÷åò âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà îäíîâðå-

ìåííî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ïðèâîäèò ê áîëåå ðàííåìó èíòåíñèâíîìó
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà îò âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ó÷åòà âÿçêîóïðóãèõ
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà: 1 — óïðóãàÿ ïëàcòèíà; 2 — âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ó÷òåíû
òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè (A � 0 05, ); 3 — âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ó÷òåíû
îäèíàêîâî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì (A Aij� � 0 05, , i �1 2, , j �1 2, )
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà îò âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íîì âîçäåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ



óâåëè÷åíèþ ïðîãèáà. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ñëó÷àå, êîãäà
âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî â îäíîì íàïðàâëå-
íèè, áëèçêè ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì äëÿ óïðóãîé ïëàñòèíû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ñîñðåäîòî-
÷åííûõ ìàññ íà ïîâåäåíèå âÿçêîóïðóãîé ïëàñòèíû. Âèäíî, ÷òî ïî ìåðå
óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà Mi âñÿ êðèâàÿ ïåðåìåùàåòñÿ âïðàâî â ñòîðîíó áîëü-
øèõ çíà÷åíèé t* . Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âëèÿíèå ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ
ñóùåñòâåííî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà S.

Âûâîäû. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ
è äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âÿçêîóïðóãèõ îðòîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
ïëàñòèí c ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå:

âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ïî
ñäâèãîâûì, íî è îäíîâðåìåííî ïî îñòàëüíûì íàïðàâëåíèÿì;

óâåëè÷åíèå ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû ïðèâîäèò ê áîëåå èíòåíñèâíîìó
óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû è ÷àñòîòû êîëåáàíèé, ÷åì â ñëó÷àå óïðóãîé
ïëàñòèíû;

ó÷åò âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ çíà-
÷åíèé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè è âðåìåíè;

ó÷åò ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ êàê äëÿ óïðóãîé ïëàñòèíû, òàê è äëÿ
ïëàñòèíû ñ âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êðèòè-
÷åñêîé íàãðóçêè.

Mathematical models of problems on nonlinear vibrations and dynamic stability of viscoelastic
orthotropic rectangular plates of composite materials with concentrated masses have been con-
structed on the basis of Kirchhoff-Lave theory. The problem is reduced to solution of a set of non-
linear integro-differential Volterra type equations with singular kernels of relaxation. A numeri-
cal method was developed as applied to the systems of nonlinear integro-differential equations
for the problems of dynamics of viscoelastic systems.
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