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Введение. Классические модификации индукционных зондирований
[1–5] базируются на экспериментальном определении частотных или вре-
менных характеристик электромагнитного поля в точках наблюдения, рас-
положенных на определенном расстоянии от источника возбуждения. При
этом в качестве источника информации о геоэлектрическом разрезе, кото-
рая обычно представляется в форме эффективных параметров, принимают-
ся дифференциальные характеристики электромагнитного поля (напря-
женности электрического или магнитного полей или скорость изменения
магнитной индукции). Таким образом, они являются дифференциальными
модификациями как по системе наблюдений, так и по физической природе
источников информации. Основные недостатки и ограничения электромаг-
нитных зондирований связаны именно с дифференциальными особеннос-
тями метода исследований.

Дифференциальная схема индукционных электромагнитных зондиро-
ваний полностью унаследована от геометрических зондирований на посто-
янном токе и соответствует классическим принципам электроразведки. В
стационарном режиме определение дифференциальных характеристик поля
действительно – это единственно возможный способ исследования его ано-
мальных особенностей, обусловленных электрическими неоднородностя-
ми геологических объектов. Однако в переменных электромагнитных по-
лях, где по сравнению со стационарным режимом существуют новые прин-
ципиальные возможности, изучения дифференциальных характеристик поля
(напряженностей) является вовсе не единственным способом изучения гео-
электрического разреза.

С точки зрения классических способов электроразведки идеальный и
максимально информативный вариант электромагнитных зондирований был
бы в случае, если удалось бы выполнить одновременные наблюдения гори-
зонтальных компонент электрического поля (Ех и Еу) и трех компонент маг-
нитного поля (Нх, Ну, Нz) на множестве точек дневной поверхности в окрест-
ности источника возбуждения. Поскольку такие наблюдения технически су-
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щественно затруднены, можно ограничиться их общим результатом, который
определяется как поток электромагнитной энергии через поверхность про-
странственного проводника. Математически такая задача сводится к опреде-
лению потока вектора Пойтинга (F = [E×H]) через поверхность земли

[ ]
S

P d= × ⋅∫ E H S .

В соответствии с известной теоремой Умова–Пойтинга в интегральной фор-
ме с учетом квазистационарного приближения
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поток энергии при  нарастании тока в источнике расходуется на прирост
энергии магнитного поля
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∫
и на джоулевы потери в проводящей среде

2γ
V

E dV∫ ,

где µ и γ  соответственно магнитная поницаемость и электрическая про-
водимость среды. При уменьшении тока в источнике часть энергии маг-
нитного поля, за вычетом необходимых джоулевых потерь, возвращается к
источнику.

Естественно, наиболее зависимыми от структуры разреза являются
именно джоулевы потери в земле, а их динамическая зависимость от скоро-
сти изменения поля может быть принята за информативный параметр. Эк-
спериментально этот параметр можно определить достаточно простым спо-
собом, в частности, путем исследования динамического взаимодействия
источника и проводящего полупространства. Таким образом, принципиаль-
но является возможным осуществление электромагнитного зондирования
на основе системы наблюдений, которая вообще исключает специальные
приемные устройства. В качестве источника возбуждения поля могут ис-
пользоваться индукционные петли и заземленные линии. Способ может
осуществляться в гармоническом режиме и в режиме переходного процес-
са. Модификацию, которая основана на использовании индукционных пе-
тель в гармоническом режиме, уместно назвать интегральным индукцион-
ным зондированием (ИИЗ). Ее практическая реализация сводится к изме-
рениям приращений интегральных характеристик индукционной петли –
активного сопротивления и индуктивности в зависимости от частоты тока.
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В предлагаемой  работе остано-
вимся на решении задачи о динамичес-
ком взаимодействии индукционной
петли с одной из важных в электромет-
рии эталонных моделей, которой явля-
ется тонкая проводящая пластина. Эта
модель является простой моделью про-
водящей среды, для которой можно
получить относительно несложные решения. Она имеет существенное значе-
ние с точки зрения исследования основных закономерностей метода и позво-
ляет получить простые рабочие формулы для анализа экспериментальных
данных и их трансформации в эффективные геоэлектрические параметры.

Интегральные характеристики индукционной петли над тонким
слоем могут быть просто выражены, если известно их квазистационарное
электромагнитное поле. Учитывая это, рассмотрим задачу с более общих
позиций.

Предположим, что круговая одновитковая индукционная петля радиу-
сом r, изготовленная из тонкого кабеля радиусом r0<<r, расположена на
высоте h над тонким проводящим пластом (рис. 1), который при исчезающе
малой мощности (∆h→0)  имеет конечную продольную проводимость

( )
0

lim γ
h

S h
∆ →

= ∆ ⋅  (γ – удельная электрическая проводимость пласта).
Магнитная проницаемость пласта m и окружающего изолятора равна

магнитной проницаемости вакуума (µ = 4π⋅10–7 Гн/м). Петля возбуждается
гармоническим током J(t) = Ie-iωt (I – амплитудное значение тока, ω – кру-
говая частота возбуждения (ω = 2πf, где f – циклическая частота), t – время,

1i = −  – мнимая единица). Начальная фаза возбуждающего тока выбирает-
ся таким образом, что при ω→0 постоянный ток протекает по часовой стрел-
ке. Нужно определить магнитное поле Н в любой точке пространства и на
этой основе частотно зависящие приращения активного сопротивления
∆R(ω) и индуктивности ∆L(ω) по отношению к стационарному режиму
(привнесенные сопротивление и индуктивность) и поверхностную плот-
ность индуцированного вихревого тока i в любой точке тонкого проводяще-
го пласта.

Для решения сформулированной электродинамической задачи выби-
рается цилиндрическая система координат (R, ϕ, z) с началом, расположен-
ным в центре петли, и осью z, направленной вниз (см. рис. 1). Задача в
квазистационарном приближении решается путем интегрирования осесим-

Ðèñ. 1. Èíäóêöèîííàÿ ïåòëÿ íàä òîíêèì
ïðîâîäÿùèì ñëîåì
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метричного уравнения Лапласа для скалярных потенциалов магнитного поля
U1 (R, z) в верхнем (z < h) и U2(R, z) в нижнем (z > h) полупространствах

2
1,2 1,22

2

1 0
U U

R
R R R z

∂ ∂ ∂
+ = ∂ ∂ ∂ 

,                                     (1)

где 2 2R x y= + , с последующим определением собственно магнитного поля
через градиент потенциальной функции:

(1,2)
1,2-gradU=H .                                            (2)

Для определения плотности поверхностного тока i используется гра-
ничное условие на тонком пласте, что вытекает из закона Био-Савара для
поверхностных токов [6]:

(2) (1)( )Rot = × − =H n H H i ,                                (3)
где RotH – поверхностный ротор напряженности магнитного поля; n – нормаль
к поверхности пластины; H(1, 2) – напряженности магнитного поля в точках про-
водящего пласта со сторон, соответственно, верхнего (индекс 1) и нижнего
(индекс 2), относительно тонкого проводящего пласта, полупространств.

Решая дифференциальное уравнение (1) методом разделения перемен-
ных, получим значения потенциалов U1(R, z, ω) и U2(R, z, ω) в виде:

a) для z ≤ h

1 0 0
0

( , ,ω) ( , ) ( ,ω) ( )mzU R z U R z A m e J mR dm
∞

= + ∫ ,                 (4)

б) для z ≥ h

2 0 0
0

( , ,ω) ( , ) ( ,ω) ( )mzU R z U R z B m e J mR dm
∞

−= + ∫ ,                 (4а)

где U0(R, z) – первичный магнитный потенциал (потенциал квазистацио-
нарного магнитного поля при  отсутствии потерь на вихревые токи (окру-
жающая среда является изолятором) или стационарного  магнитного поля
петли при отсутствии магнитоактивных объектов), который, согласно [7, 8],
выражается:

( ) ( ) ( )0 1 0
0

,
2

m zrU R z I e J mr J mR dm
∞

−= ± ∫ .                           (5)

Знак (–) в формуле (5) отвечает верхнему (z < 0), а знак (+) – нижнему
(z > 0) относительно плоскости проводящей пластины полупространствам.

При определении магнитного поля используется граничное условие
непрерывности его вертикальной компоненты и граничное условие Шейн-
мана–Прайса [6] для вертикальной производной этой компоненты:
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        (6)

где sk i Sµ= − ω  – волновая постоянная тонкого проводящего пласта.
После получения на основе предельных условий (6) коэффициентов

A(m, ω) и B(m, ω), входящих в соотношения (4), решение для скалярных
магнитных потенциалов можно представить так:

2 (2 )
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+∫ .               

(7)

Магнитное поле петли имеет вертикальную и радиальную компонен-
ты и через скалярный потенциал, согласно (2), может быть определено дос-
таточно просто:

(1,2) (1,2)
1,2 1,2,z rH U z H U r= −∂ ∂ = −∂ ∂ .

Электрическое поле на поверхности проводящего пласта имеет лишь ази-
мутальную компоненту Eϕ, определяющуюся на основе закона Ома для по-
верхностных токов с учетом (3):

1 21 1( ,ω)
z h

U UE i R
S S r rϕ ϕ

=

∂ ∂ = = − ∂ ∂ 
.                           (8)

Предельным случаем электромагнитного поля индукционной пет-
ли есть поле вертикального магнитного диполя. Его можно получить
из (7), если задать бесконечно малые размеры петли (r→0) и учесть
асимптотическое поведение функции Бесселя в области малого аргу-
мента [1].

Электромагнитное поле дипольного источника получают, как прави-
ло, через вектор-потенциал электрического типа (Е = rotA). Его детальный
анализ имеется в работах [1–3, 9], следовательно, это хорошо изучено, чего
не скажешь о поле петли конечных размеров.

В дальнейшем прежде всего нас будет интересовать частотно завися-
щее вторичное магнитное поле (1) (ω)zH  в верхнем полупространстве (z < h),
где находится источник. Поэтому, выполнив вычисления, согласно (2) и (7),
приходим к следующему результату:



153

2 (2 )
(1)

1 02
0

(ω) ( ) ( )
2 2

m h z
s

z
s

Irk meH J mr J mR dm
m k

∞ − −

= −
+∫ ,                  (9)

где J1(mr), J0(mR) – функции Бесселя. Выразим вертикальное магнитное поле
(9) в комплексной алгебраической форме

(1) (1) (1)(ω) Re (ω) Im (ω)z z zH H i H= +
и определим, соответственно, его действительную и мнимую части  в виде:
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∞ − −

=
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(10)

где ωμ
2

Sa = .  Полученные соотношения (10) свидетельствуют о том, что в

верхнем полупространстве за счет индуцированных вихревых токов дей-
ствительная компонента вертикального магнитного поля ослабляется, а мни-
мая – усиливается.

Вычисляя частотно зависящий магнитный поток Φ(ω) через контур петли

( ) ( ) ( )1ω μ ,0,ωz
q

H R dqΦ = ∫ , где q – площадь контура

и учитывая закон Ома для гармонического тока I, который протекает в элек-
трической цепи с последовательно включенными активным сопротивлени-
ем и индуктивностью:

( ) ( ) ( )ω ω (ω) ω (ω)a aV IR I R i L i I R R i L L= = − − Φ = + ∆ − + ∆  & ,     (11)

где V – напряжение в контуре; R& – комплексное сопротивление контура;
Ra,и L – статические активное сопротивление и индуктивность контура (фор-
мула расчета статической индуктивности L круглой петли приведена в ра-
ботах [7, 8, 10]), получим динамические приращения активного сопротив-
ления ∆R(ω) и индуктивности ∆L(ω) одновитковой петли в виде:

2
2

12 2
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(ω) ωμ ( )
mhmeR q a J mr dm

m a

∞ −

∆ =
+∫ ,

2
2 2

12 2
0

(ω) μ ( )
mheL q a J mr dm

m a

∞ −

∆ = −
+∫ .                              

(12)

По сравнению с одновитковой петлей, благодаря  потокосцеплению,
привнесенные активное сопротивление и индуктивность многовитковой
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петли возрастают в n2 раз (n – количество витков). Соотношения (12) сви-
детельствуют о том, что частотно зависящие приращения активного сопро-
тивления и индуктивности источника возбуждения поля являются инфор-
мативными параметрами, следовательно, могут быть приняты как новые в
практике прикладных электрометрических исследований  источники ин-
формации о геоэлектрическом разрезе.

Асимптотический анализ интегральных характеристик индукци-
онной петли. Интегралы (12), к сожалению, не выражаются через элемен-
тарные или известные специальные функции. Это возможно только для
асимптотических выражений в областях высоких и низких частот. Оценка
высокочастотной асимптотики для многовитковой петли дает следующий
результат:

2
2( ) ( ); ( ) ( )nR f k n r f k

S
L µω→∞ ω→∞′∆ ω = ∆ ω = − .          (13)

Здесь

2 2( ) ( ) ( )hf k f k K k E k
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    = = − −        
,
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,                  

(14)

где 2 2/k r r h= +  – модуль полных эллиптических интегралов первогоо

( )
12

2 2 2

0

( ) 1 sin θ θK k k d

π

−
= −∫

и второго

( )
12

2 2 2

0

( ) 1 sin θ θE k k d

π

= −∫
рода. Расчетные графики этих функций в зависимости от (h/r) приведены
на рис. 2.

Как видно из (13), высокочастотная асимптотика ∆R(ω) достаточно
просто определяется продольной проводимостью S тонкого пласта и высо-
той подъема h над ним источника, в то время  как асимптотика ∆L(ω) зави-
сит лишь от высоты подъема. Таким образом, имея экспериментальные оп-
ределения ∆R и ∆L в интервале высоких частот и пользуясь зависимостями

hf
r

 
 
 

 и 
hf
r

 ′ 
 

, по значениям асимптоты ∆L можно определить высоту подъе-
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ма источника h, а по асимптоте ∆R – про-
дольную проводимость S тонкого слоя.

В случае, когда петля опущена непос-
редственно на пласт (h=0), для прираще-
ния активного сопротивления имеем:

1 1(ω) ωμ ( ) ( ),R q aI ar K ar∆ =        (15)
где I1(ar), К1(ar) – модифицированные
функции Бесселя. Представление о частот-
ной зависимости привнесенного сопро-
тивления индукционной петли, располо-

женной на тонком пласте, дает изображенный на рис. 3 график зависимос-

ти его нормированных значений ( ) ( )2ω 2R q r S∆  от безразмерного частот-
ного параметра ar. На рис. 4 приведено также графическое изображение
зависимости нормированного по частоте привнесенного активного сопро-
тивления (ω) /(ωμ / )R q r∆  от того же безразмерного параметра ar. Исполь-
зование последней аналитической зависимости в качестве номограммы
обеспечивает однозначное определение продольной проводимости S тон-
кого пласта.

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ôóíêöèé f(h/r) (êðèâàÿ 1) è
f ' (h/r) (êðèâàÿ 2) â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëü-
íîé âûñîòû ïîäúåìà èíäóêöèîííîé ïåòëè h/r

Ðèñ. 3. ×àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü ïðèðîñòà
àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èíäóêöèîííîé
ïåòëè, ðàñïîëîæåííîé íà ïðîâîäÿùåì
òîíêîì ñëîå (1), åå íèçêî÷àñòîòíàÿ (2) è
âûñîêî÷àñ÷òîòíàÿ (3) àñèìïòîòû

Ðèñ. 4. Íîðìèðîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðè-
ðîñòà àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èíäóê-
öèîííîé ïåòëè äëÿ ìîäåëè òîíêîãî ïðî-
âîäÿùåãî ïëàñòà (1), åå íèçêî÷àñòîòíàÿ
(2) è âûñîêî÷àñòîòíàÿ (3) àñèìïòîòû



156

В области низкочастотной асимптотики (ω→0) для приростов сопро-
тивления и индуктивности круглой петли получим следующий результат:

2 2 2
2 2

1ω 0
0

ω μ(ω) ( )
2

mhS eR n q J mr dm
m

∞ −

→
∆ = ∫ ,

2 3 2 2
2 2

12ω 0
0

ω μ(ω) ( )
4

mhS eL n q J mr dm
m

∞ −

→
∆ = − ∫ .                       (16)

Соотношения (16) свидетельствуют, что в интервале низких частот
асимптотические значения ∆R и ∆L возрастают соразмерно квадрату часто-
ты ω и зависят от продольной проводимости тонкого пласта и высоты подъе-
ма петли. Поскольку оба уравнения (16) являются независимыми, то прин-
ципиально возможное однозначное решение инверсной задачи определе-
ния S и h по результатам измерений ∆R и ∆L. Таким образом, низкочастот-
ная асимптотика интегральных характеристик индукционной петли инфор-
мативна, что является достаточно существенным обстоятельством.

В случае, когда петля опущена на тонкий пласт (h = 0), интегралы в
(16) определяются явным образом, и низкочастотные асимптотики можно
представить в виде:

2
2 2 2 2 3 2

ω 0 ω 0
0 0

1(ω) ω μ ; (ω) ω μ
4 3πh h

n qrR n q S L S→ →
→ →

−
∆ = ∆ = .                (17)

Как видно из (17), формулы для ∆R(ω) и ∆L(ω) удобны при практичес-
ком использовании для определения продольной проводимости тонкого
пласта. Причем параметр ∆L(ω) более чувствительный к электрическим
свойствам пласта, поскольку он зависит от S2.

На основе асимптот интегральных характеристик петли нетрудно по-
лучить качественное представление об общих частотных зависимостях ∆R(ω)
и ∆L(ω), которые определяются формулами (12). Так, при низких частотах
привнесенные сопротивление ∆R(ω) и индуктивность ∆L(ω) по абсолют-
ным значениям достаточно интенсивно возрастают соразмерно квадрату
частоты. С ростом частоты их частотная зависимость ослабевает, а на высо-
ких частотах появляется частотно независимая асимптота.

На рис. 5 и 6 приведены графики зависимости динамических прира-
щений активного сопротивления ∆R и индуктивности ∆L от частоты f, по-
лученные по результатам физического моделирования интегрального ин-
дукционного зондирования в лабораторных условиях. При моделировании
были использованы 115-витковая индукционная петля радиусом 14,5 см,
поднятая на высоту 7,5 см над пластиной свинца толщиной 5 мм и продоль-
ной проводимостью S=25000 См, и 300-витковая  петля радиусом 10,3 см,
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поднятая над той же пластиной на высоту 2,1 см. Полученные графики пол-
ностью подтверждают разработанную теорию. В первом случае по высоко-
частотным асимптотам  ∆R(f)|f→∝ = 0,62 Ом и  ∆L(f)|f→∝ = 0,92 мГн были оп-
ределены, согласно (13), продольная  проводимость S  тонкой проводящей
пластины, которая составила S = 24500 см, и высота подъема петли
h = 7,65 см. Во втором случае высокочастотные асимптоты прироста актив-
ного сопротивления и индуктивности петли составили значения
∆R(f)|f→∝ = 15 Ом, ∆L(f)|f→∝ = 11,1 мГн, а аналогичные определения продоль-
ной проводимости слоя S и высоты подъема петли h дали следующий ре-
зультат: S = 24200 см; h = 2,06 см. Следовательно, результаты инверсных оп-
ределений достаточно близко соответствуют действительности, что подтвер-
ждает правильность теоретических расчетов.

Заключение.  В работе на примере исследования электродинамичес-
кого взаимодействия индукционной петли и тонкого проводящего слоя по-
казано, что идея использования в качестве информативных параметров
интегральных характеристик источника поля имеет реальные перспективы
быть воплощенной на практике. В дальнейшем необходима как глубокая
разработка теоретических основ данного направления прикладной элект-
рометрии, так и методики экспериментального определения интегральных
характеристик индукционной петли, которая полностью выплывает из урав-
нения (11). В сущности, такая методика сводится к измерениям активной и
реактивной составляющих комплексного сопротивления источника возбуж-
дения поля. Однако при этом нужно предпочесть измерениям самих ин-
тегральных характеристик непосредственные измерения их частотно зави-
сящих приращений, что представляет собой новую техническую задачу.

Ðèñ. 5. Ðåçóëüòàòû ôèçè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ íàä òîíêèì ïðîâîäÿùèì ïëàñ-
òîì (S = 25 000 Ñì): ïàðàìåòðû ïåòëè –
n=115 âèòêîâ, r=14,5 ñì, R =14,555 Îì,
L=0,7545 ìÃí; âûñîòà ïîäúåìà h=7,5 ñì

Ðèñ. 6. Ðåçóëüòàòû ôèçè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ íàä òîíêèì ïðîâîäÿùèì ïëàñòîì
(S = 25 000 Ñì): ïàðàìåòðû ïåòëè – n=300
âèòêîâ, r=10,3 ñì, R=66,92 Îì,
L=45,1095 ìÃí; âûñîòà ïîäúåìà  h = 2,1 ñì
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