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Теория граничного поведения отображений класса Соболева W1,1
loc с приложениями к краевым 

задачам на плоскости развивалась в недавних работах (см., например, [1—3]). 
Концепция римановой поверхности, которая восходит к Б. Риману (1851—1857 г.), оказа-

лась весьма плодотворной как для чисто теоретических, так и прикладных аспектов теории 
функций комплексного переменного.

Теория квазиконформных отображений, начало которой положили исследования М.А. Лав-
рентьева и Г. Греча, еще в тридцатых годах прошлого века стала применяться к теории рима-
новых поверхностей в качестве удобного рабочего метода (Л.И. Волковыский, А. Пфлюгер и 
др.), а в сороковых годах уже О. Тейхмюллер предугадал значительно более глубокие связи меж-
ду этими теориями.

Определение римановой поверхности S широко известно и его можно найти в многочис-
ленных монографиях на эту тему, например в [4], а определение ее компактификации Ке-
рекьярто—Стоилова S — в книге [5].

1. Об отображениях с конечным искажением. Пусть D и D*  — области на римановых по-
верхностях S и *S   соответственно. Будем говорить, что отображение f : D → D*  принадлежит 
классу Соболева W1,1

loc, если f принадлежит W1,1
loc в локальных координатах, т.е. если для любой 

точки p∈S  найдутся карты g : U → V � C  и g* : U* → V* � C  на S и *S  соответственно такие, что 
p � U, f(U) ⊆ U* и классу W1,1

loc принадлежит отображение

–1
* *: :F g f g V V= →D D . (1)
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Отображение f � W1,1
loc в комплексной плоскости C  называется конечного искажения, если 

п. в. либо | fz| > | fz–|, либо fz = 0 = fz–, где

 ( )/ 2,z x yf f if= +  ( )– / 2,z x yf f if=  ,z x iy= +  

и fx и fy — частные производные f по x и y соответственно. При этом полагают

( )
–

z z
f

z z

f f
K z

f f

+
=

 
(2)

при | fz| > | fz–|, 1 при fz = 0 = fz– и ∞ в противном случае, т. е. Kf (z) < ∞ п. в. Величина Kf (z) назы-
вается дилатацией отображения f в точке z.

Гомеоморфизм f : D → D* между областями D и D*  на римановых поверхностях S и *S  бу-
дем называть отображением с конечным искажением, если он является таковым в локальных 
координатах. В этом случае Kf (z) обозначает дилатацию отображения f в локальных коор-
дина тах, т.е. дилатацию отображения F из (1). Указанная величина инвариантна при замене 
локальных координат, т. е. Kf на самом деле является функцией Kf (p) точки p∈S , а не ло-
кальных координат.

2. О регулярных областях. Напомним, что область D на многообразии называется локально 
связной в точке ∂D, если для любой окрестности U этой точки существует ее окрестность V � U 
такая, что V ∩ D — область.

Далее, борелевскую функцию ρ : Ω → [0, ∞] называют допустимой функцией для семейства 
Γ кривых γ в открытом множестве Ω ⊆ C, пишут ρ ∈ adm Γ, если

1ds
γ

ρ∫ �
   ∀γ ∈Γ. (3)

Конформным модулем семейства Γ называется величина

2

adm
( ) inf ( ) ( ),M z dm z

ρ∈ Γ
Ω

Γ = ρ∫
  

(4)

где dm (z) соответствует мере Лебега в C.
Ниже Δ(E, F; Ω) обозначает семейство всех кривых γ : [a, b] → C, которые соединяют множе-

ства E и F в Ω, т. е. γ (a) � E, γ (b) � F и γ (t) � Ω при a < t < b. Говорят (см., например, [6, 7], что 
граница области D в C слабо плоская, если для любой точки z0 � ∂D, любой ее окрестности U и 
любого числа N > 0 найдется окрестность V ⊂ U точки z0 такие, что

M (Δ (E, F; D)) � N  (5)

для всех континуумов E и F в D, пересекающих ∂U и ∂V. Отметим, что гладкие и липшицевы гра-
ницы являются слабо плоскими.

Как известно, если граница D из C является слабо плоской в точке z0 � ∂D, то D локально 
связна в z0 (см., например, лемму 5.1 в [6] или лемму 13.15 в [8]). Очевидно, что локальная связ-
ность в граничной точке является инвариантом при гомеоморфных отображениях ее окрестно-
сти. Таким образом, имеем следующее заключение.

Предложение 1. Если область D на римановой поверхности S является слабо плоской в точке 
∂D, то она локально связна в этой точке.

Поскольку конфомный модуль инвариантен относительно конформных отображений, пе-
речисленные понятия переносятся на римановы поверхности в терминах локальных координат.

Модуль семейства Γ кривых γ : (a, b) → S на римановой поверхности S через карты можно 
ввести следующим образом. Прежде всего, по теореме Линделефа из карт g : U → V ее комплекс-
ной структуры можно выделить счетный набор gl : Ul → Vl, l = 1, 2, . . ., накрывающий Γ (см., на-
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пример, 5.XI в [9]). Заметим, что Δl � γ–1(Ul) является открытым подмножеством вещес-
твен ной оси, поскольку γ : (a, b) → S — непрерывное отображение, т.е. каждое Δl состоит из 
счетного числа интервалов. Таким образом, γ l

*� gl � γl |Δ l : Δl → C — штриховые линии в C (см., 
например, [8] или [6]). Модули семейств Γl штриховых линий γ l

* определяются аналогично (3), 
(4). На конец, полагаем

( ) ( )
1

inf ,l
l

M M
∞

=
Γ = Γ∑

 
(6)

где инфимум берется по всем покрытиям Γ счетными наборами карт римановой поверхности S.
3. Основные результаты. Далее мы подразумеваем, что дилатация Kf продолжена нулем 

вне области D.
Теорема 1. Пусть S и *S  — римановы поверхности, D и D* — области в S  и *S   соответствен-

но, ∂D ⊂ S и ∂D* ⊂ *S , D локально связна на границе, а ∂D  — слабо плоская, и пусть f : D → D*— 
гомеоморфизм конечного искажения с Kf � L1

loc. Если для любой точки p0 ∈ ∂D с локальной коор-
динатой z0 в некоторой карте U поверхности S

( )00
,f

dr

K z r

δ

= ∞∫
 

(7)

при всех достаточно малых δ > 0, где

( ) ( )
0

0
–

, ,f f
z z r

K z r K z dz
=

= ∫   (8)

то отображение f продолжимо до гомеоморфизма D  на *D  .
Следствие 1. В частности, заключение теоремы 1 имеет место, если для любой точки p0 � ∂D 

с локальной координатой z0 в карте U поверхности S

( )
0

1
log

–fK z O
z z

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠  

при z → z0 (9)

или, более общо,

( ) ⎛ ⎞ε = ⎜ ⎟⎝ ⎠ε0

1
logzk O

  
при  ε → 0,  (10)

где kz0
(ε) — среднее значение функции Kf  на окружности |z – z0| = ε.

Теорема 2. При условиях теоремы 1, если для любой точки p0 � ∂D найдется карта поверх-
ности S, содержащая p0, в локальных координатах которой

( )( ) ( )fK z dm zΦ < ∞∫ ,  (11)

где : + +Φ →\ \  – неубывающая выпуклая функция с условием

( )–1

d
∞

δ

τ = ∞
τΦ τ∫ ,

 
( )0δ > Φ , (12)

то отображение f продолжимо до гомеоморфизма D  на *D  . 
Следствие 2. В частности, заключение теоремы 2 имеет место, если при некотором α > 0 

( ) ( )fK z
e dm z

α < ∞∫ .  (13)
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Следуя работе [10], говорим, что функция ϕ : Ω → R в открытом множестве Ω � C имеет 
конечное среднее колебание в точке z0 � D, пишем ϕ � FMO(z0), если

( ) i

0
0 ( , )

lim sup – ( )
B z

z dm zε
ε→ ε

ϕ ϕ < ∞∫ ,  (14)

где εϕ�  — среднее значение ϕ в круге B(z0, ε) = {z � C : | z – z0 | < ε}.
Теорема 3. Если при условиях теоремы 1 для любой точки p0 ∈ ∂D с локальной координатой 

z0 в некоторой карте U поверхности S

Kf (z) � Q(z) � FMO(z0), (15)

то отображение f продолжимо до гомеоморфизма D  на *D  .
Следствие 3. В частности, заключение теоремы 3 имеет место, если

0
0 ( , )

lim sup ( ) ( )f
B z

K z dm z
ε→ ε

< ∞∫ . (16)
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ON THE THEORY OF THE BOUNDARY BEHAVIOR 
OF MAPPINGS  OF THE SOBOLEV CLASS ON RIEMANN SURFACES

In terms of dilatations, a number of criteria for a homeomorphic extension to the boundary of mappings in the Sobolev class 
between domains on Riemann surfaces are formulated.
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