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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ãåíåðàöèè ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ èòåðàöèîííûõ
öèêëîâ ñ îïåðàòîðîì èíèöèàëèçàöèè öèêëà è íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì
â òåëå öèêëà. Ìíîæåñòâî òàêèõ èíâàðèàíòîâ îáðàçóåò èäåàë êîëüöà ïîëèíîìîâ îò ïåðå-
ìåííûõ öèêëà. Ïðèâåäåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà òèïà æîðäàíîâîé êëåòêè, à òàêæå àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ èíâàðèàíòîâ äè-
àãîíàëèçèðóåìîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñ íåïðèâîäèìûì ìèíèìàëüíûì õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êèì ïîëèíîìîì. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñòðîåíèè áàçèñà èäåàëà èíâàðèàíòîâ: îí ñîñòîèò èç
áàçèñíûõ èíâàðèàíòîâ æîðäàíîâûõ êëåòîê è áàçèñíûõ èíâàðèàíòîâ äèàãîíàëèçèðóåìîé
÷àñòè  ðàññìàòðèâàåìîãî  ëèíåéíîãî  îïåðàòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòè÷åñêèé àíàëèç ïðîãðàìì, ëèíåéíûå öèêëû, èíâàðèàíòû öèêëîâ,
èíâàðèàíòíûå  ïîëèíîìû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷à ïîèñêà èíâàðèàíòîâ öèêëîâ â èìïåðàòèâíûõ ïðîãðàììàõ áûëà ïîñòàâëå-

íà â ðàáîòàõ Ð. Ôëîéäà [1] è Ñ. Õîàðà [2] êàê êëþ÷åâàÿ ïðîáëåìà ïðîöåññà

àíàëèçà ñâîéñòâ ïðîãðàìì. Ñóùåñòâîâàíèå è ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ ãåíåðà-

öèè ïðîãðàììíûõ èíâàðèàíòîâ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñâîéñòâ àëãåáð äàííûõ

ïðîãðàììû. Èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è àâòîìàòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ïðîãðàììíûõ èíâà-

ðèàíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãåáð äàííûõ âûïîëíÿëèñü, íà÷èíàÿ â 70-õ ãîäîâ ïðî-

øëîãî âåêà, â ÈÊ ÍÀÍ Óêðàèíû. Èõ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â [3, 4].

Íàèáîëåå âàæíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòèêè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûå àëãåáðû äàí-

íûõ. Â [5, 6] èçëîæåíû äâà ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ

òèïà ðàâåíñòâ â ïðîãðàììàõ, àëãåáðîé äàííûõ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü öå-

ëîñòíîñòè (ïîëèíîìèàëüíî îïðåäåëåííûå ïðîãðàììû) èëè ïîëå (ðàöèîíàëüíî

îïðåäåëåííûå ïðîãðàììû). Îäèí èç ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè àëãåá-

ðàè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ôóíêöèÿìè — ïðàâûìè ÷àñòÿìè îïåðàòîðà

ïðèñâàèâàíèÿ â òåëå öèêëà. Âòîðîé ìåòîä — ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôè-

öèåíòîâ — ñòðîèò âñå èíâàðèàíòû äàííîãî âèäà â ïðîèçâîëüíîé êîíòðîëüíîé

òî÷êå ïðîãðàììû. Øàáëîí èíâàðèàíòà çàäàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ôîðìîé ñ íå-

îïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìåòîä îñíîâàí íà ñâîéñòâå íåòåðîâîñòè êî-

ëåö ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Â [7] èñïîëüçîâàíà òà æå èäåÿ ïðè ðåøå-

íèè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè

äëÿ ïîëèíîìèàëüíî îïðåäåëåííûõ ïðîãðàìì. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ ïðîãðàì-

ìíûå óñëîâèÿ òèïà f X( ) ¹ 0, ãäå f X( ) — ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ ïðî-

ãðàììû. Â [8] ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðîãðàììíûõ

èíâàðèàíòîâ îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè â ëèíåéíî-îïðåäåëåííûõ (àôôèííûõ) ïðî-

ãðàììàõ,  ñîäåðæàùèõ  ðåêóðñèâíûå  âûçîâû  ïðîöåäóð.
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Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àíàëèçó öèêëîâ â öåëÿõ ïîñòðîåíèÿ èõ ïðî-

ãðàììíûõ èíâàðèàíòîâ. Â [9] èçëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíûõ è, âîîáùå

ãîâîðÿ, íåïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ëèíåéíûõ öèêëîâ.

Ìåòîä èñïîëüçóåò îáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà â òåëå öèêëà. Â [10] ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâà-

ðèàíòîâ öèêëîâ â âèäå ïîëèíîìèàëüíûõ ôîðì (template polynomlals) c èñïîëüçî-

âàíèåì  àëãîðèòìà  âû÷èñëåíèÿ  áàçèñîâ  Ãðåáíåðà.

Â [11] èçëîæåíû àëãåáðàè÷åñêèå îñíîâû çàäà÷è ïîèñêà ïîëèíîìèàëüíûõ èí-

âàðèàíòîâ öèêëîâ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû — àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ

âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äëÿ öèêëîâ ñ òàê íàçûâàåìûìè ðàçðåøèìûìè

îïåðàòîðàìè ïðèñâàèâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðåøèìûìè ÿâëÿþòñÿ àôôèííûå îïå-

ðàòîðû ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Â [12] àâ-

òîðû ïðåäëîæèëè ìåòîä ãåíåðàöèè ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ öèêëîâ, âêëþ-

÷àÿ âëîæåííûå öèêëû, à òàêæå ó÷èòûâàÿ ïðîãðàììíûå óñëîâèÿ êàê â âèäå ïîëè-

íîìèàëüíûõ ðàâåíñòâ, òàê è íåðàâåíñòâ. Â [13] îïèñàí àëãîðèòì ïîèñêà

èíâàðèàíòîâ ëèíåéíûõ öèêëîâ â ÷àñòíîì ñëó÷àå — äëÿ îïåðàòîðîâ ñ öåëûìè

ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Àëãîðèòì èùåò ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, çàâèñÿùåå îò n.

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììíîé ñèñòåìå Òåîðåìà (Theorema System). Â [14]

ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê çàäà÷å ãåíåðàöèè ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ëè-

íåéíûõ öèêëîâ, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè L-èíâàðèàíòà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà î ñâÿçè L-èíâàðèàíòà ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñîîòíî-

øåíèåì ìåæäó êîðíÿìè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â òåëå

öèêëà, à òàêæå óñòàíîâëåíû âàæíûå ñâîéñòâà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íåïðèâîäèì íàä ïîëåì ðà-

öèîíàëüíûõ ÷èñåë. Â [15, 16] ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è ãåíåðàöèè ïîëèíîìèàëü-

íûõ èíâàðèàíòîâ ëèíåéíûõ öèêëîâ äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ — íåòðèâèàëüíûõ

æîðäàíîâûõ êëåòîê è â ñâÿçè ñ ýòèì ñôîðìóëèðîâàíî è èçó÷åíî ïîíÿòèå ñîá-

ñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå òåîðåìû

î ñâÿçè L-èíâàðèàíòà ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñîîòíîøåíèåì ìåæäó êîðíÿìè ìè-

íèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, èñïîëüçóþùåå ñîáñòâåííûå ìíî-

ãî÷ëåíû  ëèíåéíîãî  îïåðàòîðà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíà òåîðåìà î ñòðóêòóðå áàçèñà èäåàëà èíâàðè-

àíòîâ ëèíåéíîãî öèêëà ñ ïðîèçâîëüíûì íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì

â òåëå öèêëà, à òàêæå äîêàçàíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû ïîñòðîå-

íèÿ ýòîãî áàçèñà â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëèíåéíîãî îïåðà-

òîðà íåïðèâîäèì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå îïðå-

äåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû, èçïîëüçóåìûå â ðàáîòå, ìîæíî íàéòè â [17–20].

1.  ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ  ÇÀÄÀ×È

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü W — n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ïîëåì ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë Q è Q — àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ Q . Ïóñòü

X x xn= ( , ... , )1 — n-ìåðíûé âåêòîð ïåðåìåííûõ. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

p X Q X( ) ( )Î íàçûâàåòñÿ L-èíâàðèàíòîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A W W: ® , åñëè

äëÿ  ëþáîãî  âåêòîðà b WÎ èìååò  ìåñòî  ñîîòíîøåíèå

p Ab p b( ) ( )= . (1)

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü X x xn= ( , ... , ),1 b b bn= ( , ... , )1 — äâà âåêòîðà ïåðå-

ìåííûõ. Ëèíåéíûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ ôðàãìåíò èìïåðàòèâíîé ïðîãðàììû âèäà

X b: = ;

While U X b( , ) do X A X: = * .
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Çàìå÷àíèå 1. Îïåðàòîðû X b: = , X A X: = * èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê îäíî-

âðåìåííûå  ïðèñâîåíèÿ  ïåðåìåííûì  ëåâûõ  ÷àñòåé  çíà÷åíèé  ïðàâûõ  ÷àñòåé.

Â äàëüíåéøåì óñëîâèå U X b( , ) áóäåì èãíîðèðîâàòü, ñ÷èòàÿ ëèíåéíûé öèêë

áåñêîíå÷íûì, à åãî âûïîëíåíèå — íåäåòåðìèíèðîâàííûì. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ  öèêëû  âèäà

X b: = ;

While True|False do X A X: = * . (2)

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîãî÷ëåí p X b Q X b( , ) [ , ]Î íàçûâàåòñÿ (ïîëèíîìèàëü-

íûì)  èíâàðèàíòîì  öèêëà  (2),  åñëè " Î ºk Nat p A b bk( ( , ) )0 .

Çàìå÷àíèå 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p X b( , ) — îäíî-

ðîäíûé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ èç X bÈ . Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè M M l1, ... , , ãäå p M M l= + +1 K — îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ðàçíûõ ñòåïåíåé,

òî èç p A b bk( , ) º 0 ñëåäóåò M A bj
k( , ) º 0 äëÿ ëþáîãî j l=1 2, , ,K , ïîñêîëüêó ïðè

óïðîùåíèè p A b bk( , ) âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ òîëüêî ìîíîìû îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé.

Òåîðåìà 1. Åñëè p X r X q X( ) ( ) / ( )= — L-èíâàðèàíò ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A,

ìíîãî÷ëåí r X q b q X r b( ) ( ) ( ) ( )- — èíâàðèàíò ëèíåéíîãî öèêëà (2) íàä ïîëåì Q .

Òàêèå èíâàðèàíòû öèêëîâ áóäåì òàêæå íàçûâàòü L-èíâàðèàíòàìè (ëèíåéíûõ

öèêëîâ),  ïðåäñòàâëåííûìè  â  âèäå  ïîëèíîìîâ.

2.  ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÅ  ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß  È  ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ
ÄÈÀÃÎÍÀËÈÇÈÐÓÅÌÛÕ  ËÈÍÅÉÍÛÕ  ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü l l1, ... , m — ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A

è s sm1, ... , — ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî îïåðà-

òîðà A* . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà k km1, ... , , ÷òî

l l
1

1 1
k

m
km× × =K . Òîãäà ( , ) ( , )s X s X

k
m

km
1

1 × ×K — L-èíâàðèàíò ëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà A.

Äîêàçàòåëüñòâî  ñì.  â  [1].

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ öèêëà (2) îáðàçóåò èäåàë

êîëüöà  ïîëèíîìîâ Q X[ ] .

Ëåììà 1. Ïóñòü h x( ) — ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé x ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè è L = ( , ... , )l l1 m — âñå åãî êîðíè èç àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ Q

ïîëÿ Q è U GÌ — ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ÷èñëîâàÿ ãðóïïà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

G h x x UU
k

m
k k

m
km m( ) ... := Î{ }

1 1
1 1l lK — ìíîæåñòâî ìîíîìîâ èç ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ

âûðàæåíèé Q X( ) (âîçìîæíî, ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè), êîòîðûå ïðè ïîäñòà-

íîâêå l i âìåñòî xi ïîëó÷àþò çíà÷åíèÿ èç U . Òîãäà G hU ( ) — ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

àáåëåâà  ãðóïïà  ñ  êîíå÷íûì  ÷èñëîì  îáðàçóþùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû

ñ  êîíå÷íûì  ÷èñëîì  îáðàçóþùèõ  îáëàäàåò  êîíå÷íûì  ÷èñëîì  îáðàçóþùèõ.

Ëåììà 2. Ïóñòü I B K X( ) [ ]Ì — èäåàë êîëüöà ïîëèíîìîâ íàä ïîëåì K, ïî-

ðîæäåííûé ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì áèíîìîâ B. Òîãäà I B( ) îáëàäàåò áàçèñîì

Ãðåáíåðà,  ñîñòîÿùèì  èç  áèíîìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã ïîïîëíåíèÿ, íà êîòîðîì îñíîâàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ

áàçèñîâ Ãðåáíåðà, ïðèìåíåííûé ê ïàðå áèíîìîâ, â ðåçóëüòàòå äàåò òàêæå áèíîì.

Ïðîáëåìó îïèñàíèÿ âñåõ L-èíâàðèàíòîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ìîæíî òå-

ïåðü óòî÷íèòü êàê ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ

ãðóïïû G h( ) .
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Òåîðåìà  3. Ïóñòü A —  äèàãîíàëèçèðóåìûé  ëèíåéíûé  îïåðàòîð  è

I b A p b X Q X p b A b k Natk( , ) ( , ) [ ] | ( , ( )= Î º " Î{ }0

— èäåàë ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ öèêëà (2). Òîãäà I b A( , ) îáëàäàåò áàçè-

ñîì,  ñîñòîÿùèì  èç L-èíâàðèàíòîâ,  ïðåäñòàâëåííûõ  â  âèäå  ïîëèíîìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì áàçèñ S s sm= { }1, ... , ïðîñòðàíñòâà W, îáðàçî-

âàííûé ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A* . Ýòîò áàçèñ ñóùåñòâóåò ââèäó

äèàãîíàëèçèðóåìîñòè îïåðàòîðà A. Ââåäåì íîâûå âåêòîðû ïåðåìåííûõ ¢X è

¢b è  âûðàçèì  èõ  â  âèäå  ëèíåéíûõ  êîìáèíàöèé  êîîðäèíàò  âåêòîðîâ X b, :

x c x a xj j jm m= ¢ + + ¢1 1 K , b c b c bj j jm m= ¢ + + ¢1 1 K .

Âûïîëíèì çàìåíû ïåðåìåííûõ â ïîëèíîìèàëüíîì èíâàðèàíòå

p b X I b A( , ) ( , )Î . Ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí p X b( , )¢ ¢ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç

Q m( , , ... , )l l l1 2 .  Ïðåäñòàâèì  ýòîò  ìíîãî÷ëåí  â  âèäå  ñóììû  ìîíîìîâ

¢ ¢ ¢ = ¢ ¢ + ¢ ¢ + + ¢ ¢p X b C b M X C b M X C b M Xk k( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 K .

Â äàëüíåéøåì øòðèõè â îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ áóäåì îïóñêàòü. Ïóñòü

L — âåêòîð ( , , ... , )l l l1 2 m . Çàìåòèì, ÷òî M AX M M Xi i i( ) ( ) ( )= L . Ïîýòîìó,

åñëè  îáîçíà÷èòü di ÷èñëî M i ( )L ,  ïîëó÷èì

p AX b d C b M X d C b M X d C b M X

p

k k k( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),= + + +1 1 1 2 2 2 K

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (A X b d C b M X d C b M X d C b M Xj j j
k
j

k k= + + +
1 1 1 2 2 2 K ).

(3)

Ïîñêîëüêó èç p b X I b A( , ) ( , )Î ñëåäóåò p b A X I b Aj( , ) ( , )Î äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî j,  ïîäñòàíîâêà b âìåñòî X â  (3)  äàåò

0
1 1 1 2 2 2= + + +d C b M b d C b M b d C b M bj j

k
j

k k( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )K . (4)

Âûäåëèì ñðåäè ÷èñåë d dk1, ... , ðàâíûå ìåæäó ñîáîé, ñãðóïïèðóåì â (4) ìîíî-

ìû ñ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè d j , êîýôôèöèåíòû d j âûíåñåì çà ñêîáêè,

à  ïîëó÷åííûå  â  ñêîáêàõ  ïîëèíîìû  îáîçíà÷èì q j lj , , ,=1 K :

d d d C b M b d C b M bj jk j
j

j j jk
j

jk jk1 1 1 1= = ® + + =K K( ) ( ) ( ) ( )

= + +d C b M b C b M b
j
j

j j jk jk1 1 1( ( ) ( ) ( ) ( ))K ,

q b C b M b C b M bj j j jk jk( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + +1 1 K .

Òîãäà  èç  (4)  ïîëó÷èì

0
1 1 2 2= + + +d q b d q b d q bj j

l
j

l( ) ( ) ( )K . (5)

Ñèñòåìó ðàâåíñòâ (5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñè-

òåëüíî q bj ( ) . Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû — îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà ñ êî-

ýôôèöèåíòàìè di
j . Ïîñêîëüêó ÷èñëà di ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ýòîò îïðåäåëèòåëü

íå ðàâåí íóëþ. Ââèäó îäíîðîäíîñòè ñèñòåìû (5) ïîëó÷àåì, ÷òî q bj ( ) º 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, q b X C b M X C b M Xj j j k jk( , ) ( ) ( ) ( ) ( )= + +1 1 K — èíâàðèàíòû.

Èòàê,  èíâàðèàíò p b X( , ) ïðåäñòàâëåí  â  âèäå  ñóììû  èíâàðèàíòîâ q b Xj ( , ).

Ïóñòü q b Xj ( , ) — òàêîé ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò. Ïðåä-

ñòàâèì åãî â âèäå ñóììû ìîíîìîâ q b X C b M X( , ) ( ) ( )= +1 1 C b M X2 2( ) ( ) + K

K +C b M Xl l( ) ( ). Ïîñêîëüêó q b b( , ) = 0, äëÿ ëþáîãî ìîíîìà C b M Xi i( ) ( ) íàé-

äåòñÿ òàêîé ìîíîì C b M Xj j( ) ( ), ÷òî C b M b C b M bi i j j( ) ( ) ( ) ( )+ = 0 (ìîíîìû
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âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ). Â âûðàæåíèè C b M X C b M Xi i j j( ) ( ) ( ) ( )+ âûíåñåì çà

ñêîáêè  îáùèé  ìíîæèòåëü.  Ïîëó÷èì

C b M X C b M X C b M X C b M X Ci i j j i i j( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) (+ = +0 0 0 0 0 b M Xj) ( ))0 .

Òîãäà C b M b C b M bi i j j0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )+ = , ïðè÷åì ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, îò

êîòîðûõ çàâèñÿò ìîíîìû C b C b M b M bi j i j0 0 0 0( ), ( ), ( ), ( ), ïîïàðíî íå ïåðåñå-

êàþòñÿ. Ïîýòîìó C b M bi j0 0( ) ( )= , M b C bi j0 0( ) ( )+ è ñóììà ðàññìàòðèâàåìûõ

ìîíîìîâ  èìååò  âèä M b M X M b M Xj i i j0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )- .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1 è ôîðìóëîé (1) ýòî âûðàæåíèå — L-èíâà-

ðèàíò â ïîëèíîìèàëüíîì âèäå. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ìîíîìà

C b M Xi i( ) ( ) ïîëèíîìû q b Xj ( , ) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

L-èíâàðèàíòîâ  ñ  ïîëèíîìèàëüíûìè  êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà  äîêàçàíà.

3.  ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÛ  ÆÎÐÄÀÍÎÂÛÕ  ÊËÅÒÎÊ

Â îáùåì ñëó÷àå íåâûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïîäõîäÿùåì áàçèñå

ìîæåò  áûòü  ïðåäñòàâëåí  ìàòðèöåé  —  æîðäàíîâîé  ôîðìîé  [17]:

A

J

J

Jk k

=

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0

( )

( )

( )

l

l

l

K

K

K K K K

K

, (6)

ãäå J i i( )l — æîðäàíîâû êëåòêè ðàçíûõ ðàçìåðîâ. Æîðäàíîâà êëåòêà J ( )l
èìååò  âèä

J ( )l

l

l

l

l

=

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

1 0

0 0

0 1

0 0

K

K

K

K

. (7)

Òåîðèÿ L-èíâàðèàíòîâ æîðäàíîâûõ êëåòîê èçëîæåíà â [15]. Íèæå ïðèâåäåí

ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû èíâàðèàíòîâ æîðäàíîâîé êëåòêè, íå èñ-

ïîëüçóþùèé  ïîíÿòèå L-èíâàðèàíòà.

Ïóñòü J ( )l — æîðäàíîâà êëåòêà (7) ðàçìåðà n. Êàæäîé ñòðîêå J ( )l ïîñòàâèì

â ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííóþ: ïóñòü X x x x xn n n= - -( , ... , , , )1 2 1 . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

y x z xn n= =-1, . (8)

Ïóñòü m — íàòóðàëüíîå ÷èñëî è a a a a an n n= - -( , ... , , , )1 2 1 — âåêòîð ïåðåìåííûõ

(âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ b a c an n= =-1, . Âû÷èñëèâ m-þ

èòåðàöèþ X a( )0 = ; X AXm m( ) ( )= â ÿâíîì âèäå X A Xm m( ) = : X J am m( ) ( )= l ,

ïîëó÷èì

X

Ñ m C m

C m

Ñ m

m

m
n

m
n

m

m

( )

( ) ( )

( )

( )
=

é

ë

ê
ê
ê

-

-

l

l

l

l

1 1

2

1

0

0

0

K

K

K

K K
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

a

a

an

1

2

K
, (9)

ãäå C m C
m m m j

j
j m

j m j m j( )
( ) ... ( )

!
= =

- - +- -l l
1 1

, j nÎ -1 1K .

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ðàâåíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì íèæíèì ñòðî-

êàì  ìàòðè÷íîãî  ðàâåíñòâà  (9)  â  îáîçíà÷åíèÿõ  (8)  è  âû÷èñëèì m z m, :

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51,  ¹ 3 147



148 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 3

y b m c

z c

y b mcm m m

m m

m m

m

( )

( )

( )
, ,= +

=

ì
í
î

Þ
= +æ

è
ç

ö

ø
÷-l l

l

l
l

l

1 1

=

ì

í
ï

îï z cm( ) / .

Èòàê,

m
cy bz

cz

z c

m m

m m

=
-

=

ì

í
ï

îï

l

l

( ) ( )

( )

,

/ .

(10)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàâåíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå j-é ñòðîêå ìàòðè÷íîãî ðàâåí-

ñòâà  (9):

x a
C m

a
C m

aj
m m

j j
n j

n j n
( ) ( ) ( )

= + + +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷+

-

-
l

l l

1
1 K . (11)

Ïîäñòàâëÿÿ  çíà÷åíèÿ lm m, èç  (10)  â  (11),  ïîëó÷àåì

x
z

c
a

C
cy bz

cz
a

j
m

m

j

m m

m

j
( )

( )

( ) ( )

( )

=

æ

è

ç
ç
ç

+

-æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

+

1 l

l 1 + +

-æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

ö

ø

÷
÷
÷

-

-
K

C
cy bz

cz
a

n j

m m

m

n j n

l

l

( ) ( )

( )

. .(12)

Ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (12) îáîçíà÷èì q y zj
m m( , , )( ) ( )l . Ïîñêîëüêó c mj ( ) —

ïîëèíîìû ñòåïåíè j îò m, ïðè÷åì j nÎ ¼1 , è m âûðàæåíî â (9) ÷åðåç

l , ,( ) ( )y zm m , òî q y zj
m m( , , )( ) ( )l çàâèñÿò òîëüêî îò ýòèõ ïåðåìåííûõ è íå çà-

âèñÿò îò m. Ñëåäîâàòåëüíî, â (11) ìîæíî îïóñòèòü íîìåð èòåðàöèè. Ïîýòîìó
ðàâåíñòâà

x
z

c
a

C
cy bz

cz
a

C
cy bz

cz
j j j

n j

=

æ

è

ç
ç
ç

+

-æ

è
ç

ö

ø
÷

+ +

-æ

+

-1

1

l

l

l

K
è
ç

ö

ø
÷ ö

ø

÷
÷
÷-ln j na (13)

èìåþò ìåñòî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ íîìåðà èòåðàöèè, ò.å. ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàí-
òàìè öèêëà (2) ïðè A J= ( )l . Èòàê, x q y zj j- ( , , )l — èíâàðèàíòû öèêëà ñ
îïåðàòîðîì  —  æîðäàíîâîé  êëåòêîé J ( )l .

Â ïðîñòðàíñòâå W X[ ] ââåäåì îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû è âû÷èñëèì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå  èì  íà÷àëüíûå  çíà÷åíèÿ:

u x z u y zj j= =/ , / ; e a c e b cj j= =/ , / . (14)

Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ W u u u zn( , ... , , , )1 2- (13) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

u e
C u e

e
C u e

ej j j
n j

n j n= +
-

+ +
-

+
-

-
1

1
( ( )) ( ( ))l

l

l

l
K .

Èíâàðèàíòû x q y zj j- ( , , )l ìîæíî  ïåðåïèñàòü  â  ïðîñòîì  âèäå:

u q uj j- ( , , )l 1 , j n= -1 2, ,K . (15)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò (14) ñèñòåìà ïîëèíîìîâ (15) îá-
ðàçóåò áàçèñ Ãðåáíåðà èäåàëà èíâàðèàíòîâ öèêëà (2). Â îäíîðîäíûõ êîîðäèíà-
òàõ (13) ïðåîáðàçîâàíèå J X( )l × , îñóùåñòâëÿåìîå æîðäàíîâîé êëåòêîé, îïèñû-
âàåòñÿ  ôîðìóëàìè

u u u

u u u

u u

z z

n n

1 1 2

2 2

1

1

1

Ü +

Ü +

Ü +

Ü

ì

í

ï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï

- -

l

l

l
l

,

,

,

.

K

(16)



Ïóñòü P u uj j( , ) — ïîëèíîìû P u q uj j j= - ( , , )l 1 . Ïðèìåíèì ê ýòîé ñèñòåìå

ïðåîáðàçîâàíèå  (16).  Ðàññìîòðèì  ñíà÷àëà P1:

P u u u1 1 2
1 1

+ +æ
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l l
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÷
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1

1
.

Ïîñêîëüêó P u u u1 1 2
1 1

+ +æ

è
ç

ö

ø
÷

l l
, — èíâàðèàíò öèêëà, ïîëèíîì P u u u1 1 2

1 1
+ +æ

è
ç

ö

ø
÷ -

l l
,

- P u u1 1( , ) — òàêæå èíâàðèàíò. Ââèäó òîãî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ

ïåðåìåííîé u2 P u u u P u u1 1 2 1 1
1 1

+ +æ

è
ç

ö

ø
÷ -

l l
, ( , ) è

1
2 2l

P u u( , ) ñîâïàäàþò,

P u u u P u u P u u1 1 2 1 1 2 2
1 1 1

+ +æ

è
ç

ö

ø
÷ = +

l l l
, ( , ) ( , ) .

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé j, ïîëó÷àåì ñèñòåìó òîæäåñòâåí-

íûõ  ñîîòíîøåíèé:

P u u u P u u P u u jj j j j j j+ +æ

è
ç

ö

ø
÷ º + =+ +

1 1 1
12 1 1l l l

, ( , ) ( , ), , ..., n -2 . (17)

Ïîëèíîì P u un-1 ( , ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì P u u P u un n- -= + +æ

è
ç

ö

ø
÷1 1

1 1
( , ) ,

l l
, îòêóäà

íåìåäëåííî ñëåäóåò P u un- =1 ( , ) ñonst . Ïîëîæèì u u u un= -( , ... , , )1 2 . Â îáîçíà-

÷åíèÿõ, èñïîëüçóþùèõ îïåðàòîð A Jn= ( )l , äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå îä-

íîðîäíûõ  êîîðäèíàò,  ñèñòåìà  ñîîòíîøåíèé  (17)  èìååò  âèä
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, , P e en n- - =2 2 0( , ) .  Ïîýòîìó Pn- =1 0 è

P Au P u u P u u j n

P Au

j j j j

n

( ) ( , ) ( , ), ,... , ,

(

= + = -+ +

-

1 1 1

2

1
1 3

l
) ( , ).=

ì

í
ï

îï - -P u un n2 2

4.  ÒÅÎÐÅÌÀ  Î  ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ  ÁÀÇÈÑÀ  ÈÄÅÀËÀ  ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÎÂ

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî U Q y zd= ( ) [| , | ]l îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ ñòåïåíè d îò ïåðåìåííûõ y è z íàä ïîëåì F ( )l ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò

ïåðåìåííîé l , äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åííîå U . Ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåð-

íîñòü d +1 íàä ïîëåì F ( )l . Èòàê, îäèí èç áàçèñîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà — ñèñòå-

ìà  ìîíîìîâ ( , , , , )y y z yz zd d d d- -1 1
K .  Ïóñòü

U y y z yz zd d d d= - -( , , , , )1 1
K . (18)
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Ââåäåì  ñëåäóþùèå  îáîçíà÷åíèÿ:

U z U yz z U y z z Ud d d
k

k d k d
0 1

1= = =- -( ), ( , ), ... , ( , ..., ), ... , d U= .

Ïóñòü TJ — ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà U , äåéñòâóþùåå íà áà-

çèñå  (18)  ñëåäóþùèì  îáðàçîì:

T y y z T y z y z zJ
d d

J
k d k k d k( ) ( ) , , ( ) ( ) ( )= + ¼ = +- -l l l ,  …  , T z zJ

d d d( ) = l .

Ïóñòü S T EJ
d= -l . Î÷åâèäíî, êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ U k , 0 £ £k d , èí-

âàðèàíòíî  îòíîñèòåëüíî  ëèíåéíîãî  ïðåîáðàçîâàíèÿ S .

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî k, 0 1£ £ -k d , ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) ïîäïðîñòðàíñòâî U k ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïîäïðîñòðàíñòâà U k+1 ïîä äåé-

ñòâèåì  ïðåîáðàçîâàíèÿ S ,  ò.å. " Î Û Î+f f U S f Uk k( ( ) )1 ;

2) ÿäðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ S ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî U 0 , ò.å.

" Î Û =f f U S f( ( ) )0 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k. Íå-

ïîñðåäñòâåííî  èç  îïðåäåëåíèÿ S ñëåäóåò,  ÷òî S z d( ) = 0.  Êðîìå  òîãî,

S yz y z z yz yz z yzd d d d d d d d d( ) ( )( )- - - - -= + - = + -1 1 1 1 1l l l l l l d d dz- -=1 1l .

Îòñþäà èìååì S U U( )1 0= . Òàêèì îáðàçîì, ïðè k = 0 ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåì-

ìû âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè

íåêîòîðîì k, k d£ -2. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî U k+1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-

äóêöèè S U Uk k( )+ =1 . Òàê êàê U Uk k+ +Ì1 2 , òî U S Uk kÌ +( )2 . Êðîìå òîãî,

S y z y z z y zk d k k d k d k d k( ) ( ) ( )+ - - + - - + - -= + - =2 2 2 2 2 2l l l

= ++
- + - +C y z w

k
d k d k

2
1 1 1 1l ,

ãäå w C y z C y z
k

d k d k
k
j d j k j d k j d k= + + + ++

- -
+

- + - - + - -
2

2 2
2

2 2l l lK K
-2 z d . Î÷å-

âèäíî,  ÷òî w U S Uk kÎ Ì +( )2 .  Îòñþäà  ñëåäóåò,  ÷òî

C y z S y z w S U
k

d k d k k d k
k+

- + - + + - -
+= - Î

2
1 1 1 1 2 2

2l ( ) ( ),

ïîýòîìó y z S Uk d k
k

+ - +
+Î1 1

2( ). Òàêèì îáðàçîì, S U U y z Uk k
k d k

k( ) ( , )+
+ - +

+Ê =2
1 1

1.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå U S Uk k+ +Ê1 2( ) î÷åâèäíî. Ñëåäîâàòåëüíî, S U Uk k( )+ +=2 1.
Ïðåäïîëîæåíèå  èíäóêöèè  îïðàâäàíî,  ïåðâîå  óòâåðæäåíèå  ëåììû  äîêàçàíî.

Ïîñêîëüêó S U U d( ) = -1, ðàíã S ðàâåí d, à çíà÷èò, äåôåêò S ðàâåí 1. Ïîñ-

êîëüêó S z d( ) = 0,  òî Ker ( ) ( )S z d= .

Ëåììà  äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Íå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûõ ïîëèíîìîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ y z, .

Äîêàçàòåëüñòâî. S U Uk k( ) ( )+ = ¹1 0 äëÿ  ëþáîãî k.

Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ïðåäñòàâëåí ìàòðèöåé —
æîðäàíîâîé ôîðìîé (6) è J j j( )l — æîðäàíîâû êëåòêè A ðàçìåðîâ n j ,
j k=1, ,K . Ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ êëåòêè J j j( )l îáîçíà÷èì X x xj j jn j

= { }1, ... .
Àíàëîãè÷íî (8) äëÿ êàæäîé êëåòêè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ y x z xj jn j jnj j

= =-1, .
Ïóñòü, äàëåå, p b X X k( ; , ... , )1 — ïðîèçâîëüíûé èíâàðèàíòíûé ìíîãî÷ëåí îïåðà-
òîðà A. Ïåðåéäåì ê ïðîñòðàíñòâó, îïðåäåëåííîìó îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè
(13) ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé b. Èñïîëüçóåì îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû,
îïðåäåëåííûå  â  (13)  äëÿ  êàæäîé  æîðäàíîâîé  êëåòêè Jk k( )l îïåðàòîðà A:

u x z u y zij ij i i i i= =/ , / ; e a cij ij i= / . (19)
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Â ìíîãî÷ëåíå p e U U k( ; , ... , )1 èñêëþ÷èì âñå ïåðåìåííûå, êðîìå u zi i, ,

i k=1K , èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (19). Â ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóìåðíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâàõ ïðåîáðàçîâàíèå $A, èíäóöèðóåìîå îïåðàòîðîì A, îïðåäåëåíî

ôîðìóëàìè

u u

z z

i i

i i

Ü +

Ü

ì

í
ï

îï

1

l
l

,

.

Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí îáîçíà÷èì p e u z u zred k k( ; , ; , , )1 1 K . Ìíîæåñòâî ìíîãî-

÷ëåíîâ òèïà p e u z u zred k k( ; , ; , , )1 1 K îáðàçóåò èäåàë, êîòîðûé îáîçíà÷èì

I Ared ( ) . Ðàññìîòðèì èäåàë, îïðåäåëåííûé ïðåîáðàçîâàíèåì Ared , äåéñòâóþùèì

â ïîäïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåííîì ïåðåìåííûìè ( ; , )z zk1 K . Ïîëó÷èëè îãðà-

íè÷åíèå îïåðàòîðà A íà åãî äèàãîíàëèçèðóåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî:

Ared

k

=

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

l

l

l

1

2

0 0

0 0

0 0

K

K

K K K K

K

.

Ïóñòü L — âåêòîð ( , , )l l1 ¼ k , Z — âåêòîð ( , ... , )z zk1 , à I ZL ( ) — ðàññìàòðè-

âàåìûé èäåàë. Îáîçíà÷èì GBase I( ) áàçèñ Ãðåáíåðà èäåàëà I . Òîãäà èìååò ìåñ-

òî  ñëåäóþùàÿ  òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Áàçèñû Ãðåáíåðà èäåàëîâ I Ared = ( ) , I AL ( ) ðàâíû:

GBase I A GBase I Ared( ( )) ( ( ))= L .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü GBase I A p Z p Zl( ( )) ( ( ), ..., ( ))L = 1 — áàçèñ I ZL ( ).

Òîãäà íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî p e u z u z I Ared k k red( ; , ; , , ) ( )1 1 K Î èìååò

ìåñòî  ðàçëîæåíèå

p u z u z q Y Z p Z q Y Z p Zred k k l l( , ; , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )1 1 1 1K K= + + .

Ïðåäïîëîæèì,  ÷òî

GBase I A GBase I A p e u z u zred k k( ( )) ( ( )) ( ; , ; , , ),- =L { 1 1 1 K K , ( ; , )p e u zk k k } .

Ðàññìîòðèì ìëàäøèé ìíîãî÷ëåí áàçèñà Ãðåáíåðà GBase I Ared( ( )). Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî uk — åãî ñòàðøàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà îí èìååò âèä p e u Zk k( ; , ) =

= + + +-a u a u a
k

d
d k d

k

k k0 1
1

1 1
K ,  ãäå a j —  ìíîãî÷ëåíû  îò  ïåðåìåííûõ e Z; .

Âû÷èñëèì p A u Zk red k( ( , )):

p A u Z a u a uk red k k
k

d

d k

k

k
( ( , )) = ¢ +

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ + + ¢ +-0 1

1 1
1

1l l
K

k
d j j reda a a A Z

k

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ + ¢ ¢ =

1
, ( ( )).

Ïîñêîëüêó p A u Z I Ak red k red( ( , )) ( )Î , ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí b e Z( ; ),

÷òî p A u Z d e Z p u A I Ak red k k k red( ( , )) ( ; ) ( , ) ( )- Î . Íî ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíî-

ãî÷ëåíîâ p A u Z p u Ak red k k k( ( , )), ( , ) — ìíîãî÷ëåíû îäíîé è òîé æå ñòåïåíè îò ïåðå-

ìåííûõ e Z; . Ïîýòîìó b e Z( ; ) — ÷èñëî è p A u Z dp u Ak red k k k( ( , )) ( , )- ÎÎI Ared ( ).

Îòñþäà deg degu k red k k k u k kk k
p A u Z bp u A p u A( ( ( , )) ( , )) ( , )- < . Ââèäó òîãî, ÷òî

p e u Zk k( ; , ) — ýëåìåíò áàçèñà Ãðåáíåðà, åãî ñòåïåíü ìèíèìàëüíà, ïîýòîìó

deg u k red k k kk
p A u Z bp u A( ( ( , )) ( , ))- = 0 è p A u Z bp u A q Zk red k k k k( ( , )) ( , ) ( )= + .

Êîýôôèöèåíòû a e Z a e Zj j( ; ), ( ; )¢ ïðèâåäåíû ïî ìîäóëþ I AL ( ). Ïîýòîìó q Zk ( )

òàêæå ïðèâåäåí ïî ìîäóëþ I AL ( ). Ñëåäîâàòåëüíî, q Zk ( ) º 0 è p A u Zk red k( ( , ) =
= bp u Ak k( , )). Íî ïî ëåììå 1 p u Ak k( , ) º 0. Èòàê, GBase I Ared( ( )) íå ñîäåðæèò

ìíîãî÷ëåíà,  çàâèñÿùåãî  îò uk .
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Ðàññìîòðèì îïÿòü ìëàäøèé ìíîãî÷ëåí áàçèñà Ãðåáíåðà GBase I Ared( ( )).

Ïóñòü uk-1 — åãî ñòàðøàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà p e u Z a uk k k

dk( ; , )- -= +-
1 0 1

11 K

K + +
- --a u ad k dk k11 111 , ãäå a j — ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ e u Zk; , . Òî÷íî òàê

æå, êàê è âûøå, âû÷èñëèì p A u Z bp u A I Ak red k k k red- - - -- Î1 1 1 1( ( , )) ( , ) ( ) . Ïîâòî-

ðèâ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, ïðèäåì â âûâîäó, ÷òî ýòà ðàçíîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, çà-

âèñèò îò uk êàê îò ñòàðøåé ïåðåìåííîé. Íî ïîñêîëüêó GBase I Ared( ( )) íå ñîäåðæèò

ìíîãî÷ëåíà, çàâèñÿùåãî îò uk , p A u Z bp u Ak red k k k- - - -º1 1 1 1( ( , )) ( , ) . Èç ýòîãî ñëå-

äóåò, ÷òî p u Ak k- - º1 1 0( , ) . Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ

èíäóêöèåé  ïî j îò k äî 1 ïðèâåäåííûìè  âûøå  ðàññóæäåíèÿìè.

Òåîðåìà 5 (î ñòðóêòóðå èäåàëà èíâàðèàíòîâ). Ïóñòü A — ïðîèçâîëüíûé íå-

âûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðåäñòàâëåííûé â ïîäõîäÿùåì áàçèñå ìàòðè-

öåé (6), I A I AJ J k1
( ), , ( )K — èäåàëû èíâàðèàíòîâ åãî æîðäàíîâûõ êëåòîê, ïðåä-

ñòàâëåííûå â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (19) áàçèñàìè âèäà (15) è I AL ( ) — èäåàë

èíâàðèàíòîâ îïåðàòîðà Ared , I A( ) — èäåàë èíâàðèàíòîâ îïåðàòîðà A (öèêëà (2)).

Òîãäà

GBase I A GBase I A GBase I A GBase IJ J k
( ( )) ( ( )) ( ( )) (L = È È È

1
K L ( ))A .

5.  ÀËÃÎÐÈÒÌ  ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß  ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÕ  ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉ
ÄËß  ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ  Ñ  ÍÅÏÐÈÂÎÄÈÌÛÌ  ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÌ  ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÌ

Ââåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü f Q xÎ [ ] — íåïðèâîäè-

ìûé ìíîãî÷ëåí è ( , ... , )l l1 n — åãî êîðíè â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè Q.

Ïóñòü, äàëåå, L = , ,( )l lj jr1
K — íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî êîðíåé f è

K k k r= ( , , )1 K ãäå k j > 0 —  öåëûå  ÷èñëà.  Îáîçíà÷èì LK ìîíîì l l
j j
k

r
kr

1
1 K :

LK
df

k
r
kr= l l

1
1 K , X x xK

df
k

r
kr=

1
1 K . (20)

Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ îñíîâàíèé è ñòåïåíåé ìîíî-

ìîâ âèäà (20), â êîòîðûõ ýòè âåêòîðû ïðîèçâîëüíû. Åñëè M — ìîíîì âè-

äà (18), òî Base M( ) — ìíîæåñòâî îñíîâàíèé ( , ... , )x xj jr1
, à Deg M( ) — ìíî-

æåñòâî ñòåïåíåé ( , ... , )k k r1 . Ïóñòü òàêæå deg ( )M k k
df

r= + +1 K (îáùàÿ ñòå-

ïåíü ìîíîìà), len ( )M r= (êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ îñíîâàíèÿ). Ïóñòü, äàëåå,

G f j( ) , ...= , ,{ }s s1 K — ãðóïïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f x( ), ïðåäñòàâëåííàÿ

ãðóïïîé  ïîäñòàíîâîê  åãî  êîðíåé.

Òåîðåìà 6. Åñëè ãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñîîòíîøåíèé êîðíåé íåïðèâî-

äèìîãî ìíîãî÷ëåíà f x( ) íåòðèâèàëüíà ( ( ) ( ))MR f e¹ , ìîãóò èìåòü ìåñòî ñëåäó-

þùèå  ñèòóàöèè.

1. Ìíîæåñòâî êîðíåé L = ( , ... , )l l1 n ðàçáèòî íà íåêîòîðîå ÷èñëî l ðàâíî-

ìîùíûõ êëàññîâ L L L1 1 1, ... , ; , ...( )l j j d jd= - +{ }l l ; j l=1, ,K . Ïðè ýòîì

d n ldj= =len ( ),L . Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñîîòíîøåíèÿ èç MR f( ) â ýòîé ñèòóà-

öèè  èìåþò  âèä L j j= e , j l=1, ,K ,  ãäå e j —  êîðíè  èç  1.

2. Ìíîæåñòâî êîðíåé L = ( , ... , )l l1 n ðàçáèâàåòñÿ íà íåêîòîðîå ÷èñëî k ðàâ-

íîìîùíûõ êëàññîâ L L L1 1 1, , = - +K l i i d id, , ...( ){ }l l ; i k=1, ,K . Ïðè ýòîì

d n kdj= =len ( ),L . Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñîîòíîøåíèÿ èç MR f( ) â ýòîé ñèòóà-

öèè  èìåþò  âèä L Li ij j= e , i l=1, ,K ,  ãäå e j —  êîðíè  èç  1.

Îáå  ñèòóàöèè  ìîãóò  èìåòü  ìåñòî  îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ ñèòóàöèè 1). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî MR f( ) âñåõ

ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñîîòíîøåíèé êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f x( ) , ïðåäñòàâëåííîå áè-

íîìàìè âèäà L R-e , ãäå L R, — ìîíîìû âèäà (18), à e ÎU . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåì-

ìîé  2  ýòî  ìíîæåñòâî  ñîäåðæèò  áàçèñ  Ãðåáíåðà

GBase f U L R L Rm m m( , ) , ... ,= - -{ }1 1 1e e ,
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ïîñòðîåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêîì x x xn1 2f fK f .

Òîãäà x Base L1 1Î ( ), ò.å. L x L
k

1 1 1
1= × ¢ . Ïóñòü s 1 j G fÎ ( ) — ïîäñòàíîâêà, ïåðåâî-

äÿùàÿ ïåðåìåííóþ x j â x1. Ïîñêîëüêó ïîëèíîì f x( ) íåïðèâîäèì, åãî ãðóïïà

Ãàëóà òðàíçèòèâíà, èíûìè ñëîâàìè, òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ñóùåñòâóåò äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî j. Èíäåêñ ïîäñòàíîâêè s 1 j áóäåì îïóñêàòü äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè

ôîðìóë.  Ðàññìîòðèì  áèíîì s e( )L R1 1 1- .  Î÷åâèäíî,

s e s e s e s( ) ( ) ( ) ( ( )) (
( )

L R L R Base L Bas
Deg L

1 1 1 1 1 1 1 1
1- = - = - e R

Deg R
( ))

( )
1

1 .

Åñëè x Base Lj Î ( )1 , s s
( ( )) ( )

( ) ( ( ))
Base L Base L

Deg L Deg L
1 1

1 1= , ò.å. s ( )L x L
k j

1 1 1= × ¢¢.

Ïîñêîëüêó L R1 1 1-e — åäèíñòâåííûé ýëåìåíò áàçèñà Ãðåáíåðà GBase f U( , ) , çà-

âèñÿùèé îò x1, è s e( )L R1 1 1- ïðèíàäëåæèò MR f( ), ê ýòîìó áèíîìó ìîæåò áûòü

ïðèìåíåíà îïåðàöèÿ «èñ÷åðïûâàíèÿ» áèíîìîì L R1 1 1-e , ò.å. s ( )L M L1 1 1= × . Íî,

î÷åâèäíî,  ìîíîì L1,  êàê  è  âñå  ìîíîìû,  óäîâëåòâîðÿåò  ñîîòíîøåíèÿì

deg deg len deg( ) ( ( )), ( ( ( )))L L L L1 1 1 1= =s s ,

îòñþäà ñëåäóåò s ( )L L1 1= , ïîýòîìó k kj = 1. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè èíäåêñà j

âñå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ â ìîíîìå L1 ðàâíû: k k k l1 2= = =... ,

l L= len ( )1 . Êðîìå òîãî, ïîäñòàíîâêà s äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ

Base L( )1 ,  òîëüêî  ïåðåñòàâëÿÿ  ìåñòàìè  åãî  ýëåìåíòû: s ( ( )) ( )Base L Base L1 1= .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü áèíîìà B L R
df

1 1 1 1= -e — ìîíîì R1. Âîç-

ìîæíû  ñëåäóþùèå  ñèòóàöèè:

à) R1 1= , ò.å. B L1 1 1= -e ; â ýòîé ñèòóàöèè, êàê áûëî ïîêàçàíî,

B x xl
k

1 1
1= -( )K e (ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè ïåðåìåííûõ èç Base L( )1 ). Íî áè-

íîì x xl
k

1
1 1K -e /

òàêæå ïðèíàäëåæèò MR f( ), ïîýòîìó k1 1= è B x xl1 1= -... e ;

á) R1 1¹ , ò.å. Base R( )1 ¹ Æ , len ( )R1 0¹ , deg ( )R1 0> . Êàê è â àíàëèçå ìîíî-

ìà L1, ðàññìîòðèì ïåðåìåííóþ x Base Rj Î ( )1 è àâòîìîðôèçì èç ãðóïïû

s 1 j G fÎ ( ) , ïåðåâîäÿùèé x j â x1. Òî÷íî òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ, êàê è äëÿ L1, ïî-

êàçûâàþò,  ÷òî s ( )R L1 1= , s ( )L R1 1= ¢ .  Îòñþäà  ñëåäóåò,  ÷òî

len len( ) ( ), ( ( )) ( ), ( ( ))R L Deg R Deg L Base R Bas1 1 1 1 1= = =s s e L( )1

ïðè  ïîäõîäÿùåé  íóìåðàöèè  ïåðåìåííûõ

R x xl l1 1 2= + K , B x x x xl l1 1 1= - ¢ ¢... ...e .

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ ñèòóàöèè 2). Ðàññìîòðèì âòîðîé ýëåìåíò áàçèñà Ãðåá-

íåðà. Ïóñòü B L R GBase f U2 2 2= - Îe ( , ) è y Base LÎ ( )2 . Ïîêàæåì, ÷òî

y Base LÏ ( )1 . Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî y Base LÎ ( )1 , y x j lj= < £, 1 , íà B2 ìîæíî

ïîäåéñòâîâàòü  ïîäñòàíîâêîé s 1 j :

s e s e s e s( ) ( ) ( ) ( )L R L R x L R
k

2 2 2 2 1 2 2
21- = - ¢ = ¢ - ¢ ,

îòñþäà, ïîñêîëüêó x L
k

1 2
21 ¢ ðåäóöèðóåòñÿ «èñ÷åðïûâàíèåì» áèíîìîì B1,

s ( )L x L L M
k

2 1 2 1 2
21= ¢ = .

Íî ïîäñòàíîâêà s 1 j G fÎ ( ), êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìåíÿåò ìåñòàìè ïåðåìåí-
íûå èç ìíîæåñòâà Base L( )1 . Â äîêàçàòåëüñòâå äëÿ ñèòóàöèè 1 ïîêàçàíî, ÷òî

s ( )L L1 1= . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè s ( )L L M2 1 2= , òî L L M2
1

1
1

2= - -s s( ) ( ) , ò.å.

L L M2 1
1

2= -s ( ) , ñëåäîâàòåëüíî, x L1 2Î . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó áàçèñà Ãðåáíå-

ðà. Èòàê, âòîðîé ýëåìåíò áàçèñà Ãðåáíåðà íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ èç Base L( )1 :

Base L Base L( ) ( )1 2Ç = Æ .
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñîîòíîøåíèé MR f( ) , íå çàâèñÿ-

ùèõ îò ïåðåìåííûõ èç Base L( )1 : MR f MR f Q x xl n2 1( ) ( ) [ , ... , ]= Ç + . Ýòî ìíîæå-

ñòâî ïîðîæäàåòñÿ áàçèñîì Ãðåáíåðà GBase f U L R L Rm m m2 2 2 2( , ) , ... ,= - -{ }e e .

Çäåñü ïðèìåíèìû ê L R2 2 2-e ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñèòóàöèè 1.

Òàêèì  îáðàçîì,

L R x x x xl l l l l l2 2 2 1 2 1 12 2
- = - ¢ ¢+ + + + +e eK ... .

Ïóñòü ïåðåñòàíîâêà s ïåðåâîäèò x1 â xl+1. Òîãäà s ( )L L M1 2 1= × . Ïåðåñòàíîâ-

êà s -1 ïåðåâîäèò xl+1 â x1, ïîýòîìó s - = ×1
2 1 2( )L L M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

len len( ) ( )L L1 2= ,  áîëåå  òîãî, s s( ) , ( )B B B B1 2
1

2 1= =- .

Òåîðåìà  äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ áàçèñà Ãðåáíåðà GBase f U( , ) çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî  ïåðåñòàíîâîê  ãðóïïû  Ãàëóà G f( ) .

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî íà íà ïðàêòèêå èìåþò ìåñòî îáå

ñèòóàöèè.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü p x( ) — ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ñòå-

ïåíè k èç åäèíèöû è g x Z x( ) [ ]Î — íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d ñ íóëåâûì

ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí h x p g x( ) ( ( ))= . Òîãäà ìíîæåñòâî êîð-

íåé ìíîãî÷ëåíà h x( ) ñëóæèò ïðèìåðîì ñèòóàöèè 1 òåîðåìû 6. Äåéñòâèòåëüíî,

h x p g x g x g x g x k( ) ( ( )) ( ( ) )( ( ) ) ... ( ( ) )( )= = - - -e e e j1 2

(j — ôóíêöèÿ Ýéëåðà, çíà÷åíèå êîòîðîé, êàê èçâåñòíî, ðàâíî êîëè÷åñòâó ïåð-

âîîáðàçíûõ êîðíåé ñòåïåíè k èç åäèíèöû). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ j-ãî ñîìíîæè-

òåëÿ l l l ej j jd j1 2× × × =K .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü g x x b x b x Z xd d
d( ) [ ]= + + + Î-

-1
1

1K — ìíîãî÷ëåí ñòåïå-

íè d ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì è k — íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ìíî-

ãî÷ëåí h x g x ak( ) [ ( )]= - , ãäå a — ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå íåëüçÿ

ïðåäñòàâèòü â âèäå cl , gcd( , )k l ¹1 (gcd — general common divisior). (Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí [ ( )] [ ( )]g x a g x ck k l- = - ïðèâîäèì.) Òîãäà ìíîæåñòâî êîðíåé

ìíîãî÷ëåíà h x( ) ñëóæèò  ïðèìåðîì  ñèòóàöèè  2  òåîðåìû  6.  Èòàê,

[ ( )] ( ( ) )( ( ) ) ... ( ( ) )g x a g x a g x a g x ak k k k k- = - - - -e e 1 , (21)

e — ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè k èç 1. Ïóñòü l lj jd1, ... , — êîðíè ïðîèç-

âîëüíîãî ñîìíîæèòåëÿ ( ( ) )g x ak j- e ïðàâîé ÷àñòè (3). Ïîñêîëüêó ñâîáîäíûé ÷ëåí

ìíîãî÷ëåíà g x( ) ðàâåí íóëþ, l l l ej j jd
k ja1 2× × × =K . l l lj j jd j1 2× × × =K L ,

x x x Xj j jd j1 2× × × =K . Òîãäà L L1 = -e j
j , X X Gr h Uj

j1 - Î-e ( , ). Â ýòîì ïðè-

ìåðå ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà h x( ) ñòåïåíè deg ( )h kd= ðàçáèòî íà k ïîä-

ìíîæåñòâ ïî d ýëåìåíòîâ â êàæäîì. Áàçèñ Ãðåáíåðà ñîîòâåòñòâóþøåãî ìíîæåñ-

òâà MR h( ) ñîñòîèò èç âñåõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñîîòíîøåíèé âèäà X Xj
j/ 1 = e .

Ðàññìîòðèì äàëåå ïîëèíîì p x q g x m( ) ([ ( )] )= , ãäå q x Q x( ) [ ]Î — íåïðèâîäè-

ìûé ìíîãî÷ëåí ñ íåíóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Òîãäà p x( ) — òàêæå ïðèìåð ñè-

òóàöèè 2 òåîðåìû 6. Ðàçëîæèì q x x x k( ) ( ) ... ( )= - -a a1 â ïðîèçâåäåíèå ëèíåé-

íûõ ñîìíîæèòåëåé, ãäå a a1, ... , k — êîðíè q x( ) . Ïîäñòàíîâêà g x( ) äàåò

q g x g x g xm m m
k([ ( )] ) ([ ( )] ) ... ([ ( )] )= - -a a1 . Êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé èìååò

âèä  (21).
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü f x Q x( ) [ ]Î — íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, l l1, ... , m — åãî

êîðíè  è e —  êîðåíü  íåêîòîðîé  ñòåïåíè n èç  1:

1) åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå l e1 = , òî f x( ) — ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì

ðàñøèðåíèÿ Q( )e íàä Q;

2) åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå l el1 2= , òî ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí

g x Q x( ) [ ]Î ,  ÷òî f x g x k( ) ( )= .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1.  Óòâåðæäåíèå  î÷åâèäíî.

2. Èç l el1 2= ñëåäóåò l l
1 2
n n= . Ââèäó òðàíçèòèâíîñòè ãðóïïû Ãàëóà ìíî-

ãî÷ëåíà f x( ) äëÿ ëþáîãî i èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå l li
n

j
n= . Òàêèì îáðàçîì,

ìíîæåñòâî êîðíåé l l1, ,K m ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè L L1, ,K l ïî îòíîøåíèþ l l l li j d i
k

j
kk, Î « $ =L .

Ââèäó òðàíçèòèâíîñòè ãðóïïû Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà f x( ) ÷èñëî k îáùåå äëÿ âñåõ

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáîçíà÷èì a l àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî l i
k äëÿ l i dÎL .

Ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí g x x xk k k
l( ) ( ) ... ( )= - -a a1 . Ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíûé

àâòîìîðôèçì ãðóïïû Ãàëóà ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî a a1, ,K l â ñåáÿ, êîýôôèöèåí-

òû g x k( ) — ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà è deg deg( ( ) ( ( ))g x f xk = , ïîýòîìó

g x f xk( ) ( )= .

Òåîðåìà 8. Ïóñòü f x Q x( ) [ ]Î — íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, l l1, ... , m — åãî

êîðíè. Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ãðóïïû

G h x x UU
k

m
k k

m
km m( ) ... := Î{ }

1 1
1 1l lK , ãäå U — ãðóïïà âñåõ êîðíåé èç åäèíèöû, àë-

ãîðèòìè÷åñêè  ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S( , )k m — ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìîùíîñòè k

ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë { }1 2, , ,K m . | ( , ) |
!

!( )!
S k m C

m

k m k
m
k= =

-
. Îáîçíà-

÷èì L s ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f x( ) ñ èíäåêñàìè èç s:

L s l l= × ×i ik1
K . Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí S x x

k n

( ) ( )

( , )

= -
Î
Õ

s
s

S

L . Ïîñêîëüêó S x( )

ñèììåòðè÷åñêèé, åãî êîýôôèöèåíòû ìîæíî âû÷èñëèòü èçâåñòíûìè àëãîðèòìà-
ìè [17]. Ïî òåîðåìå 7, åñëè èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ 1 òåîðåìû 6, ìíîãî÷ëåí S x( )
äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì ðàñøèðåíèÿ Q( )e íàä Q. Åñëè æå èìååò ìåñòî

ñèòóàöèÿ  2,  ìíîãî÷ëåí S x( ) äåëèòñÿ  íà  ìíîãî÷ëåí  âèäà g x k( ) .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû — òåîðåìà 5, â êîòîðîé óñòàíîâëåíà ñòðóêòóðà

áàçèñà Ãðåáíåðà èäåàëà ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ëèíåéíîãî öèêëà ñ ïðîèç-

âîëüíûì íåâûðîæäåííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â òåëå öèêëà, è òåîðåìà 8 îá

àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ áàçèñà èäåàëà èíâàðèàí-

òîâ «äèàãîíàëèçèðóåìîé ÷àñòè» Ared ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â ñëó÷àå íåïðèâî-

äèìîñòè åãî ìèíèìàëüíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïî

òåîðåìå 5 èíâàðèàíòû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ìîæíî êëàñèôèöèðîâàòü êàê âíóò-

ðèêëåòî÷íûå — ïðèñóùèå êàæäîé æîðäàíîâîé êëåòêå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà,

è ìåæêëåòî÷íûå — ïðèñóùèå åãî äèàãîíàëèçèðóåìîé ÷àñòè.

Âíóòðèêëåòî÷íûå èíâàðèàíòû âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî è áûñòðî ïî ôîð-

ìóëàì (12). Ñóùåñòâîâàíèå ìåæêëåòî÷íûõ èíâàðèàíòîâ çàâèñèò îò ñóùåñòâîâàíèÿ

íåòðèâèàëüíûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè
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ëèíåéíîãî îïåðàòîðà (òåîðåìà 2). Äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ íåïðèâîäèìûì ìèíè-

ìàëüíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà

ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó åãî ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè àëãîðèòìè÷åñ-

êè ðàçðåøèìà, íî àëãîðèòì òåîðåìû 8 íåýôôåêòèâåí ââèäó î÷åíü áîëüøîé ñòåïåíè

ìíîãî÷ëåíà S x( ), êîòîðûé íóæíî ðàñêëàäûâàòü íà ìíîæèòåëè.

Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ìíîæåñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñîîòíîøåíèé

äëÿ  ïðîèçâîëüíûõ  ëèíåéíûõ  îïåðàòîðîâ  îñòàåòñÿ  îòêðûòîé.
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