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Àííîòàöèÿ. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ êðèâîé â êà-
íîíè÷åñêîé ôîðìå ñ äâóìÿ òî÷êàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíû äâå ëåììû î êâàäðà-
òè÷íûõ âû÷åòàõ â êîíå÷íîì ïîëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû Ãàóññà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ è íåâû÷åòîâ. Íà èõ îñíîâå ïîëó÷åíû òî÷íûå ôîðìóëû ðàñ÷åòà ÷èñëà ýëëèïòè-
÷åñêèõ êðèâûõ ñ íåíóëåâûìè ïàðàìåòðàìè à è b è äâóìÿ òî÷êàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà,
èçîìîðôíûõ êðèâûì Ýäâàðäñà íàä ïðîñòûì ïîëåì. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ áîëüøèõ ïîëåé
äîëÿ  òàêèõ  êðèâûõ  áëèçêà  ê 1

4.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, êðèâàÿ Ýäâàðäñà, êðèâàÿ
êðó÷åíèÿ,  ïàðàìåòðû  êðèâîé,  èçîìîðôèçì,  êâàäðàòè÷íûé  âû÷åò,  êâàäðàòè÷íûé  íåâû÷åò.

Ñðåäè ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â çàäà÷àõ êðèïòîãðàôèè íàè-

áîëåå ïåðñïåêòèâíû êðèâûå â ôîðìå Ýäâàðäñà [1–5], ðåêîðäíûå ïî áûñòðîäåé-

ñòâèþ è óäîáíûå äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíè îáëàäàþò äâîéíîé ñèììåòðèåé

â êîîðäèíàòàõ ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p > 2, âñëåäñòâèå ÷åãî êîëè÷åñòâî òî÷åê N E

òàêîé êðèâîé äåëèòñÿ íà 4: N E º 0 4( )mod . Ïîýòîìó öèêëè÷åñêèå êðèâûå

Ýäâàðäñà âñåãäà ñîäåðæàò îäíó òî÷êó âòîðîãî ïîðÿäêà è äâå òî÷êè ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà. Êðèâûõ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå y x ax b
2 3= + + ñ òàêèì ñâîéñòâîì ñðàâíè-

òåëüíî íåìíîãî (ïî ïðåäâàðèòåëüíûì îöåíêàì — îêîëî ÷åòâåðòè âñåâîçìîæíûõ

êðèâûõ [3]), â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîìîðôíûõ èì êðèâûõ Ýäâàðäñà

âîçíèêàåò çàäà÷à ïîèñêà êðèâûõ â ôîðìå Âåéåðøòðàññà ñ äâóìÿ òî÷êàìè ÷åòâåð-

òîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî â èçâåñòíîé ëèòåðàòóðå íå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à íàõîæ-

äåíèÿ òî÷íîãî ÷èñëà òàêèõ êðèâûõ ñ íåíóëåâûìè ïàðàìåòðàìè a è b.

Â äàííîé ðàáîòå âïåðâûå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà êðèâûõ ñ îãîâîðåííû-

ìè ñâîéñòâàìè (è ñîîòâåòñòâåííî èçîìîðôíûõ èì êðèâûõ Ýäâàðäñà). Ââåäåí ïàðà-

ìåòð c, çàâèñÿùèé îò òðàäèöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ( , )a b êðèâîé â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

êàê åäèíñòâåííûé â ïîëå Fp êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíû íåîáõîäè-

ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ òî÷åê ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, à òàêæå

ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ a è c
2 ,

â óðàâíåíèÿ êîòîðîé âõîäÿò êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è íåâû÷åòû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ

òî÷íîãî ÷èñëà êàíîíè÷åñêèõ êðèâûõ, èçîìîðôíûõ êðèâûì Ýäâàðäñà, ïîòðåáîâàëîñü

ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äâå ëåììû î ÷èñëå ðåøåíèé óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ

ñóììû êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è íåâû÷åòîâ. Äîêàçàòåëüñòâà îïèðàþòñÿ íà ñõåìó Ãà-

óññà ðàñïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ [6]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû ôîðìóëû

ðàc÷åòà òî÷íîãî ÷èñëà êðèâûõ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè íàä ëþáûì ïðîñòûì êîíå÷-

íûì ïîëåì Fp õàðàêòåðèñòèêè p > 3. Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà êðè-

âûõ ñ õîðîøèìè êðèïòîãðàôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, èçîìîðôíûõ êðèâûì Ýäâàðäñà.
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ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ  È  ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ  ÓÑËÎÂÈß  ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß  ÐÎÂÍÎ  ÄÂÓÕ
ÒÎ×ÅÊ  ×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ  ÏÎÐßÄÊÀ  ÄËß  ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ  ÊÐÈÂÎÉ,
ÇÀÄÀÍÍÎÉ  Â  ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ  ÔÎÐÌÅ

Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà êðèâîé íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 3 îïèñûâàåòñÿ èç-

âåñòíûì  óðàâíåíèåì  [7]

E y x ax b a b a b Fp p: , , ,2 3 3 24 27 0= + + = + ¹ ÎD . (1)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèÿ óäâîåíèÿ òî÷êè P x y= ( , )1 1 , êîòîðàÿ äàåò

êîîðäèíàòû  òî÷êè 2 3 3P x y= ( , ),  çàäàåòñÿ  òàêèì  îáðàçîì:
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Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðèì òîëüêî òàêèå êðèâûå (1), ïîðÿäîê êîòîðûõ äå-

ëèòñÿ íà 2. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå êðèâàÿ îáÿçàòåëüíî èìååò òî÷êó

âòîðîãî ïîðÿäêà (â ÷àñòíîñòè, ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñèëîâà). Ñîãëàñíî (2) òî÷-

êà P x y= ( , )1 1 áóäåò òî÷êîé âòîðîãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y1 0=
(â ýòîì ñëó÷àå ïðè âû÷èñëåíèè òî÷êè 2P â (2) âîçíèêàåò äåëåíèå íà 0), ò.å. òî÷êà

âòîðîãî ïîðÿäêà áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû ( , )c 0 , äëÿ íåêîòîðîãî c FpÎ . Ïîäñòàâ-

ëÿÿ â óðàâíåíèå êðèâîé (1) çíà÷åíèå y = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ñ — êîðåíü óðàâíåíèÿ

x ax b
3 0+ + = â ïîëå Fp (êîòîðûé îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò âñëåäñòâèå ñóùåñòâî-

âàíèÿ òî÷êè âòîðîãî ïîðÿäêà). Òîãäà â ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå (1)

ìîæíî  ïåðåïèñàòü  â  âèäå

y x c x cx a c
2 2 2= - + + +( )( ), b c ac c Fp= - - Î3 , . (3)

Êàê óïîìèíàëîñü ðàíåå, êðèâàÿ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå èçîìîðôíà êðèâîé

Ýäâàðäñà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îíà ñîäåðæèò ðîâíî äâå òî÷êè ÷åòâåð-

òîãî ïîðÿäêà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

(â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ êðèâîé (1)) ñóùåñòâîâàíèÿ íà êðèâîé E p ðîâíî äâóõ

òàêèõ  òî÷åê.

Òåîðåìà 1. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðîâíî

äâóõ òî÷åê ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íà êðèâîé E p ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå âûïîëíå-

íèå  ñëåäóþùèõ  ðàâåíñòâ:
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü äàííûõ óñëîâèé. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî êðèâàÿ èìååò äâå òî÷êè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, è ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ (4). Ïóñòü íà êðèâîé (1) ñóùåñòâóåò ðîâíî äâå òî÷êè ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà. Òîãäà îíà íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå îäíîé òî÷êè âòîðîãî ïîðÿäêà (òàê

êàê ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà òî÷êè êðèâîé ñóììà òî÷åê ÷åòâåðòîãî è âòî-

ðîãî ïîðÿäêà áóäåò òî÷êîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà). Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàáîëà â ïðà-

âîé ÷àñòè (3) íå èìååò êîðíåé â ïîëå Fp , ò.å. äèñêðèìèíàíò ñîîòâåòñòâóþùåãî

êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì. Äàííûé äèñêðèìè-

íàíò  ðàâåí

c a c c a
2 2 24 3 4- + = - +( ) ( )
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Íåîáõîäèìîñòü ïåðâîãî óñëîâèÿ â (4) äîêàçàíà. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå

( )3 4 02
c a+ ¹ , êîòîðîå ñëåäóåò èç ï. à) ôîðìóëû (4), èñêëþ÷àåò êðàòíûå êîðíè

êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è òåì ñàìûì ñèíãóëÿðíûå êðèâûå ñ äèñêðèìèíàíòîì

D = 0 [7].

Ïóñòü P x y= ( , )1 1 — òî÷êà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ïðè åå óäâîåíèè ñî-
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Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ âûðàæåíèé è ñîêðàùàÿ íà ìíîæèòåëü

3
1
2

x a+ ,  ïîëó÷àåì  êâàäðàòíîå  óðàâíåíèå  äëÿ  êîîðäèíàòû x1 ýòîé  òî÷êè

x cx c a
1
2

1
22 2 0- - + =( ) . (6)

Êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò (âñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà), çíà÷èò, äèñêðèìèíàíò d ýòîãî óðàâíåíèÿ ëèáî ðàâåí íóëþ,

ëèáî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì. Åñëè äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ, òî ïðè

y = 0 óðàâíåíèå  (3)  ïðèíèìàåò  âèä

( ) ( )x c x c- + =2 2 0,

âñëåäñòâèå ÷åãî íà êðèâîé ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè âòîðîãî ïîðÿäêà. Íî òîãäà

íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà ëþáîé òàêîé òî÷êè
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ñ òî÷êîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òîæå áóäåò òî÷êîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðîâíî äâóõ òî÷åê ÷åòâåðòî-

ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðèìèíàíò d ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì, ò.å.

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå á) ôîðìóëû (4). Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (4) äîêàçàíà.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè

ýòîì ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5). Ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíå-

íèé äàííîé ñèñòåìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå (6) ñ îäíîé ïåðåìåííîé x1. Ïîñêîëüêó

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå à) ôîðìóëû (4), ñóùåñòâóåò äâà êîðíÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ:

x c c c a
1
1 2 23( ),( ) = ± = ± +d . (7)

Ïîäñòàâëÿÿ  ýòè  âûðàæåíèÿ  âî  âòîðîå  óðàâíåíèå  ñèñòåìû  (5),  ïîëó÷àåì

y c a c c a
1
2 1 2 1 22 3 2 3 2= - ± + = ± ± + + =- -( ( ) )( ) ( ( ) )d d d d dm

= ± ± + + = ± ± + =- -2 3 6 3 2 6 41 2 1d d d d d d( ) ( )c c a c (8)

= ± ± + = ± ± + = ±d d d d d d d( ) ( ) ( )3 2 3 2 3 2c c c .

Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (5) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà  õîòÿ  áû  îäíî  èç  âûðàæåíèé

3 2c - d , 3 2c + d (9)

ÿâëÿåòñÿ  êâàäðàòè÷íûì  âû÷åòîì  (òàê  êàê  ïî  óñëîâèþ
d

p

æ

è
ç

ö

ø
÷ =1).

Ïîêàæåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â òî÷íîñòè îäíî èç âûðàæåíèé (9)

áóäåò êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåìíîæèâ ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî

( )( ) ( )3 2 3 2 9 4 3 42 2
c c c c a- + = - = - +d d d ,

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ñîãëàñíî ï. à) óñëîâèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû-

÷åòîì. Îòñþäà, âñëåäñòâèå ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñèìâîëà Ëåæàíäðà, âû-

òåêàåò,  ÷òî  â  òî÷íîñòè  îäíî  èç  âûðàæåíèé  (9)  —  êâàäðàòè÷íûé  âû÷åò.

Åñëè 3 2c - d ÿâëÿåòñÿ  êâàäðàòè÷íûì  âû÷åòîì,  òî  ñóùåñòâóþò

y c
1
1 2 3 2( ),( ) ( )= ± +d d ,

â  ïðîòèâíîì  ñëó÷àå  ñóùåñòâóþò

y c
1
1 2 3 2( ),( ) ( )= ± -d d .

Òîãäà ëèáî ïàðû ( , ( ) )3 2 3 2c c- ± +d d d , ëèáî ïàðû ( ,3 2c + d ± -d d( ) )3 2c

ñîîòâåòñòâåííî äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé (ïîäñòà-
íîâêîé â óðàâíåíèå (1) èëè â óðàâíåíèå (3)) óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòè ïàðû — ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé (1) è (3), çíà÷èò, êàæäàÿ ïàðà çàäàåò êîîðäèíàòû íåêîòîðîé
òî÷êè äàííîé êðèâîé. Âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ (5) êàæäàÿ èç äâóõ ïîëó÷åííûõ
òî÷åê ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Äðóãèõ ðåøåíèé ñèñòåìà (5) íå èìå-
åò, ñëåäîâàòåëüíî, íà êðèâîé (1) ñóùåñòâóþò ðîâíî äâå òî÷êè ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà,  ÷òî  è  äîêàçûâàåò  äîñòàòî÷íîñòü  óñëîâèé  (4).

Òåîðåìà  1  äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ a èëè b îáëàäàþò

ïëîõèìè êðèïòîãðàôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è ñîîòâåòñòâåííî íå èñïîëüçóþòñÿ
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â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ [7]. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñêîëüêî êðèâûõ (1) ñ íåíó-

ëåâûìè ïàðàìåòðàìè a è b, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ñ êðèâûìè Ýäâàðä-

ñà, ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîðÿäêà ïîëÿ ð. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñêîëüêî êðèâûõ

Ýäâàðäñà ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò íàä ïðîñòûì êîíå÷íûì ïîëåì?

ÒÎ×ÍÎÅ  ×ÈÑËÎ  ÊÐÈÂÛÕ  Â  ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ  ÔÎÐÌÅ,  ÈÇÎÌÎÐÔÍÛÕ
ÊÐÈÂÛÌ  ÝÄÂÀÐÄÑÀ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîãî ÷èñëà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â ôîðìå Âåéåðøòðàññà (1),

èìåþùèõ ðîâíî äâå òî÷êè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íå-

êîòîðûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ÷èñåë. Ã. Äýâåíïîðò â ðàáîòå [6] ïðèâîäèò áëåñòÿ-

ùåå äîêàçàòåëüñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ, ïîëó÷åííîå Ãàóñ-

ñîì.  Ðàññìîòðèì  ñõåìó  Ãàóññà  è  èòîãè  åãî  àíàëèçà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâåäåíèé n n p n p( ) , , , ,+ = -1 1 2 1mod K , âêëþ÷àåò:

ýëåìåíòû âèäà RR (â êîòîðûõ îáà ñîìíîæèòåëÿ — êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû, àíãë.

Residue), èõ êîëè÷åñòâî îáîçíà÷èì (RR); ýëåìåíòû âèäà NN (â êîòîðûõ îáà ñî-

ìíîæèòåëÿ — êâàäðàòè÷íûå íåâû÷åòû, àíãë. Non-residue), èõ êîëè÷åñòâî îáîçíà-

÷èì (NN); ñìåøàííûå ïðîèçâåäåíèÿ âèäà RN è NR, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ïî àíà-

ëîãèè îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî (RN) è (NR). Ãàóññ äîêàçàë, ÷òî èìååò ìåñòî

ñëåäóþùàÿ  ñèñòåìà  óðàâíåíèé:

( ) ( ) ( ) /RR NN p+ = - -2 2e , e = - -( ) ( )/1 1 2p , (10)

( ) ( ) ( ) /NR NN p+ = - +2 2e , (11)

( ) ( ) ( ) /RR NR p+ = -3 2 , (12)

( ) ( ) ( ) /RN NN p+ = -1 2 , (13)

( ) ( ) ( ) ( )RR NN RN NR+ - - = -1 . (14)

Çäåñü ïåðâûå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè (ñóììû

ïåðâîé è âòîðîé ïàð óðàâíåíèé ñîâïàäàþò), ïîýòîìó äîáàâëåíî ïÿòîå óðàâíå-

íèå. Èç ýòîé ñèñòåìû ëåãêî íàéòè ëþáóþ èç ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ. Êîìáèíè-

ðóÿ  (10)–(14),  ïîëó÷àåì

( ) ( ) /RR p= - -4 4e , ( ) ( ) /RN p= - e 4, (15)

( ) ( ) ( ) /NR NN p+ = - +2 4e , e = - -( ) ( )/1 1 2p . (16)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà ( ) ( ) ( ) ( )RR NN RN NR+ + + ïðè n p= -1 2 2, , ,K ðàâíà

p -2.  Çàìåòèì,  ÷òî  ïðè  ýòîì n n p( )+ ¹1 0mod .

Äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ïîòðåáóþòñÿ äâà ðåçóëüòàòà, êîòîðûå

äîêàæåì  â  äâóõ  ïðèâåäåííûõ  íèæå  ëåììàõ.

Äëÿ  ïðîèçâîëüíîãî C FpÎ * îáîçíà÷èì F X X C pC ( ) ( )= -2 2 mod .

Ëåììà 1. Äëÿ âñåõ X FpÎ * ÷èñëî ðàçíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè F XC ( ), ïðèíàä-

ëåæàùèõ  ìíîæåñòâó  êâàäðàòè÷íûõ  âû÷åòîâ Q p ,  ðàâíî ( )RR ,  ò.å.

|{ ( ) : | ( )*
F X X F Q RRC p pÎ Ç =} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé Ãàóññà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ

n n p( )-1 mod . Ôóíêöèþ F XC ( ) ïðè C ¹ 0 ïðåäñòàâèì êàê F XC ( ) =
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= --
C XC

2 1 2 1(( ) ). Âèäíî, ÷òî åñëè X ïðîáåãàåò âñå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ

1 2 1, , , *
K p Fp- Î , òî ( )XC

-1 2 ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ èç Q p . Â òî æå

âðåìÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè F XC ( ) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì â Fp
* òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà (( ) )XC p Q p
- - Î1 2 1 mod . Îòñþäà ñëåäóåò (ïðè z XC= -( )1 2 )

ðàâåíñòâî

| ( ): ( ) | | : | ( )*{ } { }F X F X Q z F z Q z Q RRC C p p p pÎ = Î Î Ù - Î =1 .

Ëåììà  1  äîêàçàíà.

Íà îñíîâå ýòîé ëåììû è ôîðìóëû (15) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî çíà÷å-

íèé ôóíêöèè F XC ( ) , ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè, ïðè ëþáîì ôèêñè-

ðîâàííîì  íåíóëåâîì C FpÎ * ðàâíî

p

p

- - -

-

4 1

4

1

2( )
.

Äàëåå,  äëÿ  ïðîèçâîëüíîãî C F Qp pÎ \ îáîçíà÷èì

G X X C pC ( ) ( )= +2 mod .

Ëåììà 2. Äëÿ âñåõ X FpÎ * ÷èñëî ðàçíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè G XC ( ), ïðèíàä-

ëåæàùèõ  ìíîæåñòâó  êâàäðàòè÷íûõ  âû÷åòîâ Q p ,  ðàâíî ( )NR ,  ò.å.

| ( ): | ( )*{ }G X X F Q NRC p pÎ Ç = .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî X ¹ 0, è ðàçäåëèâ ôóíêöèþ

G XC ( ) íà X
2 ,  ïîëó÷èì  ðàâåíñòâî

CX G X XC
- -+ =2 21 ( ) .

Ïðè ïåðåáîðå âñåõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèé X FpÎ * ýëåìåíò CX
-2 ïðîáåãàåò

âñå çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ èç Q p . Ïðè ýòîì èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî  åñëè G X QC p( ) Î ,  òî  è CX QP
- + Î2 1 .  Ïîýòîìó  ïðè z CX= -2 èìååì

| ( ) : ( ) | | : | ( ) ( )*{ } { }G X G X Q z F z Q z Q NR NNC C p p p pÎ = Î Î Ù + Î = =1

ñîãëàñíî  (16).

Ëåììà  2  äîêàçàíà.

Íà îñíîâå ôîðìóëû (16) è ëåììû 2 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî çíà÷åíèé

ôóíêöèè G XC ( ), ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè, ïðè ëþáîì ôèêñèðî-

âàííîì  íåíóëåâîì  êâàäðàòè÷íîì  íåâû÷åòå C FpÎ * ðàâíî

( ( ) ) /( )/
p

p- + - -2 1 41 2 .

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ ÷èñëà êðèâûõ ñ íåíóëåâûìè ïàðàìåòðàìè a

è b, èçîìîðôíûõ êðèâûì Ýäâàðäñà. Èñêëþ÷àåì êðèâûå ñ ïàðàìåòðàìè a = 0 èëè

b = 0, òàê êàê ýòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîðîæäàþò êðèïòîãðàôè÷åñêè ñëàáûå

êðèâûå ñ j-èíâàðèàíòîì, ðàâíûì 0 èëè 123 ñîîòâåòñòâåííî [7]. Ñëó÷àé a b= = 0

äàåò  ñèíãóëÿðíóþ  êðèâóþ  è,  ðàçóìååòñÿ,  íåïðèåìëåì.
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Òåîðåìà 2. ×èñëî êðèâûõ (1) â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ñ ïàðàìåòðàìè a ¹ 0 è

b ¹ 0 íàä ïîëåì Fp ñ äâóìÿ òî÷êàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùè-

ìè  ôîðìóëàìè:

1)  ïðè p º 3 4( )mod

M
p p

a =
- -( )( )1 7

4
,  åñëè

3
1

p

æ

è
ç

ö

ø
÷ = ,

M
p p

b =
- -( )( )1 3

4
,  åñëè

3
1

p

æ

è
ç

ö

ø
÷ = - ;

2)  ïðè p º1 4( )mod

M
p

g =
-( )1

4

2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü p º 3 4( )mod , òîãäà ýëåìåíò -1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-

òè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p [7], ò.å.
-æ

è
ç

ö

ø
÷ = -

1
1

p
, è óòâåðæäåíèå ï. à) â óñëî-

âèè  (4)  ýêâèâàëåíòíî  óòâåðæäåíèþ

3 4
1

2
c a

p

+æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= .

Òàêèì îáðàçîì, îáà ýëåìåíòà, 3 42
c a+ è 3 2

c a+ , ïîëÿ Fp — êâàäðàòè÷íûå

âû÷åòû, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà óñëîâèå (4)

ýêâèâàëåíòíî  óñëîâèþ

$ Î
+ =

+ =

ì
í
î

A B F
c a A

c a B
p, :

,

.

* 3 4

3

2 2

2 2

Ðåøèâ ïîëó÷åííóþ íåâûðîæäåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íàä ïîëåì Fp (ëè-

íåéíûõ  îòíîñèòåëüíî  ïåðåìåííûõ a è c
2 ),  ïîëó÷èì

a A B= --3 1 2 2( ), c B A
2 1 2 29 4= -- ( ). (17)

Äëÿ êðèâûõ ñ ïàðàìåòðàìè a ¹ 0 è b ¹ 0 êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû A B
2 2=

è, êðîìå òîãî, 4 2 2
B A= (ò.å. íóëåâûå çíà÷åíèÿ a è c

2 ) îòáðàñûâàþòñÿ, òàê êàê

èç ðàâåíñòâ c = 0 è b c ac= - -3 âûòåêàåò ðàâåíñòâî b = 0. Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî

A
2 0¹ è B

2 0¹ . Êàê âèäíî èç (17), ðåøåíèå äëÿ c ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîã-

äà,  êîãäà 4 2 2
B A- —  êâàäðàòè÷íûé  âû÷åò  ïî  ìîäóëþ p.

Ïîñòðîèì êâàäðàòíóþ òàáëèöó èç óïîðÿäî÷åííûõ
p -1

2
çíà÷åíèé âñåõ B

2

(ïî ñòîëáöàì) è A
2 (ïî ñòðîêàì). Â êëåòêè òàáëèöû çàïèøåì çíà÷åíèÿ 4 2 2

B A-

èç (17), òàê ÷òî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè îêàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû 3 2
A , êîòîðûå îò-

áðàñûâàþòñÿ âñëåäñòâèå óñëîâèÿ A B
2 2¹ . Êðîìå òîãî, â êàæäîé ñòðîêå èìååì

ðîâíî îäèí íóëåâîé ýëåìåíò, êîòîðûé òàêæå îòáðàñûâàåòñÿ. Ñîãëàñíî (17) òðå-

áóåòñÿ íàéòè ÷èñëî n íåíóëåâûõ íåäèàãîíàëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ â ñòðî-

êå, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå c. Îáùåå ÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòîâ ïî âñåì

ñòðîêàì  ðàâíî m
n

=
-( )p 1

2
.
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Èç äîêàçàííîé ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íåíóëåâûõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷å-

òîâ â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû ïðè p º 3 4( )mod ðàâíî
p -3

4
. Â òàáë. 1 òàêèõ âû÷å-

òîâ ïî äâà â êàæäîé ñòðîêå. Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñî çíà÷åíèÿìè 3 2
A èìååì

êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû, åñëè ýëåìåíò 3 — êâàäðàòè÷íûé âû÷åò â ïîëå, è íåâû÷å-

òû â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñêîëüêó äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îòáðàñûâàþòñÿ,

â êàæäîé ñòðîêå îñòàåòñÿ n =
-

- =
-p p3

4
1

7

4
ýëåìåíòîâ ïðè

3
1

p

æ

è
ç

ö

ø
÷ = è n =

-p 3

4

ïðè
3

1
p

æ

è
ç

ö

ø
÷ = - . Îáùåå ÷èñëî ïàð ( , )A B ïî âñåì ñòðîêàì òàáëèöû, ïðè êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò  çíà÷åíèå c â  (17),  òàêèì  îáðàçîì,  ðàâíî

ma =
- -( )( )p p1 7

8
ïðè

3
1

p

æ

è
ç

ö

ø
÷ = , m b =

- -( )( )p p1 3

8
ïðè

3
1

p

æ

è
ç

ö

ø
÷ = - .

×èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ M a , M b ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè âäâîå áîëü-

øå êîëè÷åñòâà ýòèõ ïàð, òàê êàê êàæäîìó çíà÷åíèþ äëÿ c
2 îòâå÷àþò äâà êîðíÿ ±c

è ñîîòâåòñòâåííî äâà êîýôôèöèåíòà êðèâîé ±b. Äîêàçàíî äâà ïåðâûõ

óòâåðæäåíèÿ  òåîðåìû  2.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå
3

1
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ç
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ø
÷ = âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ïðè p º ±1 12( )mod [6].

Â  ÷àñòíîñòè,  ýëåìåíò  3  —  êâàäðàòè÷íûé  âû÷åò  ïðè p =11 13 23 47, , , è  ò.ä.

2. Ïóñòü p º1 4( )mod , òîãäà ýëåìåíò -1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî

ìîäóëþ ð, ò.å.
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[7]. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ï. à) â óñëîâèè (4) ýêâè-

âàëåíòíî  óòâåðæäåíèþ
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à  óñëîâèå  (4)  ýêâèâàëåíòíî  ñëåäóþùåìó  óñëîâèþ:
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Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äàííîé íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû (îòíîñèòåëüíî ïå-

ðåìåííûõ a è c
2 )  èìååò  âèä

a A B= --3 1 2( ), c B A
2 1 29 4= -- ( ), (18)

à ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ a è c ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà 4 2
B A- —  êâàäðàòè÷íûé  âû÷åò.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåìåííûå a è c
2 íå ìîãóò ïðèíèìàòü íóëåâûõ çíà÷åíèé.

Îñòàåòñÿ íàéòè ÷èñëî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ â òàáëèöå íåíóëåâûõ çíà÷åíèé âû-

ðàæåíèÿ ( )4 2
B A- ïðè ðàçëè÷íûõ A è B

2 . Åñëè ïðèíÿòü B
2 0= , òî â ôîðìóëå

äëÿ c
2 ñíîâà ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò â ïðàâîé ÷àñòè, ïîýòîìó è â äàí-

íîì  ñëó÷àå  ó÷èòûâàåì  òîëüêî  íåíóëåâûå  ýëåìåíòû A è B
2 .

Ïîäîáíî ï. 1 ïîñòðîèì êâàäðàòíóþ òàáëèöó èç ( ) /p -1 2 çíà÷åíèé âñåõ êâàä-

ðàòè÷íûõ âû÷åòîâ B
2 (ïî ñòîëáöàì) è íåâû÷åòîâ A (ïî ñòðîêàì). Â êëåòêè òàá-

ëèöû çàïèøåì çíà÷åíèÿ ( )4 2
B A- èç (18), íå ðàâíûå íóëþ. Íåîáõîäèìî íàéòè
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÷èñëî n êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ â ñòðîêå, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå c, ñî-

ãëàñíî  (18),  è  óìíîæèòü  ýòî  çíà÷åíèå  íà  ÷èñëî  ñòðîê.

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå ( )4 2
B A- c íåíóëåâûìè êâàäðàòè÷íûìè

âû÷åòàìè B
2 è ôèêñèðîâàííûì íåâû÷åòîì A ïðèíèìàåò n g = - + - -( ( ) ) /( )/

p
p2 1 41 2

çíà÷åíèé íà ìíîæåñòâå êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ. Ýòî çíà÷åíèå ðàâíî ÷èñëó êâàä-

ðàòîâ â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû. Òîãäà ñ ó÷åòîì ( ) ( )/- =-1 11 2p ïðè p º1 4( )mod

ïîëó÷àåì  îáùåå  ÷èñëî  êâàäðàòè÷íûõ  âû÷åòîâ  â  òàáëèöå

m ng g= - = -( ) / ( ) /p p1 2 1 82 .

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ÷èñëî êðèâûõ M g ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè âäâîå

ïðåâîñõîäèò mg .

Òåîðåìà  2  äîêàçàíà.

Ïðèìåð 1. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ òàáëèö, èñïîëüçóåìûõ â äîêà-

çàòåëüñòâå òåîðåìû  2,  äëÿ  çíà÷åíèé  âûðàæåíèé 4 2 2
B A- è 4 2

B A- .

Ïîñòðîèì  òàáëèöó  çíà÷åíèé  âûðàæåíèÿ 4 2 2
B A- äëÿ p =11 (òàáë.  1).

Ïîñòðîèì  òàáëèöó  çíà÷åíèé  âûðàæåíèÿ 4 2
B A- äëÿ p =13 (òàáë.  2).

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî êðèâûõ, èçîìîðôíûõ êðèâûì Ýäâàðäñà, ðàñ-

ñ÷èòàííîå ïî ôîðìóëàì, äîêàçàííûì â òåîðåìå 2, ïðè ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòè-

êàõ p ïðîñòîãî  ïîëÿ.

Ïðèìåð 2. Òðåáóåòñÿ íàéòè êðèâóþ ñ äâóìÿ òî÷êàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íàä

ïîëåì F11. Ïðèìåì, ñ ó÷åòîì äàííûõ òàáë. 1, A B
2 21 4= =, . Òîãäà ñîãëàñíî (17)

c
2 9= — êâàäðàòè÷íûé âû÷åò â çàäàííîì ïîëå, a =10 è b c c a= ± + = ±( )2 2. Ïîëó-

÷èëè ïàðó êðèâûõ êðó÷åíèÿ y x x
2 3 10 2= + ± ñ ïîðÿäêàìè N E = 8 è N

E
t =16. Èõ

òî÷êè âòîðîãî ïîðÿäêà D = -( , )3 0 è D
t = ( , )3 0 , à êîîðäèíàòû äâóõ òî÷åê ÷åòâåðòî-

ãî ïîðÿäêà ïåðâîé êðèâîé â ñîîòâåòñòâèè ñ (6), (7) ðàâíû: x y1 16 5= = ±, .
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Çíà÷åíèå A
2 Çíà÷åíèÿ  âûðàæåíèÿ 4 2 2

B A-

B
2 1= B

2 4= B
2 9= B

2 5= B
2 3=

1 3 4 2 8 0

4 0 1 10 5 8

9 6 7 5 0 3

5 10 0 9 4 7

3 1 2 0 6 9

Ò à á ë è ö à 1

Çíà÷åíèå A
Çíà÷åíèÿ  âûðàæåíèÿ 4 2

B A-

B
2 1= B

2 4= B
2 9= B

2 3= B
2 12= B

2 10=

2 2 1 8 10 7 12

5 12 11 5 7 4 9

6 11 10 4 6 3 8

7 10 9 3 5 2 7

8 9 8 2 4 1 6

11 6 5 12 1 11 3

Ò à á ë è ö à 2

p 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47

M 6 10 36 64 72 88 196 210 324 400 420 529

Ò à á ë è ö à 3



Âîîáùå, íàä ïîëåì F11 ñóùåñòâóåò, êàê ñëåäóåò èç òàáë. 3, äåñÿòü êðèâûõ

ñ  íåíóëåâûìè  ïàðàìåòðàìè a è b è  äâóìÿ  òî÷êàìè  ÷åòâåðòîãî  ïîðÿäêà.

Ïîñêîëüêó îáùåå ÷èñëî âñåõ êðèâûõ ñ íåíóëåâûìè a è b, èñêëþ÷àÿ êðèâûå

ñ íóëåâûì äèñêðèìèíàíòîì, áëèçêî ê ( )p -1 2 , êîëè÷åñòâî êðèâûõ, èçîìîðôíûõ

êðèâûì Ýäâàðäñà, äëÿ áîëüøèõ ïîëåé ïðàêòè÷åñêè ðàâíî ÷åòâåðòè âñåõ ýëëèïòè-

÷åñêèõ êðèâûõ, ò.å. äîëÿ êðèâûõ Ýäâàðäñà ñðåäè âñåõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

ïðèìåðíî  îäíà  ÷åòâåðòü.

Ôîðìóëû (17), (18) êîíñòðóêòèâíû, òàê êàê ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòûâàòü ïàðà-

ìåòðû a è ±c êðèâîé (ñîîòâåòñòâåííî ±b) ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàð êâàäðàòè÷-

íûõ  âû÷åòîâ ( , )A B
2 2 .

Íà îñíîâàíèè óñëîâèé (9) è ôîðìóë (17), (18) ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé àëãî-

ðèòì ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ êðèâûõ ñ äâóìÿ òî÷êàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

ÀËÃÎÐÈÒÌ  ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ  ÃÅÍÅÐÀÖÈÈ  ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ  ÊÐÈÂÎÉ,
ÈÇÎÌÎÐÔÍÎÉ  ÊÐÈÂÎÉ  ÝÄÂÀÐÄÑÀ

1. Â ïîëå Fp çàäàåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå ïàðû êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ

( , )A B
2 2 èëè ïàðû ( , )A B

2 è ñîãëàñíî (17) èëè (18) ðàññ÷èòûâàåì ïàðàìåòðû a, c
2 .

Åñëè âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå c
2 — êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò, ìåíÿåì ïàðàìåòð B

2

è  ïîâòîðÿåì  ðàñ÷åòû.

2. Åñëè c
2 — êâàäðàòè÷íûé âû÷åò, íàõîäèì äâå êðèâûå ñ ïàðàìåòðàìè

( , )a c± è ( , )a b± .  Çíà÷åíèå  ïàðàìåòðà b ðàññ÷èòûâàåì  â  ñîîòâåòñòâèè  ñ  (3).

3. Íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçî-

ìîðôíîé êðèâîé  Ýäâàðäñà).

4. Âû÷èñëÿåì ïîðÿäîê îäíîé èç êðèâûõ è, â ñëó÷àå íåïðèåìëåìîãî ïîðÿäêà,

ðàññ÷èòûâàåì ïîðÿäîê êðèâîé êðó÷åíèÿ. Åñëè ðåøåíèå íå íàéäåíî, ïåðåõîäèì

ê  äðóãîé  ïàðå  çíà÷åíèé ( , )A B
2 2 èëè ( , )A B

2 (âîçâðàùàåìñÿ  â  ï.1).

Â ïðåäëîæåííîì âèäå àëãîðèòì äîñòàòî÷íî áûñòðî ïðèâîäèò ê êðèâîé ñ äâó-

ìÿ òî÷êàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Äåéñòâèòåëüíî, âñå îïåðàöèè àëãîðèòìà âûïîëíÿ-

þòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. ×òî êàñàåòñÿ åãî «âåðîÿòíîñòíîé» ñîñòàâëÿþùåé,

òî, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ â ïðîñòîì êîíå÷íîì ïîëå ðàâíî

ïîëîâèíå êîëè÷åñòâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ñðåäíåå êîëè÷åñòâî øàãîâ äî óñïåõà

(êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ âûáîðîâ ïàð ( , )A B
2 2 èëè ( , )A B

2 â ï.1) ðàâíî äâóì. Äà-

ëåå, êàê îïèñàíî â [3], ñòðîèòñÿ èçîìîðôíàÿ êðèâàÿ â ôîðìå Ýäâàðäñà.
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