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Про коректну розв’язнiсть задачi Кошi для
вироджених параболiчних рiвнянь типу

Колмогорова

Вiталiй С. Дронь, Степан Д. Iвасишен

Анотацiя. У роботi розглядається рiвняння другого порядку, яке
узагальнює добре вiдоме рiвняння дифузiї з iнерцiєю А.М. Колмого-
рова [1]. Рiвняння мiстить три групи просторових змiнних з рiзним
числом змiнних у кожнiй групi. Фундаментальний розв’язок задачi
Кошi для такого рiвняння був побудований i вивчений у [2 – 4]. У
[5,6] була встановлена коректна розв’язнiсть задачi Кошi та доведе-
нi теореми про iнтегральне зображення розв’язку задачi Кошi для
однорiдного виродженого параболiчного рiвняння типу Колмогорова
не тiльки другого, але й вищих порядкiв за умови, що коефiцiєнти
рiвняння не залежать вiд просторових змiнних.

У роботi одержано подiбнi результати для неоднорiдного рiвня-
ння другого порядку з коефiцiєнтами, залежними вiд усiх змiнних.
Остання теорема присвячена коректнiй розв’язностi задачi Кошi для
даного рiвняння у гельдерових просторах. Такi результати для не-
вироджених рiвнянь були одержанi в [7], а для даного рiвняння з не
залежними вiд просторових змiнних коефiцiєнтами – у [8].
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1. Означення та основнi припущення

Розглянемо рiвняння

(∂t −
n2
∑

j=1

x1j∂x2j −
n3
∑

j=1

x2j∂x3j −
n1
∑

k,j=1

akj(t, x)∂2
x1kx1j

−
n1
∑

j=1

aj(t, x)∂x1j−

−a0(t, x))u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ]. (1)

де ni, i ∈ {1, 2, 3}, – заданi натуральнi числа, такi, що 1 ≤ n3 ≤ n2 ≤
n1, n ≡ n1 + n2 + n3, x ≡ (x1, x2, x3) ∈ R

n, xi ≡ (xi1, . . . , xini) ∈ R
ni ,

i ∈ {1, 2, 3}; T – задане додатне число, ΠH ≡ H × R
n при H ⊂ R.

На коефiцiєнти рiвняння ставитимуться такi умови.
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A1. ∃δ > 0 ∀(t, x) ∈ Π[0,T ] ∀σ ∈ R
n1 : Re

n1
∑

k,j=1

akj(t, x)σkσj ≥ δ|σ|2.

A2. Коефiцiєнти akj , aj , {k, j} ⊂ {1, ..., n1}, a0 та їхнi похiднi за x2 та
x3 є неперервними обмеженими в Π[0,T ] функцiями i задовольня-
ють в Π[0,T ] за x1 рiвномiрну умову Гельдера.

A3. Похiднi за x1 вiд akj i aj , {k, j} ⊂ {1, ..., n1}, до другого i першого
порядкiв вiдповiдно задовольняють умову A2.

За умов A1 i A2 доведено [3] iснування фундаментального розв’яз-
ку задачi Кошi для рiвняння (1). Це є така функцiя Z(t, x; τ, ξ), 0 ≤
τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ R

n, що для довiльного τ ∈ [0, T ) i довiльних непе-
рервних обмежених функцiй ϕ : R

n → C вираз
∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(τ,T ], визначає в Π(τ,T ] розв’язок однорiдного рiвняння (1) за
початкової умови

u(t, x)|t=τ = ϕ(x), x ∈ R
n. (2)

Умова (2) задовольняється у сенсi рiвномiрної збiжностi на кожному
компактi з R

n. В [3] був побудований фундаментальний розв’зок Z,
який задовольняє оцiнки

|Dm1
x1
Dm2

x2
Dm3

x3
Z(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ C(t− τ)−N−(|m1|+3|m2|+5|m3|)/2 exp{−cρ(t− τ, x, ξ)},

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ R
n, |m1| + 2(|m2| + |m3|) ≤ 2, (3)

з деякими C > 0 i c > 0. Тут

N ≡ (n1 + 3n2 + 5n3)/2;m ≡ (m1,m2,m3) ∈ Z
n
+,

ml ≡ (ml1, ...,mlnl
) ∈ Z

nl
+ , l ∈ {1, 2, 3},Zn

+

– множина всiх n-вимiрних мультиiндексiв, |ml| ≡
nl
∑

j=1
mlj , l ∈ {1, 2, 3};

Dml
xl

≡ Dml1
xl1

...D
mlnl
xlnl

; ρ(t, x, ξ) ≡
3
∑

l=1

t1−2l
nl
∑

j=1
|xlj(t) − ξlj |2, де x1j(t) ≡

x1j , j ∈ {1, ..., n1}; x2j(t) ≡ x2j + tx1j , j ∈ {1, ..., n2}; x3j(t) ≡ x3j +
tx2j + 1

2 t
2x1j , j ∈ {1, ..., n3}; xl(t) ≡ (xl1(t), ..., xlnl

(t)), l ∈ {1, 2, 3};
x(t) ≡ (x1(t), x2(t), x3(t)).

В [4] уточнено структуру фундаментального розв’язку, одержа-
но оцiнки його усереднень за групами просторових змiнних. За умов
A1, A2 i A3 в [2] встановлено деякi властивостi функцiї Z, зокрема,
властивiсть нормальностi та формулу згортки.
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2. Коректна розв’язнiсть задачi Кошi у вагових про-
сторах

Нехай kl(t, al) ≡ (c0al)/(c0 − alt
2l−1), t ∈ [0, T ], l ∈ {1, 2, 3}, якщо

числа c0 > 0 i al ≥ 0, l ∈ {1, 2, 3}, такi, що c0 < c, де c – стала з (3),
T < min

1≤l≤3
(c0/(lal))

1/(2l−1); k(t) ≡ (k1(t, a1), k2(t, a2), k3(t, a3)); s1(t) ≡
k1(t, a1) + 2t2k2(t, a2) + 3

4 t
4k3(t, a3), s2(t) ≡ 2k2(t, a2) + 3t2k3(t, a3),

s3(t) ≡ 3k3(t, a3); s(t) ≡ (s1(t), s2(t), s3(t)).
Нехай u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], — задана неперервна комплекснозна-

чна функцiя. Для довiльного t ∈ [0, T ] означимо такi норми:

||u(t, ·)||k(t),τ
0 ≡ sup

x∈Rn
(|u(t, x)| exp{−[k(t), x(τ)]}),

де [a, x] ≡
3
∑

l=1

al|xl|2, якщо a ≡ (a1, a2, a3) i x ≡ (x1, x2, x3); τ може

набувати лише значень t або 0.
Нехай 1 ≤ p ≤ ∞ i u(t, x), (t, x) ∈ Π[0,T ], – задана комплекснозна-

чна функцiя, вимiрна за x при довiльному t ∈ [0, T ]. Для кожного
t ∈ [0, T ] i такого ж, як вище, τ означимо норми

||u(t, ·)||k(t),τ
p ≡ ||u(t, x) exp{−[k(t), x(τ)]}||Lp(Rn).

Формальною замiною у вищеозначених нормах функцiї k на фун-

кцiю s вводяться норми ||u(t, ·)||s(t),00 i ||u(t, ·)||s(t),0p , 1 ≤ p ≤ ∞.
Надалi використовуватимемо такi простори:
Φa

0 – простiр усiх неперервних функцiй ϕ : R
n → C, для яких

скiнченною є норма

||ϕ||a0 ≡ ||ϕ||k(0),0
0 = sup

x∈Rn
(|ϕ(x)| exp{−[a, x]});

Φa
p, (1 ≤ p ≤ ∞) – простiр усiх вимiрних функцiй ϕ : R

n → C, для
яких скiнченною є норма

||ϕ||ap ≡ ||ϕ||k(0),0
p ≡ ||ϕ(x) exp{−[a, x]}||Lp(Rn);

Ψ – простiр вимiрних функцiй ψ : R
n → C, якi задовольняють

умову

||ϕ||−s(T ),0
1 ≡ ||ψ(x) exp{[s(T ), x]}||L1(Rn) <∞.

Для функцiї f : Π(0,T ] → C використовуватимемо наступнi умови,
в яких p – довiльно фiксоване число з [1,∞) або p = ∞, а

Φf (t, τ, x) ≡
∫

Rn

(t− τ)−N exp{−cρ(t− τ, x, ξ)}|f(τ, ξ)|dξ,

0 < τ < t ≤ T, x ∈ R
n,
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де c – стала в експонентi з оцiнок (3).
В1. Функцiя f неперервна i на кожному компактi K ⊂ Π(0,T ] за-

довольняє рiвномiрну щодо t умову Гельдера за групами x1, x2

i x3 просторових змiнних вiдповiдно з показниками β1 ∈ (0, 1],
β2 ∈ (1/3, 1] i β3 ∈ (3/5, 1].

В20. Для довiльного t ∈ (0, T ] скiнченними є величини ||f(t, ·)||k(t),0
0 i

F20(t) ≡
t
∫

0

||f(τ, ·)||k(τ),0
0 dτ .

В2p. Для довiльного t ∈ (0, T ] скiнченними є величини ||f(t, ·)||k(t),0
p i

F2p(t) ≡
t
∫

0

||f(τ, ·)||k(τ),0
p dτ .

В30. Для довiльних t i τ таких, що 0 < τ < t ≤ T , скiнченними є

величини ||Φf (t, τ, ·)||k(t),t
0 i F30(t) ≡

t
∫

0

||Φf (t, τ, ·)||k(t),t
0 dτ , причому

F30(t) → 0, t→ 0+.
В3p. Для довiльних t i τ таких, що 0 < τ < t ≤ T , скiнченними є

величини ||Φf (t, τ, ·)||k(t),t
p i F3p(t) ≡

t
∫

0

||Φf (t, τ, ·)||k(t),t
p dτ , причому

F3p(t) → 0, t→ 0+.

Теорема 1. Нехай виконуються умови A1 i A2. Якщо ϕ ∈ Φa
0, а f

задовольняє умови В1 i В20 або В30, то функцiя

u(t, x) =

∫

Rn

Z(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t
∫

0

dτ

∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (4)

є регулярним розв’язком рiвняння (1), для якого за умови В20 справд-
жується оцiнка

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||s(t),00 ≤ C(||ϕ||a0 + F20(t)),

а за умови В30 – оцiнка

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k(t),t
0 ≤ C(||ϕ||a0 + F30(t))

i в обох випадках виконується спiввiдношення u(t, ·) K
−−→−→ 0, t → 0+,

K – довiльний компакт в R
n.

Якщо додатково виконується умова A3 i невiд’ємнi числа al, l ∈
{1, 2, 3}, якi входять у вирази для функцiй kl i sl, l ∈ {1, 2, 3}, вибранi
так, щоб виконувалася нерiвнiсть

T < min
l∈M

(c0/sl(T ))1/(2l−1), (5)
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то цей розв’язок єдиний.

Теорема 2. Нехай виконуються умови A1 i A2. Якщо ϕ ∈ Φa
p,

1 ≤ p ≤ ∞, а f задовольняє умови В1 i В2p або В3p, то функцiя
(4) є регулярним розв’язком рiвняння (1), для якого за умови В2p

справджується оцiнка

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||s(t),0p ≤ C(||ϕ||ap + F2p(t)),

а за умови В3p – оцiнка

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k(t),t
p ≤ C(||ϕ||ap + F3p(t))

i в обох випадках при 1 ≤ p <∞ lim
t→0

||u(t, ·)−ϕ(·)||s(t),0p = 0, а при

p = ∞ u(t, ·) → ϕ, t→ 0, слабко, тобто

∀ψ ∈ Ψ :

∫

Rn

u(t, x)ψ(x)dx→
∫

Rn

ϕ(x)ψ(x)dx, t→ 0 + .

Якщо додатково виконуються умови A3 i (5), то цей розв’язок
єдиний.

Позначимо через Ma простiр усiх комплекснозначних узагальне-
них борельових мiр, якi задовольняють умову

||µ||a ≡
∫

Rn

exp{−[a, x]}d|µ|(x) <∞,

де |µ| – повна варiацiя µ; а через Ψ0 – простiр неперервних функцiй
ψ : R

n → C таких, що |ψ(x)| exp{[s(T ), x]} → 0, |x| → ∞.

Теорема 3. Нехай виконуються умови A1 i A2. Якщо µ ∈ Ma, а f
задовольняє умови В1 i В21 або В31, то функцiя

u(t, x) =

∫

Rn

Z(t, x; 0, ξ)dµ(ξ) +

t
∫

0

dτ

∫

Rn

Z(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], (6)

є регулярним розв’язком рiвняння (1), для якого за умови В21 справд-
жується оцiнка

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||s(t),01 ≤ C(||µ||a + F21(t)),
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а за умови В31 – оцiнка

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k(t),t
1 ≤ C(||µ||a + F31(t))

i в обох випадках u(t, ·) → µ, t → 0+, слабко, тобто для довiльної
функцiї ψ ∈ Ψ0

∫

Rn

ψ(x)u(t, x)dx→
∫

Rn

ψ(x)dµ(x), t→ 0 + .

Якщо додатково виконуються умови A3 i (5), то цей розв’язок єди-
ний.

Сформулюємо ще теорему, яка є у певному розумiннi оберненою
до теорем 2 i 3.

Теорема 4. Нехай виконуються умови A1, A3 та (5) i нехай f за-
довольняє умови В1 та В3p з деяким p ∈ [1,∞]. Якщо u – розв’язок
рiвняння (1), який задовольняє умову

∃C > 0 ∀t ∈ (0, T ] : ||u(t, ·)||k(t),t
p ≤ C, (7)

то при 1 < p ≤ ∞ iснує єдина функцiя ϕ ∈ Φa
p, а при p = 1 –

єдина узагальнена мiра µ ∈ Ma такi, що розв’язок u зображується
вiдповiдно у виглядi (4) або (6).

При доведеннi теорем 1-4 використовуються методика з [5, 6] i
резутьтати з [2-4].

З теорем 2–4 випливає такий пiдсумковий результат.

Наслiдок 1. Розглянемо рiвняння (1) з деякою функцiєю f , яка за-
довольняє умови В1 та В3p, 1 < p ≤ ∞. Умова (7) є необхiдною i
достатньою для таких тверджень:

1) Φa
p є множиною початкових значень розв’язкiв рiвняння (1);

2) розв’язок u рiвняння (1) зображується у виглядi (4) з ϕ ∈ Φa
p

i при 1 < p <∞ lim
t→0

||u(t, ·)−ϕ(·)||s(t),0p = 0, а при p = ∞ u(t, ·) →
ϕ, t→ 0, слабко.

Наслiдок 2. Нехай функцiя f у рiвняннi (1) задовольняє умови В1

та В31. Тодi умова (7) з p = 1 є необхiдною i достатньою для таких
тверджень:

1) Ma є множиною початкових значень розв’язкiв рiвняння (1);
2) розв’язок u рiвняння (1) зображується у виглядi (6) з µ ∈Ma

i u(t, ·) → µ, t→ 0, слабко.
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3. Коректна розв’язнiсть задачi Кошi у гельдерових
просторах

Для функцiй w : Π[0,T ] → C покладемо

||w||(β1,β2,β3) ≡ sup
(t,x)∈Π[0,T ]

|w(t, x)| + sup
{(t,x),(t,x′)}⊂Π[0,T ]

x 6=x′

|w(t, x) − w(t, x′)|
d[x, x′;β1, β2, β3]

;

||w||(p1+β1,3p2+β2,5p3+β3) ≡ ||w||(β1,β2,β3) +
3
∑

l=1

∑

0<|ml|≤pl

||∂ml
xl
w||(β1,β2,β3),

де β1 ∈ (0, 1), β2 ∈ (0, 3), β3 ∈ (0, 5); p1 ∈ {0, 1, 2}, p2 ∈ {0, 1},
p3 ∈ {0, 1};

d[x, x′;β1, β2, β3] ≡
(

3
∑

l=1

nl
∑

j=1
|xlj − x′lj |2βl/(2l−1)

)1/2

– спецiальна вiд-

стань мiж точками x i x′ з R
n.

Означимо такi простори функцiй:
C(β1,β2,β3), (β1 ∈ (0, 1), β2 ∈ (0, 3), β3 ∈ (0, 5)) – простiр усiх фун-

кцiй w : Π[0,T ] → C, для яких скiнченною є норма ||w||(β1,β2,β3);

C(p1+β1,3p2+β2,5p3+β3) – простiр функцiй w : Π[0,T ] → C, якi разом зi
своїми похiдними ∂ml

xl
w, |ml| ≤ pl, l ∈ {1, 2, 3}, належать до простору

C(β1,β2,β3), тобто є скiнченною норма ||w||(p1+β1,3p2+β2,5p3+β3);
H(p1+α1,3p2+α2,5p3+α3), p1 ∈ {0, 1, 2}, p2 ∈ {0, 1}, p3 ∈ {0, 1} – про-

стiр функцiй ϕ : R
n → C, якi мають похiднi вигляду ∂ml

xl
, |ml| ≤ pl,

l ∈ {1, 2, 3}, i скiнченну норму

|ϕ|(p1+α1,3p2+α2,5p3+α3) ≡ |ϕ|(α1,α2,α3) +
3
∑

l=1

∑

0<|ml|≤pl

|∂ml
xl
ϕ|(α1,α2,α3),

де

|ϕ|(α1,α2,α3) ≡ sup
x∈Rn

|ϕ(x)| + sup
{x,x′}⊂Rn

x 6=x′

|ϕ(x) − ϕ(x′)|
d[x, x′;α1, α2, α3]

.

Теорема 5. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови
A1 i A2, f ∈ C(α,α+1,α+3), α ∈ (0, 1), а функцiя ϕ ∈ H(2+α,3+α,5+α)

така, що Lϕ ∈ C(α,α+1,α+3) та

∃C > 0 : ||Lϕ||(α,α+1,α+3) ≤ C|ϕ|(2+α,3+α,5+α).

Тодi виразом (4) визначається єдиний розв’язок задачi Кошi (1),
(2) з τ = 0, який належить до простору C(2+α,3+α,5+α) i для якого
правильна оцiнка

||u||(2+α,3+α,5+α) ≤ C(||f ||(α,α+1,α+3) + |ϕ|(2+α,3+α,5+α)).
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Для доведення теореми 5 використано методику з [7].
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