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Анотацiя. Розв’язується задача про побудову нарiзно неперервних
функцiй на добутку n топологiчних просторiв з даним звуженням.
Зокрема, показано, що для довiльних топологiчного простору X i
функцiї g : X → R (n − 1)-го класу Бера iснує нарiзно неперервна
функцiя f : Xn

→ R така, що f(x, x, . . . , x) = g(x) для кожного
x ∈ X.
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1. Для довiльної множини X i натурального числа n ≥ 2 вiд-
ображення dn : X → Xn, dn(x) = (x, . . . , x), називатимемо дiагональ-

ним вiдображенням, множину ∆n = dn(X) — дiагоналлю простору

X, а композицiю g = f ◦ dn : X → Y — дiагоналлю вiдображення

f : Xn → Y .
Нехай X — топологiчний простiр. Вiдображення f : X → R на-

зивається функцiєю першого класу Бера, якщо iснує послiдовнiсть
(fn)∞n=1 неперервних функцiй fn : X → R, яка поточково на X збiга-
ється до функцiї f , тобто f(x) = limn→∞ fn(x) для кожного x ∈ X.
Нехай 2 ≤ α < ω1. Вiдображення f : X → R називається функцiєю

α-го класу Бера, якщо iснує поточково збiжна до f послiдовнiсть (fn)
функцiй fn : X → R, кожна з яких належить класу Бера, меншого,
нiж α.

Р. Бер в [1] показав, що дiагоналi нарiзно неперервних функцiй
двох дiйсних змiнних, тобто функцiй, неперервних вiдносно кожної
змiнної, зокрема, є в точностi функцiями першого класу Бера. А. Ле-
бег в [2] довiв, що кожна нарiзно неперервна функцiя n дiйсних змiн-
них належить до (n−1)-го класу Бера, зокрема, i її дiагональ є тако-
го ж класу. I навпаки, в [3, 4] показано, що довiльна дiйсна функцiя
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(n−1)-го класу Бера є дiагоналлю деякої нарiзно неперервної функцiї
n дiйсних змiнних.

Починаючи з другої половини ХХ столiття, берiвська класифiка-
цiя нарiзно неперервних вiдображень та їх аналогiв досить активно
вивчається багатьма математиками [5–10]. Зауважимо, що В. Рудiн
вперше використав розбиття одиницi для встановлення належностi до
першого класу Бера нарiзно неперервних вiдображень, визначених на
добутку метризовного i топологiчного просторiв, зi значеннями в ло-
кально опуклих просторах. Розвиток методу Рудiна на випадок неме-
тризовних просторiв привiв до виникнення наступного поняття [11].

Топологiчний простiр X називається РР-простором, якщо iсну-
ють послiдовностi локально скiнченних покриттiв (U(n, i) : i ∈ In)
функцiонально вiдкритих в X множин U(n, i) i сiмей (x(n, i) : i ∈ In)
точок x(n, i) ∈ X такi, що для для довiльних x ∈ X i околу U то-
чки x iснує n0 ∈ N таке, що x(n, i) ∈ U для всiх n ≥ n0 та i ∈ In з
x ∈ U(n, i).

Клас РР-просторiв досить обширний. Вiн мiстить σ-метризовнi
паракомпакти, топологiчнi векторнi простори, якi подаються у вигля-
дi об’єднання зростаючої послiдовностi своїх метризовних пiдпросто-
рiв, площину Немицького i пряму Зорґенфрея. З [12] (див. також [8,
теорема 3.14]) випливає, що для довiльних n ≥ 2 i РР-простору X

кожна нарiзно неперервна функцiя f : Xn → R є функцiєю (n− 1)-го
класу Бера, i, зокрема, її дiагональ також є функцiєю (n−1)-го класу
Бера.

Обернена задача про побудову нарiзно неперервних функцiй з да-
ною дiагоналлю впродовж тривалого часу залишалася поза увагою
i її дослiдження було вiдновлено з iнiцiативи В. Маслюченка. Най-
бiльш загальний результат для нарiзно неперервних функцiй n змiн-
них одержано в [13]. Там встановлено (див. також [8, теорема 3.24]),
що для довiльної функцiї g, яка належить (n−1)-му класу Бера, на то-
пологiчному просторi X з нормальним n-м степенем i Gδ-дiагоналлю
∆n iснує нарiзно неперервна функцiя f : Xn → R з дiагоналлю g.

З iншого боку, при дослiдженнi нарiзно неперервних функцiй f :
X × Y → R, визначених на добутку топологiчних просторiв X i Y ,
природним чином виникають двi топологiї: топологiя нарiзної непе-
рервностi σ, тобто найслабша топологiя, вiдносно якої всi функцiї
f є неперервними i хрест-топологiя γ, що складається з усiх мно-
жин G, для яких всi x-розрiзи Gx = {y ∈ Y : (x, y) ∈ G} та y-
розрiзи Gy = {x ∈ X : (x, y) ∈ G} є вiдкритими в Y та X вiдповiдно
(див. [14]). Аналогiчно вводиться топологiя нарiзної неперервностi σ

i хрест-топологiя γ на добутку X1 ×X2 × · · · ×Xn топологiчних про-
сторiв X1, X2, . . . , Xn. Оскiльки дiагональ ∆ = {(x, x) : x ∈ R} є зам-
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кненою дискретною множиною в (R2, σ) чи (R2, γ) i далеко не кожна
функцiя на ∆ продовжується до нарiзно неперервної на R

2, то на-
вiть у випадку n = 2 i X1 = X2 = R топологiї σ i γ не є нормальними
(бiльше того, γ не є регулярною [14,15]). Таким чином, побудова нарi-
зно неперервних функцiй з даною дiагоналлю є частинним випадком
наступної бiльш загальної задачi: встановити, для якої пiдмножини
E добутку X1 ×X2 × · · · ×Xn топологiчних просторiв X1, X2, . . . , Xn

i σ-неперервної чи γ-неперервної функцiї g : E → R iснує нарiзно не-
перервна функцiя f : X ×Y → R, для якої звуження f |E збiгається з
g.

В [16] вивчалося це питання для функцiй двох змiнних, i, зокре-
ма, було встановлено, що для довiльних топологiчного простору X

i функцiї g : X → R першого класу Бера iснує нарiзно неперервна
функцiя f : X2 → R з дiагоналлю g.

В данiй роботi ми, аналогiчно, як в [16], будемо розв’язувати за-
дачу про побудову нарiзно неперервної функцiї f : X1 ×· · ·×Xn → R

з даним звуженням на спецiального вигляду множину E ⊆ X1×· · ·×
Xn. Переходячи до неперервного образу множини E на дiагональ n-
го степеня метризовного простору, i, використовуючи вищезгадану
теорему з [13], ми отримаємо результат, з якого випливає, що для
довiльних топологiчного простору X i функцiї g : X → R (n − 1)-го
класу Бера iснує нарiзно неперервна функцiя f : Xn → R з дiагона-
ллю g.

2. Спочатку нагадаємо деякi означення i доведемо допомiжне
твердження.

Множина A ⊆ X має властивiсть продовження в топологiчному

просторi X, якщо кожна неперервна функцiя g : A → [0, 1] може бути
продовжена до неперервної функцiї f : X → [0, 1]. Згiдно з теоремою
Тiтце–Урисона [17, c. 116] кожна замкнена множина в нормальному
просторi має властивiсть продовження.

Для вiдображення f : X → Y i множини A ⊆ X через f |A ми
позначаємо звуження вiдображення f на A.

Множина A в топологiчному просторi X називається функцiо-

нально замкненою, якщо iснує неперервна функцiя f : X → [0, 1]
така, що A = f−1(0).

Топологiчний простiр X називається псевдокомпактним, якщо
кожна неперервна функцiя на X є обмеженою.

Множину E в добутку X1 × X2 × · · · × Xn топологiчних просто-
рiв X1, X2, . . . Xn називатимемо проективно гомеоморфною, якщо для
кожного 1 ≤ i ≤ n проекцiя pi : E → Xi, pi(x1, x2, . . . , xn) = xi, є го-
меоморфним вкладенням.

Множину E в добутку X1×X2×· · ·×Xn називатимемо проектив-
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но iн’єктивною, якщо x1 6= y1, x2 6= y2, . . . , xn 6= yn для довiльних
рiзних точок (x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn) ∈ E, тобто всi проекцiї
множини E на осi Xi є iн’єктивними, i локально проективно iн’є-

ктивною, якщо для довiльної точки x ∈ X1 × X2 × · · · × Xn iснує
такий її окiл W , що множина E ∩ W проективно iн’єктивна.

Для функцiї f : X → R через suppf позначатимемо множину
{x ∈ X : f(x) 6= 0}.

Твердження 1. Нехай A — функцiонально замкнена множина, яка

володiє властивiстю продовження в топологiчному просторi X, 1 ≤
α < ω1 i g : A → R – функцiя α-го класу Бера. Тодi функцiя f : X →
R, яка означається наступним чином: f(x) = g(x) для кожного x ∈
A i f(x) = 0 для кожного x ∈ X \ A, також є функцiєю α-го класу

Бера.

Доведення. З означення функцiї α-го класу Бера випливає, що досить
довести твердження для випадку α = 1.

Нехай α = 1 i (gn)∞n=1 — послiдовнiсть неперервних функцiй gn :
A → [−n, n], яка поточково збiгається до функцiї g. Оскiльки множи-
на A володiє властивiстю продовження в топологiчному просторi X,
то iснує послiдовнiсть (fn)∞n=1 неперервних функцiй fn : X → R така,
що fn|A = gn.

Вiзьмемо неперервну функцiю ϕ : X → [0, 1] таку, що A = ϕ−1(0)
i для довiльних n ∈ N i x ∈ X покладемо ϕn(x) = 1 − min{1, nϕ(x)}.
Зрозумiло, що всi функцiї ϕn неперервнi на X, A = ϕ−1

n (1) i для ко-
жного x ∈ X \A iснує номер m ∈ N такий, що ϕn(x) = 0 для кожного
n ≥ m. Тодi послiдовнiсть неперервних функцiй fn · ϕn поточково
збiгається до функцiї f .

3. Переходимо до викладу основного результату.

Теорема 1. Нехай E — проективно гомеоморфна множина в до-

бутку X1 × · · · × Xn топологiчних просторiв X1, . . . , Xn, причому

проекцiї E1, . . . , En множини E мають властивiсть продовження в

просторах X1, . . . , Xn вiдповiдно i g : E → R — функцiя (n−1)-го кла-

су Бера. Тодi, якщо E псевдокомпактна або всi множини E1, . . . , En

функцiонально замкненi в X1, . . . , Xn, то iснує нарiзно неперервна

функцiя f : X1 × · · · × Xn → R така, що f |E = g.

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, коли всi множини E1, . . . ,

En функцiонально замкненi в X1, . . . , Xn вiдповiдно.

Нехай f
(1)
0 : X1 → [0, 1], . . . , f

(n)
0 : Xn → [0, 1] такi неперервнi

функцiї, що Ei = (f
(i)
0 )−1(0) для кожного 1 ≤ i ≤ n. Для кожного
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i = 1, . . . , n i x = (x1, . . . , xn) ∈ E покладемо hi(xi) = x. Зрозумiло,
що hi гомеоморфiзм множини Ei на множину E. Оскiльки g функцiя
(n − 1)-го класу Бера на E, то iснує сiм’я (gk1,...,kn−1

: k1, . . . , kn ∈ N)
неперервних функцiй gk1,...,kn−1

: E → [ − kn−1, kn−1] така, що

g(x) = lim
k1→∞

lim
k2→∞

. . . lim
kn−1→∞

gk1,k2,...,kn−1
(x)

для кожного x ∈ E. Для довiльних k1, . . . , kn−1 ∈ N та 1 ≤ i ≤

n через g
(i)
k1,...,kn−1

позначимо неперервну функцiю g
(i)
k1,...,kn−1

: Ei →

[−kn−1, kn−1], g
(i)
k1,...,kn−1

(xi) = gk1,...,kn−1
(hi(xi)), i виберемо неперервну

функцiю f
(i)
k1,...,kn−1

: Xi → R таку, що f
(i)
k1,...,kn−1

|Ei
= g

(i)
k1,...,kn−1

.

Покладемо S = {0} ∪N
n−1. Далi для кожного s = (k1, . . . , kn−1) ∈

S та 1 ≤ i ≤ n функцiї f
(i)
k1,...,kn−1

, g
(i)
k1,...,kn−1

та gk1,...,kn−1
позначатиме-

мо також f
(i)
s , g

(i)
s та gs.

Розглянемо неперервнi вiдображення ϕi = ∆s∈Sf
(i)
s : Xi → R

S ,

ϕi(xi) = (f
(i)
s (xi))s∈S . Позначимо Z =

⋃n
i=1 ϕi(Xi). Зауважимо, що

Z метризовний простiр, i для довiльних 1 ≤ i ≤ n, s ∈ N
n−1 i x =

(x1, . . . , xn) ∈ E маємо f
(i)
s (xi) = g

(i)
s (xi) = gs(x). Крiм того, для

кожного 1 ≤ i ≤ n точка xi з простору Xi належить множинi Ei тодi

i тiльки тодi, коли ϕi(xi)(0) = f
(i)
0 (xi) = 0. Тому ϕ1(x1) = ϕ2(x2) =

· · · = ϕn(xn) для кожної точки (x1, x2, . . . , xn) ∈ E, причому множина
A = ϕ1(E1) = · · · = ϕn(En) функцiонально замкнена в Z.

Розглянемо функцiю g̃ : A → R, g̃(z) = g(h1(x1)), де x1 ∈ E1

i z = ϕ1(x1). Зауважимо, що для довiльних x1, y1 ∈ E1 з рiвностi

ϕ1(x1) = ϕ1(y1) випливає, що g
(1)
s (x1) = g

(1)
s (y1) для кожного s ∈

S. Тодi gs(h1(x1)) = gs(h1(y1)) для кожного s ∈ N
n−1 i g(h1(x1)) =

g(h1(y1)). Отже, означення функцiї g̃ є коректним.

Для кожного s = (k1, . . . , kn−1) ∈ S функцiя f̃s : Z → R, f̃s(z) =
z(s), є неперервною. Тодi для кожного z ∈ A, взявши x1 ∈ E1 так, що
ϕ1(x1) = z, одержимо

f̃s(z) = z(s) = f (1)
s (x1) = g(1)

s (x1) = gs(h1(x1)),

тому

lim
k1→∞

. . . lim
kn−1→∞

f̃s(z) = lim
k1→∞

. . . lim
kn−1→∞

gs(h1(x1)) = g(h1(x1)) = g̃(z).

Отже, функцiя g̃ є функцiєю (n − 1)-го класу Бера на A. Згiдно з
твердженням 1, якщо ми покладемо g̃(z) = 0 для кожного z ∈ Z \ A,
то одержимо функцiю g̃ (n− 1)-го класу Бера на Z. З [13, теорема 2]
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випливає, що iснує нарiзно неперервна функцiя f̃ : Zn → R, дiагональ
якої дорiвнює g̃.

Розглянемо функцiю f : X1 × · · · × Xn → R, f(x1, . . . , xn) =
f̃(ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn)), яка, зрозумiло, є нарiзно неперервною. Нехай
x = (x1, . . . , xn) ∈ E. Тодi ϕ1(x1) = · · · = ϕn(xn) ∈ A i

f(x1, . . . , xn) = f̃(ϕ1(x1), . . . , ϕn(xn)) = g̃(ϕ1(x1)) = g(h1(x1)) = g(x).

Отже, g є дiагоналлю вiдображення f .

У випадку, коли множина E псевдокомпактна, мiркуємо аналогiч-
но. Розглядаючи множину S = N

n−1, одержимо неперервнi вiдобра-
ження ϕi : Ei → R

S . Тодi множина A = ϕ1(E1) = · · · = ϕn(En) також
буде функцiонально замкненою, оскiльки вона є псевдокомпактною
в метризовному просторi Z.

У випадку, коли X1 = X2 = · · · = Xn = X i E = ∆n, одержується
наступний результат.

Теорема 2. Нехай X — довiльний топологiчний простiр i g : X →
R — функцiя (n − 1)-го класу Бера. Тодi iснує нарiзно неперервна

функцiя f : Xn → R з дiагоналлю g.

4. Тепер перейдемо до розгляду випадку, коли простори X1,

X2, . . . , Xn задовольняють умови типу компактностi.

Теорема 3. Нехай X1, . . . , Xn — компакти, E — замкнена проек-

тивно iн’єктивна множина в X1 × · · · × Xn i g : E → R — функ-

цiя (n − 1)-го класу Бера. Тодi iснує нарiзно неперервна функцiя f :
X1 × · · · × Xn → R, для якої f |E = g.

Доведення. Оскiльки множина E проективно iн’єктивна, то проекту-
вання множини E на осi X1, X2, . . . , Xn є неперервними iн’єктивними
вiдображеннями компактної множини E, а значить, є гомеоморфни-
ми вкладеннями. Залишилось використати теорему 1.

Теорема 4. Нехай X1, . . . , Xn — локально компактнi простори та-

кi, що X = X1 × · · · × Xn — паракомпакт, E ⊆ X — замкнена

локально проективно iн’єктивна множина i g : E → R — фун-

кцiя (n − 1)-го класу Бера. Тодi iснує нарiзно неперервна функцiя

f : X1 × · · · × Xn → R, для якої f |E = g.

Доведення. Для кожної точки p = (x1, . . . , xn) ∈ X1 × · · · × Xn вибе-

ремо такi вiдкритi околи U
(1)
p , . . . , U

(n)
p точок x1, . . . , xn в просторах

X1, . . . , Xn вiдповiдно, що замикання X
(1)
p = U

(1)
p , . . . , X

(n)
p = U

(n)
p є
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компактами i множина Ep = E ∩ (X
(1)
p × · · · × X

(n)
p ) є проективно

iн’єктивною. Згiдно з теоремою 3 iснує нарiзно неперервна функцiя

fp : X
(1)
p × · · · × X

(n)
p → R, для якої fp|Ep

= g|Ep
. Оскiльки простiр

X є паракомпактом, то iснує розбиття одиницi (ϕi : i ∈ I) на X, пiд-

порядковане вiдкритому покриттю (Wp = U
(1)
p × · · · × U

(n)
p : p ∈ X)

простору X [17, c. 447]. Для кожного i ∈ I виберемо таке pi ∈ X, що
suppϕi ⊆ Wpi

, i покладемо

gi(x) =

{

fpi
(x), якщо x ∈ Wpi

,

0, якщо x 6∈ Wpi
.

Зауважимо, що функцiї ϕi · gi є нарiзно неперервними на X i

(ϕigi)|E = (ϕi|E)g. Тодi функцiя f =
∑

i∈I

ϕigi є шуканою.
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