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H-зрiзи напiвгрупи часткових

iн’єктивних неперервних перетворень

гаусдорфового простору
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(Представлена I. В. Протасовим)

Анотацiя. У данiй роботi доводиться, що коли напiвгрупа усiх iн’-
єктивних та неперервних часткових перетворень гаусдорфового про-
стору X у себе вiдносно суперпозицiї мiстить H-зрiз, то простiр X є
не бiльш нiж злiченим дискретним топологiчним простором.
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1. Вступ

Нехай ρ — вiдношення еквiвалентностi на напiвгрупi S. Пiднапiв-
група T ⊂ S називається зрiзом вiдношення ρ, якщо T мiстить рiвно
по одному елементу з кожного класу еквiвалентностi. Найбiльш цiка-
вими для вивчення є зрiзи тих вiдношень еквiвалентностi, котрi тiсно
пов’язанi з будовою напiвгрупи S. Для напiвгруп такими вiдношен-
нями є, зокрема, конгруенцiї та вiдношення Грiна.

Кажуть, що два елементи a i b напiвгрупи S перебувають у вiд-
ношеннi L (вiдповiдно R, J ), коли S1a = S1b (вiдповiдно aS1 =
bS1, S1aS1 = S1bS1), а iншi два вiдношення Грiна визначаються на-
ступним чином: H = L ∧R, D = L ∨R, де S1 напiвгрупа утворена з
S за допомогою приєднання одиницi.

Зрiзи H- (L-, R-, D-, J -) вiдношень Грiна часто називають просто
H- (L-, R-, D-, J -) зрiзами.

Зрiзи вiдношень Грiна для конкретних напiвгруп почали вивчати-
ся порiвняно недавно. Перший приклад H-зрiзу для скiнченої симе-
тричної iнверсної напiвгрупи ISn був побудований у роботi [1]. А дещо
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пiзнiше в [2] був отриманий повний опис усiх H-зрiзiв для напiвгрупи
ISn, n 6= 3. Далi у роботi [3] описано усi L- та R-зрiзи напiвгрупи
ISn та їх зв’язок iз H-зрiзами цiєї напiвгрупи. Потiм в [4] та [5] був
отриманий повний опис усiх H- та R-зрiзiв напiвгрупи TX .

Через PIC(X) будемо позначати напiвгрупу усiх iн’єктивних та
неперервних часткових перетворень гаусдорфового простору X у себе
вiдносно суперпозицiї. У данiй роботi доводиться, що коли напiвгру-
па PIC(X) мiстить H-зрiз, то простiр X є не бiльш нiж злiченим
дискретним топологiчним простором.

2. Леми

Нехай X — гаусдорфовий топологiчний простiр.

Лема 2.1. Кожний нескiнченний гаусдорфовий топологiчний прос-

тiр X мiстить нескiнченний дискретний пiдпростiр.

Доведення. Якщо множина iзольованих точок даного простору є не-
скiнченною, то в якостi шуканого пiдпростору можна взяти цю мно-
жину. Якщо ж простiр X мiстить лише скiнченну кiлькiсть iзольова-
них точок, то множина неiзольованих точок даного простору є нескiн-
ченною. Розглянемо двi рiзнi неiзольованi точки x1 та x2 простору X.
Тодi iснують околи Ux1

та Ux2
цих точок, якi не перетинаються. Потiм

розглянемо неiзольовану точку x3 iз околу Ux2
. Тодi iснують околи

Ux3
та U ′

x2
точок x3 та x2 вiдповiдно, якi не перетинаються i мiстяться

у множинi Ux2
. Далi вiзьмемо неiзольовану точку x4 iз околу Ux3

i
повторимо попереднi мiркування для точок x4 та x3. Продовжуючи
цей процес нескiнченно довго, отримаємо множину {xi| i ∈ N}, яка
буде шуканим пiдпростором.

Для кожного a ∈ PIC(X) символами dom(a) та im(a) будемо по-
значати вiдповiдно область визначення та образ елемента a. Карди-
нальне число rk(a) = |dom(a)| = |im(a)| називається рангом перетво-
рення a. Оскiльки перетворення a є iн’єктивним, то можна говорити
про обернене часткове перетворення, яке ми надалi будемо позначати
через a−1.

Нехай a ∈ PIC(X) такий, що множина im(a) є дискретним пiд-
простором простору X, тодi множина dom(a) теж є дискретним пiд-
простором простору X, а також a−1 ∈ PIC(X). Очевидно, що в цьо-
му випадку PIC(X)a = {b ∈ PIC(X)|im(b) ⊆ im(a)} та aPIC(X) =
{b ∈ PIC(X)|dom(b) ⊆ dom(a)}.

Лема 2.2. Для того, щоб елементи a i b напiвгрупи PIC(X) нале-

жали одному H-класу, необхiдно, щоб виконувались рiвностi im(a) =



270 H-зрiзи напiвгрупи...

im(b) та dom(a) = dom(b). Якщо множина im(a) є дискретним пiд-

простором простору X, то ця умова є i достатньою.

Доведення. Необхiднiсть умови випливає iз того, що aHb тодi i тiльки
тодi, коли PIC(X)a = PIC(X)b та aPIC(X) = bPIC(X). Друга
частина леми очевидна.

3. Основний результат

Iз леми 2.2 випливає, що кожний H-клас, який мiстить елемент на-
пiвгрупи PIC(X), образ якого є дискретним пiдпростором простору
X, однозначно визначається заданням деякої пари множин A, B ⊆ X,
якi є дискретними пiдпросторами простору X, такої, що |A| = |B|.
Надалi H-клас, який визначається даними множинами, будемо по-
значати H(A, B).

Теорема 3.1. Якщо напiвгрупа часткових iн’єктивних неперервних

перетворень гаусдорфового простору мiстить H-зрiз, то X — не

бiльш нiж злiчений дискретний топологiчний простiр.

Доведення. Припустимо, що T — деякий H-зрiз напiвгрупи PIC(X).
Ясно, що даний зрiз мiстить рiвно по одному елементу з кожного
H-класу вигляду H(A, B). Тодi з леми 2.2 випливає наступна лема.

Лема 3.1. Нехай a, b ∈ T такi, що dom(a) = dom(b) та im(a) =
im(b) = B i множина B є дискретним пiдпростором простору X.

Тодi a = b.

Зафiксуємо два елементи множини X i позначимо їх через 1 i
2. Побудуємо за зрiзом T орiєнтований граф K, вершинами якого є
елементи множини X, а множина E стрiлок визначається наступним
чином: (x, y) ∈ E тодi i тiльки тодi, коли iснує такий a ∈ T , що
a(1) = x, a(2) = y. Наступнi двi леми доводяться аналогiчно лемам
3.3 i 3.4 iз [2].

Лема 3.2. Для кожного елемента a ∈ T та довiльних x, y ∈ dom(a)
з того, що (x, y) ∈ E, випливає, що (a(x), a(y)) ∈ E.

Лема 3.3. Граф K не мiстить циклiв.

Наслiдок 3.1. Граф K є транзитивним, тобто якщо (x, y) ∈ E i

(y, z) ∈ E, то (x, z) ∈ E.

Лема 3.4. Граф K не мiстить двох нескiнченних ланцюгiв, один з

яких має початок, а iнший — кiнець.
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Доведення. Припустимо протилежне. Нехай (x1, x2, . . .) та (. . . , y−1,

y0) два таких ланцюги. За лемою 2.1 множина {xi| i ∈ N} мiстить
злiчену дискретну пiдмножину. Далi з транзитивностi графу K ви-
пливає, що елементи цiєї пiдмножини також утворюють ланцюг. Тому
без порушення загальностi можна вважати, що множини {xi| i ∈ N}
та {yi| i ∈ Z\N} є дискретними пiдпросторами простору X. Розгляне-
мо елемент a з множини T ∩H({xi| i ∈ N}, {yi| i ∈ Z\N}) та числа k i
l, котрi задовольняють наступнi умови: a(x1) = yk, a(xl) = yk−1. Тодi
за лемою 3.2 маємо, що (xl, x1) ∈ E, а це суперечить лемi 3.3.

Iз попередньої леми одразу випливає, що K не мiстить також
ланцюгiв, нескiнченних в обидва боки. Розглянемо тепер граф K ′ =
(X, E′), який збiгається з K, якщо кожен нескiнченний шлях графа
K має початок, i одержується з K замiною орiєнтацiї кожної стрiл-
ки на протилежну в противному випадку. Тодi кожен нескiнченний
шлях графа K ′ має початок.

Лема 3.5. Якщо для пари A, B пiдмножин iз X iснує такий еле-

мент a ∈ PIC(X), що dom(a) = A i im(a) = B, то iснує такий

елемент b ∈ T , що dom(b) = A i im(b) = B.

Доведення. За лемою 2.2 для кожного c з H-класу елемента a маємо,
що dom(c) = dom(a) = A i im(c) = im(a) = B. Отже, в якостi b

можна взяти той елемент зрiзу T , що потрапляє у H-клас елемента
a.

Лема 3.6. Якщо A — дискретний пiдпростiр простору X i множи-

на B ⊆ X є рiвнопотужною з A, то iснує такий елемент b ∈ T , що

dom(b) = A i im(b) = B.

Доведення. Оскiльки довiльне вiдображення дискретного простору
є неперервним, то дане твердження одразу випливає iз попередньої
леми.

Для довiльного елемента x ∈ X позначимо Px := {y ∈ X| (y, x) ∈
E′}.

Лема 3.7. Якщо |Px| > 0, то iснує єдиний елемент xp ∈ Px такий,

що для довiльного y ∈ Px\{xp} має мiсце (y, xp) ∈ E′.

Доведення. Розглянемо довiльний елемент x1 ∈ Px. Далi будемо ру-
хатись вздовж стрiлок графа K ′ так, щоб кожна наступна вершина
знову належала до множини Px. Якщо припустити, що цей процес мо-
же тривати нескiнченно довго, то ми отримаємо нескiнченний ланцюг
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(x1, x2, x3, . . . ) (оскiльки K не мiстить циклiв), в якому кожна верши-
на належить до множини Px. Використовуючи лему 2.1, без порушен-
ня загальностi можна вважати, що множина {xi| i ∈ N} є дискретним
пiдпростором простору X. Тепер за лемою 3.6 iснує елемент a ∈ T

такий, що dom(a) = {xi| i ∈ N} та im(a) = {xi| i ∈ N} ∪ {x}. Роз-
глянемо числа k i l, котрi задовольняють наступнi умови: a(xk) = x,
a(xk+1) = xl. Тодi за лемою 3.2 маємо, що (x, xl) ∈ E′, а це суперечить
тому, що xl ∈ Px. Звiдси випливає, що на деякому кроцi ми не змо-
жемо продовжити наш шлях. Оскiльки iз останнього елемента цього
шляху у множину Px немає стрiлок, то даний елемент задовольняє
усi вимоги леми. Якби вимогам леми задовольняли два рiзнi елемен-
ти x та y, то було б (x, y) ∈ E′ i (y, x) ∈ E′, а це суперечить лемi
3.3.

Лема 3.8. Для довiльної непорожньої пiдмножини Y ⊆ X iснує

єдиний такий елемент z ∈ Y , що (z, y) ∈ E′ для кожного y ∈ Y \{z}.

Доведення. Припустимо, що такого елемента не iснує. Тодi, старту-
ючи з довiльного елемента множини Y , ми можемо рухатись проти
стрiлок графа K ′ як завгодно довго i таким чином побудувати не-
скiнченний(за рахунок вiдсутностi циклiв) ланцюг без початку. А це
суперечить означенню графа K ′. Якби вимогам леми задовольняли
два рiзнi елементи x та z, то було б (x, z) ∈ E′ i (z, x) ∈ E′, а це
суперечить лемi 3.3.

Тепер за допомогою графа K ′ визначимо на множинi X бiнарне
вiдношення ≤ наступним чином: x ≤ y ⇐⇒ (x = y або (x, y) ∈ E′)

Лема 3.9. Вiдношення ≤ є лiнiйним порядком.

Доведення. Iз означення графа K ′ випливає, що для довiльних x, y ∈
X або x < y, або y < x. Антисиметричнiсть i транзитивнiсть вiдно-
шення випливає з леми 3.3.

Лема 3.10. Вiдношення ≤ є досконалим порядком типу не бiльше

нiж ω.

Доведення. Iз лем 3.8 та 3.9 випливає, що порядок ≤ є досконалим,
а з леми 3.7 — що цей порядок не має граничних елементiв.

Iз леми 3.10 одразу випливає, що простiр X є не бiльш нiж злiче-
ним.
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Лема 3.11. Для того, щоб елементи a i b напiвгрупи PIC(X) на-

лежали одному H-класу достатньо, щоб виконувались рiвностi

im(a) = im(b) та dom(a) = dom(b).

Доведення. Припустимо, що для елементiв a i b напiвгрупи PIC(X)
виконуються рiвностi im(a) = im(b) та dom(a) = dom(b), але елемент
a не перебуває у вiдношеннi H з елементом b. Позначимо через a′

i b′ такi рiзнi елементи зрiзу T , що a′Ha i b′Hb. Тодi за лемою 2.2
im(a′) = im(b′) = im(a) та dom(a′) = dom(b′) = dom(a) i за лемою 3.2
перетворення a′ i b′ є рiзними iзоморфiзмами цiлком впорядкованих
множин dom(a) та im(a). А це суперечить єдиностi iзоморфiзму мiж
двома фiксованими цiлком впорядкованими множинами.

Припустимо, що x0 є неiзольованою точкою простору X. Тодi цей
простiр є злiченим та iснує вiдмiнна вiд x0 точка y ∈ X. Позначимо
через Ux0

та Uy околи точок x0 та y вiдповiдно, якi не перетинаю-
ться, а також розглянемо пiдпростiр Y = y∪Ux0

. Ясно, що точка x0 є
неiзольованою точкою простору Y , а точка y — iзольованою точкою
цього простору, i простiр Y є злiченим. За лемою 2.1 iснує злiчений
дискретний пiдпростiр X ′ = {xi|i ∈ N} простору X. Далi розгляне-
мо такi елементи a i b напiвгрупи PIC(X), що im(a) = im(b) = Y та
dom(a) = dom(b) = X ′, а також a(x1) = b(x2) = x0 i a(x2) = b(x1) = y.
Тодi за лемою 3.11 aHb, а тому b = ac для деякого c ∈ PIC(X), при-
чому Y ⊆ dom(c) та c(Y ) = Y . Звiдки випливає, що b(x1) = (ac)(x1)
та y = c(a(x1)) = c(x0). А це суперечить iзольованостi точки y, бо при
неперервному iн’єктивному перетвореннi c неiзольована точка x0 зав-
жди переходить теж у неiзольовану точку. Отже, усi точки простору
X є iзольованими, а тому цей простiр є дискретним.

Зауваження 3.1. Якщо простiр X є дискретним, то PIC(X) збi-
гається з iнверсно-симетричною напiвгрупою ISX на множинi X. Усi
H-зрiзи напiвгрупи ISX у випадку скiнченої множини X описанi в [2],
а для злiченої множини X H-зрiзи напiвгрупи ISX описанi в [6].
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