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Нехай M — непорожня множина, M — алгебра ( [1, стор. 8]), за-
дана на цiй множинi, µ — скiнченно адитивна мiра на M. Визначимо
множину Mµ рiвнiстю

Mµ = {M ∈ M | µ(M) <∞}.

Якщо µ — ймовiрносна мiра, то M = Mµ. Задамо на множинi Mµ

функцiю вiдстанi dmµ : Mµ ×Mµ −→ R+, поклавши

dmµ(U, V ) = µ(U△V ), U, V ∈ Mµ, (1)

де △ — знак симетричної рiзницi множин. Ця функцiя є напiвме-
трикою на множинi Mµ, а простiр (Mµ, dmµ) називається напiвмет-
ричним простором мiри. Напiвметрику dmµ ще називають вiдстанню
Фреше–Никодима–Арошаяна [2]. На множинi Mµ можна також ви-
значити iншу, спорiднену напiвметрику

dµ(U, V ) =

{
1, якщо µ(U) = µ(V ) = 0,
µ(U△V )
µ(U∪V ) , в iншому випадку.

(2)
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Її було визначено в роботi польських математикiв Марчевського i
Штейнгауза [3], i тому вона називається напiвметрикою Марчевсь-
кого–Штейнгауза.

Якщо мiра µ така, що µ(A) 6= 0, для всiх A ∈ Mµ\{∅}, то функцiї
dµ i dmµ будуть метриками на множинi Mµ. Очевидно, що дiаметр
простору Марчевського–Штейнгауза дорiвнює 1.

Твердження 1. Нехай |Mµ| > 2. Множина A ∈ Mµ має мiру 0

тодi i тiльки тодi, коли вiдстань вiд неї до будь-якої iншої множини

B ∈ Mµ в просторi Марчевського–Штейнгауза (Mµ, dµ) дорiвнює 1.

Доведення. 1) Якщо µ(B) = 0, то dµ(A,B) = 1 за означенням. Нехай
µ(B) 6= 0. Тодi

dµ(A,B) =
µ(A△B)

µ(A ∪B)
=
µ((A\(A ∩B)) ∪ (B\(A ∩B)))

µ((A\B) ∪B)
.

Оскiльки множини A∩B, A\B, A\(A∩B) є пiдмножинами множини
A i µ(A) = 0, то

µ(A ∩B) = µ(A\B) = µ(A\(A ∩B)) = 0,

а тому

dµ(A,B) =
µ(A\(A ∩B)) + µ(B) − µ(A ∩B)

µ(A\B) + µ(B)
=
µ(B)

µ(B)
= 1.

2) Нехай для всiх B ∈ Mµ виконується рiвнiсть dµ(A,B) = 1. До-
ведемо, що µ(A) = 0. Припустимо вiд супротивного, що µ(A) > 0.
Тодi, оскiльки |Mµ| > 2, то iснує множина B ∈ Mµ, яка не дорiвнює
множинi A i не є порожньою множиною. Оскiльки M — алгебра i µ —
скiнченно адитивна мiра, то (A ∩ B) ∈ Mµ i (A ∪ B) ∈ Mµ. А тому
можна стверджувати, що iснує множина C ∈ Mµ така, що µ(C) 6= 0
i або A ⊂ C, або C ⊂ A. Якщо C ⊂ A, то справедливою буде оцiнка

dµ(A,C) =
µ(A△C)

µ(A ∪ C)
=
µ(A\C)

µ(A)
< 1.

Якщо A ⊂ C, то

dµ(A,C) =
µ(A△C)

µ(A ∪ C)
=
µ(C\A)

µ(C)
< 1,

що суперечить умовi твердження. Отже µ(A) = 0.

Безпосередньо перевiряється, що має мiсце також подiбне твер-
дження для простору мiри (Mµ, dmµ).
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Твердження 2. Нехай |Mµ| > 2. Множина A ∈ Mµ має мiру 0

тодi i тiльки тодi, коли вiдстань вiд A до будь-якої iншої множини

B ∈ Mµ в просторi мiри (Mµ, dmµ) дорiвнює

dµ(A,B) = µ(B).

У випадку, коли множинаM — скiнченна, M є множиною всiх пiд-
множин множини M , а µ — рiвнорозподiлена мiра, напiвметричний
простiр мiри є простором Хемiнга, а простiр Марчевського–Штейн-
гауза — бiотопним простором. Властивостi бiотопних просторiв i про-
сторiв Хемiнга та їх групи iзометрiй охарактеризовано в роботах [4–
6](див. також [8, стор. 91–92]).

Нагадаємо, що метричний простiр називається однорiдним, якщо
його група iзометрiй дiє на ньому транзитивно.

Теорема 1. Метричний простiр мiри (Mµ, dmµ) є однорiдним мет-

ричним простором.

Доведення. Достатньо показати, що для будь-яких множин A,B ∈
Mµ iснує iзометрiя iA,B простору (Mµ, dmµ) така, що iA,B(A) = B.

Визначимо вiдображення iA,B : Mµ → Mµ для будь-якої множи-
ни X ∈ Mµ, поклавши:

iA,B(X) = (A△B)△X.

Вiдображення визначене коректно, оскiльки з того, що X ∈ Mµ, ви-
пливає, що iA,B(X) ∈ Mµ. Крiм того,

iA,B(A) = (A△B)△A = B.

Зрозумiло, що вiдображення iA,B є бiєкцiєю множини Mµ на себе.
Для будь-яких двох множин Z, Y ∈ Mµ справедливим буде ланцюг
рiвностей

dmµ(iA,B(Y ), iA,B(Z)) = dmµ(((A△B)△Y, ((A△B)△X)

= µ((A△B)△Y )△((A△B)△Z) = µ(Y△Z) = dmµ(Y,Z),

тобто вiдображення iA,B зберiгає вiдстанi мiж точками простору
(Mµ, dmµ), а отже i є шуканою iзометрiєю. Теорему доведено.

Нагадаємо, що автоморфiзмом простору (M,M, µ) називається
довiльне вiдображення f : M −→ M, для якого виконуються такi
умови (див. [7, стор. 7–10]):

1) iснує вiдображення f−1, i f−1(C) ∈ M для будь-якого C ∈ M;
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2) для вiдображення f мiра µ є iнварiантною, тобто для будь-якого
C ∈ M справедлива рiвнiсть

µ(C) = µ(f(C)) = µ(f−1(C)).

Теорема 2. Якщо |Mµ| > 2, то для довiльної ймовiрносної мiри µ

iзометрiями напiвметричного простору Марчевського–Штейнгауза

будуть автоморфiзми простору (M, µ) i тiльки вони.

Доведення. Зрозумiло, що всi вiдображення множини M на себе, якi
зберiгають мiру, не будуть змiнювати вiдстанi мiж точками простору
Марчевського–Штейнгауза, тобто будуть його iзометрiями. Пересвiд-
чимось, що iзометрiя ϕ простору (Mµ, dµ) зберiгає мiру µ на множинi
M.

Переконаємось спочатку, що при iзометрiї ϕ образами множин
мiри 0 будуть множини мiри 0. Справдi, нехай A ∈ M i µ(A) = 0.
Тодi з твердження 1 випливає, що для всiх точок простору B ∈ M
справедлива рiвнiсть dµ(A,B) = 1. Оскiльки ϕ — iзометрiя простору
Марчевського–Штейнгауза, то

dµ(ϕ(A), ϕ(B)) = 1.

Якщо B пробiгає весь простiр M, то й ϕ(B) також пробiгає весь цей
простiр, а тому остання рiвнiсть рiвносильна умовi

dµ(ϕ(A), ϕ(B)) = 1 для всiх ϕ(B) ∈ M.

Звiдки за твердженням 1 дiстаємо µ(ϕ(A)) = 0.
Доведемо тепер, що при iзометрiї ϕ множина M переходить в де-

яку множину вигляду M\D, де D — множина мiри 0. Оскiльки µ —
ймовiрносна мiра, то це означає, що має мiсце рiвнiсть µ(ϕ(M)) = 1.
Нехай C ∈ M така множина, що ϕ(M) = M\ϕ(C), тодi справедливою
буде рiвнiсть

dµ(M,C) =
µ(M△C)

µ(M ∪ C)
=
µ((M\C) ∪ (C\M))

1
= 1 − µ(C). (3)

А вiдстань мiж образами множин M i C при вiдображеннi ϕ визна-
чається рiвнiстю

dµ(ϕ(M), ϕ(C)) =
µ((M\ϕ(C))△ϕ(C))

µ((M\ϕ(C)) ∪ ϕ(C))

=
µ((M\C) ∪ ϕ(C))

1
= 1. (4)
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Оскiльки ϕ — iзометрiя простору (Mµ, dµ), то з рiвностей (3) i (4)
маємо 1 − µ(C) = 1, звiдки отримуємо µ(C) = 0. З доведеного вище
випливає, що µ(ϕ(C)) = 0. Отже, для будь-якої iзометрiї ϕ простору
(Mµ, dµ) множина M переходить в деяку множину вигляду M\D, де
µ(D) = 0.

Нехай тепер A ∈ M — деяка множина, мiра якої не дорiвнює 0 i
A 6= M . Вiдстань вiд точки A до точки M в просторi (Mµ, dµ) буде
дорiвнювати

dµ(M,A) =
µ(M△A)

µ(M)
= 1 − µ(A). (5)

Для вiдстанi мiж образами цих точок, як випливає з доведеного вище,
при iзометрiї ϕ, буде справедлива така рiвнiсть

dµ(ϕ(M), ϕ(A)) =
µ((M\D)△ϕ(A))

µ((M\D) ∪ ϕ(A))

=
µ(((M\D)\ϕ(A)) ∪ (ϕ(A) ∩D)))

µ((M\D) ∪ ϕ(A))
.

Оскiльки мiра множини D дорiвнює 0, то

dµ(ϕ(M), ϕ(A)) =
µ((M\D)\ϕ(A))

1
= 1 − µ(ϕ(A)). (6)

Вiдображення ϕ зберiгає вiдстанi мiж точками, а тому з рiвностей
(5) i (6) маємо

1 − µ(A) = 1 − µ(ϕ(A)),

звiдки отримуємо рiвнiсть

µ(A) = µ(ϕ(A)),

отже ϕ зберiгає мiру. Таким чином, ми довели, що iзометрiями про-
стору Марчевського–Штейнгауза будуть вiдображення, що зберiгать
мiру i тiльки вони. Теорему доведено.

Зауважимо, що в загальному випадку, коли мiра необмежена,
твердження теореми 3.1 неправильне. Розглянемо такий приклад. Не-
хай R — σ-алгебра всiх вимiрних за Лебегом пiдмножин дiйсної пря-
мої R, µ — мiра Лебега на R. Розглянемо вiдображення ψ : R → R,
яке кожну множину A ∈ R “розтягує” вдвiчi, тобто число x на-
лежить ψ(A) тодi i тiльки тодi, коли число 1

2x належить множи-
нi A. Очевидно, що вiдображення ψ є бiєкцiєю множини R в себе
i µ(ψ(A)) = 2µ(A). Крiм того, вiдображення ψ не змiнює вiдстанi
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мiж точками простору (R, dµ). Таким чином, iзометрiя ψ простору
Марчевського–Штейнгауза (R, dµ) не буде автоморфiзмом σ-алгебри
всiх вимiрних за Лебегом пiдмножин множини дiйсних чисел R.

За даними напiвметричними просторами Марчевського–Штейн-
гауза (Mµ, dµ) i Фреше–Никодима–Арошаяна (Mµ, dmµ) можна
побудувати метричнi простори, якi природно назвати простором
Штейнгауза i метричним простором мiри. А саме, на множинi Mµ

визначимо вiдношення ∼ для довiльних множин A,B ∈ Mµ умовою:
A ∼ B тодi i лише тодi, коли µ(A△B) = 0. Очевидно, що вiдношен-
ня ∼ є еквiвалентнiстю на множинi Mµ. На фактор-множинi

Mµ = Mµ�∼

визначимо функцiї двох змiнних d̃µ i d̃mµ таким чином

˜dµ(Ū , V̄ ) =
µ̃(Ū△V̄ )

µ̃(Ū ∪ V̄ )
=
µ(U△V )

µ(U ∪ V )
,

˜dmµ(Ū , V̄ ) = µ̃(Ū△V̄ ) = µ(U△V ),

де Ū , V̄ ∈ Mµ, а U, V деякi представники класiв Ū , V̄ вiдповiдно.

Функцiї d̃µ i d̃mµ визначенi коректно. Справдi, нехай µ(U△U1) = 0.
Покажемо, що µ((U△V )△(U1△V )) = 0. Але ((U△V )△(U1△V )) =
U1△U , а тому µ((U△V )△(U1△V )) = µ(U1△U) = 0. Отже функцiя
d̃mµ визначена коректно. Для доведення коректностi визначення

функцiї d̃µ покажемо, що µ((U ∪ V )△(U1 ∪ V )) = 0. Справедливою
буде оцiнка

µ((U1 ∪ V ) \ (U ∪ V )) = µ((U1 \ (U ∪ V ) ∪ (V \ (U1 ∪ V ))),

враховуючи монотоннiсть мiри, отримаємо

µ((U1 ∪ V ) \ (U ∪ V )) ≤ µ(U1 \ U) + µ(V \ V ) = 0.

Отже, µ((U ∪ V )) = µ(U1 ∪ V ) i функцiя d̃µ визначена коректно.

Функцiї d̃µ i d̃mµ набувають значення 0 тiльки на класi ∅̄, а тому
будуть метриками на Mµ.

Твердження 3. Простiр (Mµ, d̃mµ) є однорiдним метричним прос-

тором.

Доведення. Доведення цього твердження проводиться аналогiчно до-
веденню теореми 1. Справдi, достатньо показати, що для будь-яких
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класiв множин Ā, B̄ ∈ Mµ iснує iзометрiя iĀ простору (Mµ, d̃mµ)
така, що iĀ(Ā) = B̄.

Визначимо вiдображення iĀ : Mµ → Mµ для будь-якого класу
множин X̄ ∈ Mµ, поклавши:

iA(X) = (A△B)△X.

Вiдображення визначене коректно, оскiльки з того, що X̄ ∈ Mµ, ви-
пливає, що iĀ(X̄) ∈ Mµ i, якщо X ∼ X1, то iĀ(X̄) ∼ iĀ(X̄1). Крiм
того,

iĀ(Ā) = B̄.

Зрозумiло, що вiдображення iĀ є бiєкцiєю множини Mµ на себе i ана-
логiчно доведенню теореми 1 доводиться, що вiдображення iĀ зберi-
гає вiдстанi мiж точками простору (Mµ, d̃mµ), а отже, i є шуканою
iзометрiєю.

Аналогiчно теоремi 3.1 доводиться теорема

Теорема 3. Якщо |Mµ| > 2, то для довiльної ймовiрносної мiри µ

iзометрiями простору Штейнгауза будуть вiдображення, що зберi-

гають мiру µ i тiльки вони.
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