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Анотацiя. Дослiджено математичну модель процесу фiльтрацiйної
консолiдацiї грунтiв в умовах впливу техногенних факторiв, яка опи-
сується крайовою задачею з вiльною межею для системи квазiлiнiй-
них параболiчних рiвнянь. Доведено iснування та єдинiсть локаль-
ного в часi розв’язку одновимiрної крайової задачi в просторах Гель-
дера.
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Вступ

В роботi [18] розвинута теорiя фiльтрацiйної консолiдацiї грунтiв
з урахуванням впливу солепереносу (див. також наведену там бiблiо-
графiю). В роботах [19, 20] дана теорiя доповнена i вдосконалена.
Зокрема, додатково враховано вплив теплопереносу та явище просi-
дання скелету грунту в процесi консолiдацiї. Урахування останнього
фактору призводить до необхiдностi дослiдження крайової задачi для
системи квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь в областях з рухомими
межами. Дослiджень якiсної теорiї сформульованих крайових задач
в цих роботах проведено не було. Цi дослiдження в одновимiрному
випадку i становлять предмет даної статтi.

Огляд робiт з дослiджень подiбних крайових задач можна роздi-
лити на два напрямки. По перше, це задачi для лiнiйних та квазiлi-
нiйних рiвнянь та систем рiвнянь параболiчного типу. По друге, це
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крайовi задачi з першого напрямку, якi розглядаються в областях з
вiльними рухомими межами.

З першого напрямку потрiбно видiлити класичну роботу [32]. Та-
кож сюди можна вiднести [1,17,22,25,26,30,31,44]. В роботi [33] (див.
також наведену там бiблiографiю) дослiджено питання iснування та
єдиностi розв’язку крайової задачi для квазiлiнiйної системи парабо-
лiчних рiвнянь, якою описується математична модель одновимiрної
задачi фiльтрацiйної консолiдацiї грунтiв в умовах впливу солепере-
носу. Однак, крайову задачу дослiджено в областях з фiксованими
межами.

Бiльш детальнiше зупинимось на роботах другого напрямку. Кла-
сичною роботою вказаного напрямку є [23]. Предметом фундамента-
льної роботи [53] є доведення локальної розвязностi однофазної ба-
гатовимiрної (≥ 2) задачi Стефана. Для цього використано теорему
Неша про неявнi функцiї. В роботi [27] розглянуто задачу з вiльною
межею для одновимiрного напiвлiнiйного рiвняння дифузiї в якiй за-
мiсть умови Стефана задано iнтегральну умову. В роботi [40] дослi-
джена розв’язнiсть однофазної задачi Стефана в просторах Соболєва
для лiнiйних параболiчних рiвнянь. В [42] розглянута одновимiрна
однофазна задача Стефана для квазiлiнiйного параболiчного рiвня-
ння в якiй задано нелокальна гранична умова на фiксованiй границi.
В роботi [24] розглянуто задачу з вiльною межею для квазiлiнiйно-
го параболiчного рiвняння другого роду з розривними коефiцiєнтами
та правою частиною. Вiльною межею є саме геометричний iнтерфейс
розриву. Розрив вiдбувається за певного фiксованого значення невi-
домої функцiї. В класичнiй роботi [34] дослiджена однофазна задача
Стефана в багатовимiрному випадку (≥ 2) для квазiлiнiйного рiвня-
ння параболiчного типу. В роботi [54] дослiджена лiнiйна одновимiр-
на однофазна задача Стефана, коли в початковий момент часу рiдка
фаза вiдсутня. В роботах [56, 57] розглянута одновимiрна однофазна
задача з вiльною межею для лiнiйного параболiчного рiвняння, коли
кiнематична гранична умова є iнтегро-диференцiальною. Для доведе-
ння iснування та єдиностi глобального класичного розвязку викорис-
тано зведення крайової задачi до еквiвалентної системи нелiнiйних
iнтегральних рiвнянь. В [49] розглянута однофазна одновимiрна за-
дача з вiльною межею для нелiнiйного параболiчного рiвняння з не-
лiнiйною граничною умовою на вiльнiй межi. В [45] дослiджена одно-
вимiрна задача з вiльною межею для системи елiптико-параболiчних
рiвнянь у вагових просторах Гельдера. В роботi [41] розглянута одно-
фазна задача Стефана з малим параметром бiля похiдної в часi в рiв-
няннi параболiчного типу. В роботi [28], подiбно до роботи [3], розгля-
нута одновимiрна однофазна задача в припущеннi, що рiдина є сти-
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скуваною. В [58] дослiджена стiйкiсть розв’язкiв одновимiрної одно-
фазної задачi Стефана для рiвняння ut−uxx = up, p > 1. В [47] дове-
дено iснування та єдинiсть локального розв’язку одновимiрної одно-
фазної задачi Стефана для некласичного рiвняння теплопровiдностi.
В роботi [4] доведена розв’язнiсть модифiкованої задачi Стефана в
якiй на вiльнiй межi задано кiнетичну умову u+ = u− = ϵk(y, τ)− ϵv,
де k(y, τ) — пiвсума головних кривизн вiльної межi, v — швидкiсть
її перемiщення у напрямку нормалi. В [15] доведено iснування кла-
сичного розв’язку в однофазнiй задачi Стефана на будь-якому скiн-
ченному промiжку часу. Також встановлена гладкiсть вiльної межi.
В роботi [36] розглянутi двофазнi задачi з вiльними межами. До-
слiдженi питання єдиностi, монотонностi, просторової локалiзацiї та
iснування розв’язкiв. Проведено огляд розроблених конструктивних
методiв розв’язання конкретних задач та математичного прогнозува-
ння у вiдповiдних областях природознавства. В роботi [37] отрима-
но умови iснування класичного розв’язку у випадку, коли початкова
швидкiсть руху вiльної межi на многовидi контакту дорiвнює нулю.
В роботi [10] розглянуто двохфазнi задчi з вiльними межами в одно-
вимiрному випадку у вагових просторах Гельдера в малому по часi.
Доведено iснування та єдинiсть локального розв’язку.

Також видiлимо дослiдження крайових задач з вiльними межами,
якими описуються математичнi моделi фiзичних, хiмiчних, бiологiч-
них, механiчних задач та процесiв. В роботi [60] розглянута задача з
вiльною межею, якою описується математична модель розвитку пу-
хлини головного мозку. Складовою задачi є система лiнiйних елiпти-
ко-параболiчних рiвнянь. Розглянуто питання iснування та єдиностi
слабкого розв’язку. В роботi [59] вивчена двофазна задача з вiльною
межею у випадку двох просторових змiнних для системи лiнiйних
рiвнянь, яка мiстить одне параболiчне та два елiптичнi рiвняння. За-
дача моделює розвиток самопiдтримуючих клiтин. Дослiджено ло-
кальний класичний розиток. В [21] розглянуто двофазнi задачi Сте-
фана та Флорiна. Вивчено спектральнi властивостi задачi спряження,
яка виникає пiсля лiнеаризацiї вищевказаних задач на малому про-
мiжку часу. В роботi [46] в просторах Гельдера доведено iснування
та єдинiсть розвязку багатовимiрної (≥ 2) двофазної задачi Флорiна.
В роботi [50] розглянуто проблеми побудови математичних моделей
процесiв в пористих середовищах. Авторами вiдмiчена важливiсть до-
слiдження питань iснування та єдиностi розв’язкiв вiдповiдних кра-
йових задач з вiльними межами. В роботi [29] доведена теорема iсну-
вання розв’язку одновимiрної задачi Веригiна в просторах Гельдера.
В роботi [16] доведено iснування глобального класичного розв’язку
багатовимiрної двохфазної задачi Стефана для квазiлiнiйного рiвня-
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ння. В роботi [9] доведено (для малого часового промiжку) iснування
та єдинiсть розв’язкiв багатовимiрних двофазних задач Стефана та
Флорiна для лiнiйних та квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь друго-
го порядку в обмежених зiркових областях. В роботi [35] дослiджена
двовимiрна задача Флорiна в просторах Гельдера. В [3] в просторах
Гельдера дослiджена задача з вiльною межею для системи рiвнянь,
якi включають рiвняння Нав’є–Стокса та рiвняння теплопереносу в
областi рiдкої фази. В [14] вивчена локальна в часi розвязнiсть двох
класичних задач з вiльними межами для параболiчних рiвнянь: дво-
хфазних задач Стефана i Маскета–Веригiна при розмiрностi n ≥ 2. В
роботi [11] знайдено точнi розв’язки одновимiрних двофазних задач з
вiльною межею для лiнiйних параболiчних рiвнянь — задач Стефана,
Флорiна та Веригiна.

В окрему групу видiлимо крайовi задачi з вiльними межами для
вироджених параболiчних рiвнянь. В роботi [48] розглянута однофаз-
на задача для виродженої системи двох параболiчних рiвнянь. До-
слiджено слабкий розв’язок щодо його iснування та єдиностi, обме-
женостi та неперервностi. В роботi [5] доведена розвязнiсть в цiло-
му по часу одновимiрної двофазної задачi Стефана для виродженого
параболiчного рiвняння. В роботi [7] дослiджено iснування та єдинi-
сть розв’язку для нелiнiйного рiвняння ut=∆(um), m > 1 в багатови-
мiрному випадку. Швидкiсть вiльної межi описується законом Дарсi.

В деяких роботах дослiдження задач з вiльними межами зведено
до дослiдження обернених крайових задач [2, 27].

Окремий блок становлять роботи щодо дослiдження крайових за-
дач з похiдними по часу в граничних умовах [12, 39, 51, 55]. В робо-
тах [39,55] показано, що до дослiдження таких задач зводяться деякi
крайовi задачi з вiльними межами. Також в роботi [13] показано, що
двофазна задача Стефана та задача Веригiна зводяться до крайової
задачi з похiдними по часу в граничних умовах для параболiчних
рiвнянь.

Проведений короткий огляд засвiдчує наявнiсть значного дороб-
ку з якiсної теорiї крайових задач з вiльними межами. Однак, також
є ще не вирiшенi проблеми. Виникають вони, як результат побудови
нових, як правило нелiнiйних, математичних моделей процесiв рiзної
природи. Однiй iз таких задач i присвячена дана стаття.

1. Модель процесу фiльтрацiйної консолiдацiї грунтiв
в умовах впливу техногенних факторiв

Математичну модель одновимiрної задачi фiльтрацiйної консолi-
дацiї ґрунтового масиву з урахуванням впливу переносу солей в неiзо-
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термiчному режимi, враховуючи результати робiт [19,20], можна опи-
сати наступною крайовою задачею:
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де C1(t), T1(t), T2(t), h0(x), c0(x), T0(x) — заданi функцiї; l0 — за-
дана додатна стала, яка означає товщину неконсолiдованого масиву
грунту в початковий момент часу. Тут використанi наступнi позна-
чення: h(x, t) = p/γ — надлишковий напiр; p — надлишковий тиск в
порвому розчинi; γ — питома вага порової рiдини; c(x, t) — концен-
трацiя порового сольового розчину; T (x, t) — температура; k, D, DT ,
λ, ν, µ — коефiцiєнти фiльтрацiї, дифузiї, термодифузiї, ефективної
теплопровiдностi вологого грунту, хiмiчного осмосу, термiчного осмо-
су; ρ — густина порового розчину; cρ — питома теплоємнiсть порового
розчину; cT — об’ємна теплоємнiсть грунту при сталому об’ємi; u —
швидкiсть фiльтрацiї; t — час; e, ē — коефiцiєнт пористостi та його
середнє значення; n — пористiсть грунту; γm — констаната швид-
костi масообмiну; Cm — концентрацiя граничного насичення. Закон
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(1.4) є узагальненим законом Дарсi–Герсеванова на випадок руху со-
льових розчинiв в неiзотермiчних умовах [19]. В ньому враховується
вплив на швидкiсть фiльтрацiї осмотичних явищ, якi мають мiсце
в нерiвномiрно засолених ґрунтах та у випадку наявностi градiєнта
температури, а також залежнiсть параметрiв фiльтрацiї вiд сольового
та теплового режимiв пористого середовища. В лiвiй частинi закону
(1.4) знехтувано членом “ ēv” в силу малостi величини v (швидкiсть
руху твердих частинок грунту).

Вважається, що верхня та нижня межi масиву ґрунту дренованi.
Концентрацiя порового сольового розчину, як i температура, на обох
межах є вiдомою. Причому, верхня межа змочена концентрованим
сольовим розчином.

Класична теорiя фiльтрацiйної консолiдацiї грунтiв розвинута,
наприклад, в роботi [43]. Обгрунтування важливостi розгляду та до-
слiдження крайової задачi (1.1)–(1.10) наведено в роботах [18–20].
Числовi розв’язки цiєї нелiнiйної крайової задачi знайдено метода-
ми скiнченних рiзниць, скiнченних елементiв та методом радiальних
базисних функцiй [18–20]. Однак питань iснування та єдиностi її (кра-
йової задачi) розв’язкiв дослiджено не було. Лише в роботi [33] дослi-
джено подiбну задачу, але в областi з фiксованими межами.

Перед основними викладками перетворимо кiнематичну граничну
умову (1.9), згiдно якої описується змiна положення верхньої рухо-
мої межi масиву грунту в результатi ущiльнення. При цьому верхня
рухома межа описується рiвнянням x = l(t). Умова (1.9) виведена iз
спiввiдношення [19, с. 72]

dl(t)

dt
=

l(t)∫
0

1

1 + e

∂e

∂t
dx. (1.11)

З iншого боку, рiвняння (1.1) виводиться iз рiвняння нерозривностi
[19, с. 54]

∂e

∂t
= −(1 + e) div u,

яке у випадку однiєї просторової змiнної набуває вигляду

∂e

∂t
= −(1 + e)

∂u

∂x
. (1.12)

Пiдставляючи (1.12) в (1.11), отримуємо

dl(t)

dt
=

l(t)∫
0

1

1 + e

∂e

∂t
dx = −

l(t)∫
0

1

1 + e
(1 + e)

∂u

∂x
dx = −u|l(t)0
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=

(
k(h, c, T )

∂h

∂x
− ν(c, T )

∂c

∂x
− µ(c, T )

∂T

∂x

)∣∣∣∣
x=l(t)

−
(
k(h, c, T )

∂h

∂x
− ν(c, T )

∂c

∂x
− µ(c, T )

∂T

∂x

)∣∣∣∣
x=0

. (1.13)

Також накладемо наступне обмеження:

lmin ≤ l(t) ≤ lmax, t ≥ 0. (1.14)

2. Постановка загальної задачi

Нехай в цилiндрi QT = Ω(t)× (0;T ], де Ω = (0; l(t)), задана насту-
пна крайова задача:

ut −
d

dx
[A (x, t,u,ux) · ux] + F (x, t,u,ux) = 0, (x, t) ∈ QT , (2.1)

u(x, t)|t=0 = U0(x), x ∈ Ω0 = (0; l0) = Ω(t)|t=0, (2.2)

u(x, t)|x=0 = u(x, t)|x=l(t) = 0, t ∈ [0;T ], (2.3)

dl(t)

dt
= λ

(
aN (x, t,u,ux) · ux|x=l(t) − aN (x, t,u,ux) · ux|x=0

)
, t > 0,

(2.4)
l(t)|t=0 = l0 > 0. (2.5)

Тут: u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), . . . , uN (x, t))
T — невiдома вектор-

функцiя, де iндекс ’T ’ зверху означає транспонування; N — кiлькiсть
рiвнянь в системi (2.1); A (x, t,u,ux) = {aij}N,Ni,j — матриця з коефi-
цiєнтами залежними вiд x, t, u, ux, i яка має трикутний вигляд, тоб-
то aij = 0 при i < j; F (x, t,u,ux) = (f1, f2, . . . , fN )

T ; F (x, t,u,ux) =
= B (x, t,u,ux) ·ux+G (x, t) ·u+R (x, t), де B,G — матрицi розмiрно-
стi N×N , якi мають дiагональний вигляд, а R = (r1, r2, . . . , rN )

T ; λ >
0 — деяка вiдома константа; aN (x, t,u,ux) = (aN1, aN2, . . . , aNN ) —
N -й рядок матрицi A (x, t,u,ux).

Позначення всiх функцiональних просторiв та норм, що викори-
стано в подальших викладках, аналогiчнi, як в [32].

Зробимо наступнi припущення щодо матрицi A (x, t,u,ux):

1. Коефiцiєнти aij i-го рядка при i ̸= j не залежать вiд uix;

2. Коефiцiєнти aij i-го рядка можуть залежати лише вiд usx, s ≤ i,
при врахуваннi припущення 1.
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Тодi систему (2.1) можна подати у виглядi

ut − A1 (x, t,u,ux) · uxx + F1 (x, t,u,ux) = 0, (x, t) ∈ QT , (2.6)

де матриця A1 (x, t,u,ux) = {a1ij}
N,N
i,j має трикутний вигляд, причо-

му коефiцiєнти i-го рядка визначаються рiвностями a1ii =
∂(aii·uix)
∂uix

та

a1ij =
∑i

s=1
∂(ais·usx)
∂ujx

при i ̸= j; F1 (x, t,u,ux) = B1 (x, t,u,ux) · ux+
+G (x, t) · u + R (x, t), де коефiцiєнти матрицi B1 (x, t,u,ux) визна-
чаються рiвностями b1ij = bij +

∑N
s=i

∂(ais·usx)
∂uj

.
Нехай виконуються наступнi умови [33]:

a) 0 < ai0 (|u|) ≤ aii (x, t,u,q) ≤ Ai0 (|u|) , i = 1, N ;

b) 0 < ai0 (|u|) ≤
∂
[
aii (x, t,u,q) · qi

]
∂qi

≤ Ai0 (|u|) , i = 1, N ;

c) |fi (x, t,u,q)| ≤ Ai0 (|u|) ·
∣∣qi∣∣2 + φ(x, t),∣∣f1i (x, t,u,q)∣∣ ≤ Ai0 (|u|) ·
∣∣qi∣∣2 + φ1(x, t), i = 1, N ;

d)
∣∣∣∣∂aii (x, t,u,q)∂ui

∣∣∣∣ ≤ Ai0 (|u|) ,∣∣∣∣∣∂
[
aii (x, t,u,q) · qi

]
∂x

∣∣∣∣∣ ≤ Ai0 (|u|) ·
∣∣qi∣∣2 + φ2(x, t), i = 1, N ;

e)

∣∣∣∣∣∂
[
aij (x, t,u,q) · qj

]
∂us

∣∣∣∣∣ ≤ φ3 (x, t) ;∣∣∣∣aij (x, t+ τ,u,q) · qj − aij (x, t,u,q) · qj

τ

∣∣∣∣ ≤ φ3 (x, t) ;∣∣∣∣fi (x, t+ τ,u,q)− fi (x, t,u,q)
τ

∣∣∣∣ ≤ φ3 (x, t) ;∣∣∣∣∂fi (x, t,u,q)∂qs

∣∣∣∣ ≤ φ3 (x, t) ;

∣∣∣∣∂fi (x, t,u,q)∂us

∣∣∣∣ ≤ φ3 (x, t) ;

i = 1, N, j = 1, N, s = 1, N ;

При (x, t) ∈ QT , |ui| ≤ M i , |qj | ≤ M i
1 , функцiї aij (x, t,u,q),

fi (x, t,u,q),
∂aij(x,t,u,q)

∂qs , ∂aij(x,t,u,q)∂us , ∂aij(x,t,u,q)∂x є неперервними функ-
цiями i задовольняють по x, t, ui, qi умовi Гельдера з показниками
β1, β1/2, β1,β1 вiдповiдно, j = 1, N , s = 1, N ;

f) оператор

Lu = ut −
d

dx
[A (x, t,u,ux) · ux] + F (x, t,u,ux)
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так само як i оператор

L1u = ut − A1 (x, t,u,ux) · uxx + F1 (x, t,u,ux)

є 2-параболiчними за Петровським [32].

У вищенаведених умовах функцiї ai0 (ψ), Ai0 (ψ), i = 1, N , є додат-
ними неперервними функцiями аргумента ψ ≥ 0; φ3 (x, t) — неперер-
вна функцiя, яка задовольняє по x, t умовi Гельдера з показниками
β1, β1/2 вiдповiдно; ∥φ,φ1, φ2∥2q1,2r1,QT

≤ µ1, де

1

r1
+

1

2q1
= 1− η1,

q1 ∈ [1,∞] , r1 ∈
[

1

1− η1
;

2

1− 2η1
∞
]
, 0 < η1 <

1

2
.

3. Зведення до задачi в областi з фiксованими межами

В роботi [6] вiдмiчено наступне: ’При вивченнi доволi широко-
го класу задач iз вiльними межами для параболiчних та елiптичних
рiвнянь доведення розвязностi на малому промiжку часу проводи-
ться згiдно наступної схеми. За допомогою того чи iншого перетворе-
ння задача зводиться до дослiдження нелiнiйного функцiонального
рiвняння, в якому шуканi функцiї визначенi у фiксованих областях.
Далi отримане рiвняння лiнеаризується, вивчаються умови розв’я-
зностi лiнiйної задачi та встановлюються оцiнки для її розв’язку, якi
потiм використовуються для доведення застосовностi до нелiнiйного
рiвняння того чи iншого принципу iснування нерухомої точки’. Цей
пiдхiд частково ми використаємо i в представленiй роботi.

Проведемо наступну замiну змiнних [56,57]:

ξ =
x

l(t)
, t = t,

i позначимо v (ξ, t) = u (ξl(t), t).
Для обгрунтування допустимостi такої замiни змiнних потрiбнi

додатковi пояснення. Надалi розглядаємо функцiї l(t) з множини
B2M , де

B2M =
{
l(t) : ∥l(t)∥H1+β1/2([0;T ]) ≤ 2M

}
,

M = l0 +
∑
i

∥∥vi0∥∥H2+β1([0;1])
.

Якщо промiжок часу T є достатньо малим, то

|l(t)− l0| ≤
∣∣l′(t)∣∣T ≤ 2MT <

1

2
min {(l0 − lmin) , (lmax − l0)} .
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Далi, для уникнення нових позначень, провiвши переприсвоєння ве-
личин

lmin = l0 −
1

2
min {(l0 − lmin) , (lmax − l0)} ,

lmax = l0 +
1

2
min {(l0 − lmin) , (lmax − l0)}

отримаємо виконання умови (1.14), де lmin > 0, lmax > 0. “Платою”
за такi припущення є дослiдження поки що лише локальної за часом
розв’язностi вищенаведеної крайової задачi.

Тодi

ux (x, t) =
1

l(t)
vξ (ξ, t) ;

uxx (x, t) =
1

l2(t)
vξξ (ξ, t) ;

ut (x, t) = vt (ξ, t)− ξ
l′(t)

l(t)
vξ (ξ, t) .

В результатi з крайової задачi (2.1)–(2.5) отримуємо наступну:

vt(ξ, t)−
d

dξ

[
A (ξ, t,v,vξ) · vξ

]
+ F (ξ, t,v,vξ) = 0,

ξ ∈ (0; 1), t ∈ (0;T ],

(3.1)

v(ξ, t)|t=0 = V0(ξ), ξ ∈ [0; 1], (3.2)

v(ξ, t)|ξ=0 = v(ξ, t)|ξ=1 = 0, t ∈ [0;T ], (3.3)

l′(t) = λl(t)
(
aN (ξ, t,v,vξ) · vξ|ξ=1 − aN (ξ, t,v,vξ) · vξ|ξ=0

)
, t > 0,

(3.4)
l(t)|t=0 = l0 > 0, (3.5)

де

A (ξ, t,v,vξ) =
1

l2(t)
A
(
ξl(t), t,v(ξ, t),

1

l(t)
vξ

)
,

F (ξ, t,v,vξ) = F
(
ξl(t), t,v(ξ, t),

1

l(t)
vξ

)
− ξ

l′(t)

l(t)
vξ (ξ, t) ,

V0 (ξ) = U0 (ξl(t)) .

Аналогiчно, система (2.6) набуває вигляду

vt(ξ, t)− A1 (ξ, t,v,vξ) · vξξ + F1 (ξ, t,v,vξ) = 0,

ξ ∈ (0; 1), t ∈ (0;T ],
(3.6)
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де

A1 (ξ, t,v,vξ) =
1

l2(t)
A1

(
ξl(t), t,v(ξ, t),

1

l(t)
vξ

)
,

F1 (ξ, t,v,vξ) = F1

(
ξl(t), t,v(ξ, t),

1

l(t)
vξ

)
− ξ

l′(t)

l(t)
vξ (ξ, t) .

4. Основнi результати

Покажемо, що коефiцiєнти крайової задачi (3.1)–(3.5) задовольня-
ють вимогам a)–f). Тодi для встановлення факту iснування та єдинос-
тi розв’язку даної крайової задачi можна використати результати ро-
боти [33]. Позначимо вказанi вимоги A)–F). Маємо

A) Оскiльки

aii (ξ, t,v,vξ) =
1

l2(t)
aii

(
ξl(t), t,v(ξ, t),

1

l(t)
vξ

)
,

то з урахуванням обмеження (1.14) отримуємо

0 < ai0 (|v|) ≤ aii (ξ, t,v,q) ≤ A
i
0 (|v|) , i = 1, N,

де

ai0 (|v|) =
ai0 (|v|)
l2max

, A
i
0 (|v|) =

Ai0 (|v|)
l2min

.

B) Оскiльки

∂
(
aii (x, t,u,q) · qi

)
∂qi

= l2(t)
∂
(
aii (ξ, t,v,p) · pi

)
∂pi

,

то з умови b) отримуємо

0 < ai0 (|v|) ≤
∂
[
aii (ξ, t,v,p) · pi

]
∂pi

≤ A
i
0 (|v|) , i = 1, N.

C) Маємо

f i (ξ, t,v,p) = fi

(
ξl(t), t,v(ξ, t),

1

l(t)
p
)
− ξ

l′(t)

l(t)
pi (ξ, t)

= fi

(
x, t,u(x, t),

1

l(t)
p
)
− ξ

l′(t)

l(t)
pi.

Отже
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∣∣f i (ξ, t,v,p)∣∣ = ∣∣∣∣fi(x, t,u, 1

l(t)
p
)
− ξ

l′(t)

l(t)
pi
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣fi(x, t,u, 1

l(t)
p
)∣∣∣∣+ |l′(t)|

lmin
·
∣∣pi∣∣

≤ Ai0 (|v|) ·
∣∣pi∣∣2
l2min

+ φ(x, t) +
|l′(t)|
lmin

·
∣∣pi∣∣ .

Якщо l(t) ∈ C1 ([0;T ]) то l′(t) є неперервною, а отже i обмеженою
при t ∈ [0;T ]. Тобто, |l′(t)| ≤ a, t ∈ [0;T ], де a — деяка невiд’ємна
константа. Отже,

|l′(t)|
lmin

·
∣∣pi∣∣ ≤ a

lmin
·
∣∣pi∣∣ ≤ a

lmin

(∣∣pi∣∣2 + 1
)
.

Тодi

∣∣f i (ξ, t,v,p)∣∣ ≤ Ai0 (|v|) ·
∣∣pi∣∣2
l2min

+ φ(ξl(t), t) +
a

lmin

(∣∣pi∣∣2 + 1
)

=

(
Ai0 (|v|)
l2min

+
a

lmin

) ∣∣pi∣∣2 + φ(ξl(t), t) +
a

lmin
.

Визначаючи Ai0 (|v|) тут i у обмеженнi A), як

A
i
0 (|v|) =

(
Ai0 (|v|)
l2min

+
a

lmin

)
,

отримуємо ∣∣f i (ξ, t,v,p)∣∣ ≤ A
i
0 (|v|) ·

∣∣pi∣∣2 + φ(ξ, t), i = 1, N,

де φ(ξ, t) = φ(ξl(t), t) + a
lmin

.
Аналогiчно∣∣∣f1i (ξ, t,v,p)∣∣∣ ≤ A

i
0 (|v|) ·

∣∣pi∣∣2 + φ1(ξ, t), i = 1, N,

де φ1(ξ, t) = φ1(ξl(t), t) +
a
lmin

.
D) Тут маємо наступнi спiввiдношення

∣∣∣∣∂aii (ξ, t,v,p)∂vi

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∂
(

1
l2(t)

aii

(
x, t,u, 1

l(t)p
))

∂ui

∣∣∣∣∣∣
≤ Ai0 (|u|)

l2min

≤ A
i
0 (|v|) ,
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∣∣∣∣∣∂
(
aii (ξ, t,v,p) · pi

)
∂ξ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∂
(

1
l2(t)

aii (x, t,u,q) · l(t)qi
)

∂x
· ∂x
∂ξ

∣∣∣∣∣
≤ Ai0 (|u|) ·

∣∣qi∣∣2 + φ2(x, t) = Ai0 (|v|) ·
∣∣∣∣ pil(t)

∣∣∣∣2 + φ2(ξ, t)

≤ A
i
0 (|v|) ·

∣∣pi∣∣2 + φ2(ξ, t),

де Ai0 визначене в умовi С) i φ2(ξ, t) = φ2(ξl(t), t).
E)

∣∣∣∣∣∂
[
aij (ξ, t,v,p) · pj

]
∂vs

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∂
[

1
l2(t)

aij (x, t,u,q) · l(t)qj
]

∂us

∣∣∣∣∣
≤ 1

lmin
φ3 (x, t) = φ3 (ξ, t) ;∣∣∣∣aij (ξ, t+ τ,v,p) · pj − aij (ξ, t,v,p) · pj

τ

∣∣∣∣ ≤ 1

lmin
φ3 (x, t) = φ3 (ξ, t) .

Аналогiчно отримуємо∣∣∣∣f i (ξ, t+ τ,p,q)− f i (ξ, t,v,p)
τ

∣∣∣∣ ≤ φ3 (x, t) ≤ φ3 (ξ, t) ,

де φ3 (ξ, t) = max
{
φ3 (ξl(t), t) ,

1
lmin

φ3 (ξl(t), t)
}

.
Далi∣∣∣∣∂f i (ξ, t,v,p)∂vs

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂∂vs
(
fi

(
ξl(t), t,v,

1

l(t)
p
)
− ξ

l′(t)

l(t)
p
)∣∣∣∣

≤ φ3 (x, t) ≤ φ3 (ξ, t) ;

∣∣∣∣∂f i (ξ, t,v,p)∂ps

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂∂qs (fi (x, t,u,q)− ξl′(t)q
)
· ∂q

s

∂ps

∣∣∣∣
≤ 1

lmin

(
φ3 (x, t) +

∣∣l′(t)∣∣) ≤ φ3 (ξ, t) ,

де φ3 (ξ, t) = max{φ3 (ξl(t), t) ,
1
lmin

(φ3 (ξl(t), t) + a)}, i = 1, N, j =

1, N, s = 1, N .
Якщо при (x, t) ∈ QT ,

∣∣ui∣∣ ≤M i ,
∣∣qi∣∣ ≤M i

1, функцiї aij (x, t,u,q),
fi (x, t,u,q),

∂aij(x,t,u,q)
∂qs , ∂aij(x,t,u,q)∂us , ∂aij(x,t,u,q)∂x є неперервними функ-

цiями i задовольняють по x, t, ui, qi умовi Гельдера з показниками
β1, β1/2, β1,β1 вiдповiдно, то
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1) при (ξ, t) ∈ [0; 1] × [0;T ] виконується
∣∣vi∣∣ ≤ M

i,
∣∣pi∣∣ ≤ M

i
1, де

M
i
=M i, M i

1 = lmaxM
i
1, i = 1, N ;

2) функцiї aij (ξ, t,v,p), f i (ξ, t,v,p),
∂aij(ξ,t,v,p)

∂ps , ∂aij(ξ,t,v,p)
∂vs ,

∂aij(ξ,t,v,p)
∂ξ є неперервними функцiями, i = 1, N, j = 1, N, s =

1, N ;

3) функцiї aij (ξ, t,v,p), f i (ξ, t,v,p),
∂aij(ξ,t,v,p)

∂ps , ∂aij(ξ,t,v,p)
∂vs ,

∂aij(ξ,t,v,p)
∂ξ задовольняють по ξ, t, vi, pi умовi Гельдера з

показниками β1, β1/2, β1,β1 вiдповiдно.

F) Очевидно, що при виконаннi умови f) буде виконуватись умова,
що оператор

Lv = vt(ξ, t)−
d

dξ

[
A (ξ, t,v,vξ) · vξ

]
+ F (ξ, t,v,vξ) ,

так само як i оператор

L1v = vt(ξ, t)− A1 (ξ, t,v,vξ) · vξξ + F1 (ξ, t,v,vξ)

є 2-параболiчними за Петровським [32].
Нехай функцiї ai0 (ψ), Ai0 (ψ), i = 1, N , є додатними неперервними

функцiями аргумента ψ ≥ 0; φ3 (x, t) — неперервна функцiя, яка за-
довольняє по x, t умовi Гельдера з показниками β1, β1/2 вiдповiдно;
∥φ,φ1, φ2∥2q1,2r1,QT

≤ µ1, де

1

r1
+

1

2q1
= 1− η1,

q1 ∈ [1,∞] , r1 ∈
[

1

1− η1
;

2

1− 2η1
∞
]
, 0 < η1 <

1

2

Тодi аналогiчнi властивостi будуть стосуватись i функцiй ai0 (ψ),
A
i
0 (ψ), i = 1, N , ψ ≥ 0; φ3 (ξ, t), φ (ξ, t), φ1 (ξ, t), φ2 (ξ, t), де

ai0 (ψ) =
ai0 (ψ)

l2max

, A
i
0 (ψ) =

(
Ai0 (ψ)

l2min

+
a

lmin

)
, φ2(ξ, t) = φ2(ξl(t), t),

φ(ξ, t) = φ(ξl(t), t) +
a

lmin
, φ1(ξ, t) = φ1(ξl(t), t) +

a

lmin
,

φ3 (ξ, t) = max

{
φ3 (ξl(t), t) ,

1

lmin
(φ3 (ξl(t), t) + a)

}
.

Отже, справедлива наступна теорема.
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Теорема 4.1 ([33]). Припустимо що виконуються умови A)–F). Не-
хай при (ξ, t) ∈ [0; 1] × [0;T ], |vs| ≤ M

s i довiльнiй вектор-функцiї p
функцiї aij(ξ, t,v,p), f i(ξ, t,v,p) неперервнi, aij(ξ, t,v,p) диференцi-
йовнi по ξ, vs, ps, i = 1, N, j = 1, N, s = 1, N . Нехай при (ξ, t) ∈
[0; 1]×[0;T ], |vs| ≤M

s, |ps| ≤M
s
1 функцiї fi(ξ, t,v,p) мають частин-

нi похiднi ∂fi
∂ps ,

∂fi
∂vs , i = 1, N, j = 1, N . Функцiї vi0(ξ) ∈ H2+β1([0; 1]),

i = 1, N , i виконуються умови узгодження початкових даних, грани-
чних даних та самої системи рiвнянь нульового та першого поряд-
кiв [32]. При вищевказаних умовах для будь-якої функцiї l(t) ∈ B2M

iснує єдиний розв’язок v(ξ, t) ∈ H2+β1,1+β1/2([0; 1] × [0;T ]) крайової
задачi (3.1)–(3.3).

Якщо розв’язок крайової задачi (3.1)–(3.3) iснує для довiльної
функцiї з B2M , то вiн буде iснувати i для функцiї l(t), яка є розв’яз-
ком задачi Кошi (3.4), (3.5). Введемо позначення

f(l, t) = λl(t)
(
aN (ξ, t,v,vξ) · vξ|ξ=1 − aN (ξ, t,v,vξ) · vξ|ξ=0

)
, t > 0.

З вiдомої гладкої залежностi розв’язкiв параболiчних систем вiд кое-
фiцiєнтiв в умовах збереження параболiчностi випливає, що є вико-
наними наступнi умови:

1) функцiонал f(l, t) є неперервним на множинi

Π = {(l, t) : 0 ≤ t ≤ T, l(t) ∈ B2M} ;

2) функцiонал f(l, t) в Π задовольняє умову Лiпшиця вiдносно l,
тобто iснує така константа L > 0, що для будь яких двох точок
(l1, t) ∈ Π, (l2, t) ∈ Π виконується умова

|f (l1, t)− f (l2, t)| ≤ L · |l1 − l2| .

Тодi згiдно теореми Пiкара (див. [38, с. 65]) на вiдрiзку [0;h], де h =
min(T ; lmax−lmin

2M ), iснує єдиний розв’язок l(t) задачi Кошi (3.4), (3.5).

Висновки

В роботi визначено умови iснування локального в часi єдиного
класичного розв’язку крайової задачi з вiльною межею системи квазi-
лiнiйних параболiчних рiвнянь. Дослiдженою одновимiрною задачею
описується математична модель фiльтрацiйної консолiдацiї грунтiв в
умовах впливу тепло-солепереносу. Наступнi етапи дослiджень вказа-
ного напрямку: глобальнiсть розв’язку; вiдповiднi багатовимiрнi за-
дачi.
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Подяка проф. А. П. Власюку за пiдтримку та постiйну увагу до
роботи.
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