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Аннотация. В этой статье рассмотрена обратная краевая зада-
ча для псевдопараболического уравнения третьего порядка с инте-
гральным условием. Сначала исходная задача сводится к эквива-
лентной (в определённом смысле) задаче, для которой доказывается
теорема о существовании и единственности решения. Далее, пользу-
ясь этими фактами, доказываются существование и единственность
классического решения исходной задачи.
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Введение

Известно немало случаев, когда потребности практики приводят
к задачам определения коэффициентов или правой части дифферен-
циального уравнения по некоторым известным данным от его реше-
ния. Такие задачи получили название обратных задач математиче-
ской физики. Обратные задачи возникают в самых различных обла-
стях человеческой деятельности таких, как сейсмология, разведка
полезных ископаемых, биология, медицина, контроль качества про-
мышленных изделий и т.д., что ставит их в ряд актуальных проблем
современной математики. Различные обратные задачи для отдель-
ных типов дифференциальных уравнений в частных производных
изучались во многих работах. Отметим здесь, прежде всего рабо-
ты А. Н. Тихонова [1], М. М. Лаврентьева [2, 3], А. М. Денисова [4],
Н. И. Иванчова [5] и их учеников.
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В настоящее время весьма активно изучаются и вызывают боль-
шой практический и теоретический интерес исследования локальных
и нелокальных краевых задач для псевдопараболических уравнений
из-за того, что прикладные задачи физики, механики, биологии сво-
дятся к таким уравнениям. Исследованы новые нелокальные обра-
тные задачи для псевдопараболических уравнений третьего порядка
общего вида с переменными коэффициентами [6,7].

Целью данной работы является доказательство единственности и
существования решений обратной краевой задачи для псевдопарабо-
лического уравнения третьего порядка с однородным интегральным
условием первого рода.

Обратные задачи с интегральным условием переопределения для
параболических уравнений были исследованы в работах [8–12].

Интегральные условия встречаются при исследовании физиче-
ских явлений в случае, когда граница области протекания процесса
недоступна для непосредственных измерений. Примером могут слу-
жить задачи, возникающие при исследовании диффузии частиц в
турбулентной плазме [13], процессов распространения тепла [14, 15],
процесса влагопереноса в капиллярно-простых средах [16].

1. Постановка задачи и её сведение

к эквивалентной задаче

Рассмотрим для уравнения

ut(x, t) − butxx(x, t) − a(t)uxx(x, t) = p(t)u(x, t) + f(x, t), (1.1)

в области DT = {(x, t) : 0 6 x 6 1, 0 6 t 6 T}, обратную краевую
задачу с начальным условием

u(x, 0) = ϕ(x) (0 6 x 6 1), (1.2)

граничным условием Неймана

ux(0, t) = 0 (0 6 t 6 T ), (1.3)

интегральным условием

1∫

0

u(x, t) dx = 0 (0 6 t 6 T ) (1.4)

и с дополнительным условием

αu(0, t) + βu(1, t) = h(t) (0 6 t 6 T ), (1.5)
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где α, β,b > 0 — заданные числа (α2 + β2 6= 0), a(t) > 0, f(x, t), ϕ(x),
h(t) — заданные функции, а u(x, t) и p(t) — искомые функции.

Определение 1.1. Классическим решением задачи (1.1)–(1.5) назо-
вём пару функций {u(x, t), p(t)}, обладающих следующими свойства-
ми:

1) функция u(x, t) непрерывна в DT вместе со всеми своими
производными, входящими в уравнение (1.1);

2) функция p(t) непрерывна на [0, T ];

3) все условия (1.1)–(1.5) удовлетворяются в обычном смысле.

Аналогично [17] можно доказать следующую лемму.

Лемма 1.1. Пусть b > 0, 0 < a(t) ∈ C [0, T ], ϕ(x) ∈ C [0, 1], f(x, t) ∈
C(DT ), h(t) ∈ C1[0, T ], h(t) 6= 0,

∫ 1
0 f(x, t) dx = 0 (0 6 t 6 T ),∫ 1

0 ϕ(x) dx = 0, ϕ′(1) = 0, αϕ(0) + βϕ(1) = h(0).
Тогда задача нахождения классического решения задачи (1.1)–

(1.5) эквивалентна задаче определения функций u(x, t) и p(t), обла-
дающих свойствами 1) и 2) определения решения задачи (1.1)–(1.5),
из соотношений (1.1)–(1.3) и

ux(1, t) = 0 (0 6 t 6 T ), (1.6)

h′(t) − b (αutxx(0, t) + βutxx(1, t)) − a(t) (αuxx(0, t) + βuxx(1, t))

= p(t)h(t) + αf(0, t) + βf(1, t) (0 6 t 6 T ). (1.7)

2. Исследование существования и

единственности классического решения

обратной краевой задачи

Первую компоненту u(x, t) решения {u(x, t), p(t)} задачи (1.1)–
(1.3), (1.6), (1.7) будем искать в виде:

u(x, t) =

∞∑

k=0

uk(t) cosλkx (λk = kπ), (2.1)

где

uk(t) = lk

1∫

0

u(x, t) cosλkx dx (k = 0, 1, . . . ),
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причём

lk =

{
1, при k = 0,

2, при k = 1, 2, . . . .

Тогда, применяя формальную схему метода Фурье, из (1.1), (1.2),
получаем:

(1 + bλ2
k)u

′
k(t) + a(t)λ2

kuk(t) = Fk(t;u, p)

(0 6 t 6 T ; k = 0, 1, . . . ),
(2.2)

uk(0) = ϕk (k = 0, 1, . . .), (2.3)

где

Fk(t;u, p) = fk(t) + p(t)uk(t), fk(t) = lk

1∫

0

f(x, t) cosλkx dx,

ϕk = lk

1∫

0

ϕ(x) cosλkx dx (k = 0, 1, . . .).

Решая задачу (2.2), (2.3), находим:

u0(t) = ϕ0 +

t∫

0

F0(τ ;u, p) dτ (0 6 t 6 T ), (2.4)

uk(t) = ϕke
−

t∫
0

a(s)λ2
k

1+bλ2
k

ds
+

1

1 + bλ2
k

t∫

0

Fk(τ ;u, p)e
−

t∫
τ

a(s)λ2
k

1+bλ2
k

ds
dτ

(0 6 t 6 T ; k = 1, 2, . . .).

(2.5)

После подстановки выражений uk(t) (k = 0, 1, . . . ) в (2.1), для опреде-
ления компоненты u(x, t) решения задачи (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7), по-
лучаем:

u(x, t) = ϕ0 +

t∫

0

F0(τ ;u, p) dτ

+
∞∑

k=1

[
ϕke

−
t∫
0

a(s)λ2
k

1+bλ2
k

ds
+

1

1 + bλ2
k

t∫

0

Fk(τ ;u, p)e
−

t∫
τ

a(s)λ2
k

1+bλ2
k

ds
dτ

]
cosλkx,

(2.6)

где
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Fk(t;u, p) = fk(t) + p(t)uk(t)

= lk

1∫

0

(f (x, t) + p (t)u (x, t)) cosλkx dx (k = 0, 1, . . .) .

Теперь из (1.7), с учётом (2.1), имеем:

p(t) = h−1(t)

{
h′(t) − αf(0, t) − βf(1, t)

+
∞∑

k=1

(
α+ β (−1)k

)
(bλ2

ku
′
k(t) + a(t)λ2

kuk(t))

}
. (2.7)

Далее, используя (2.5) из (2.2), получаем:

bλ2
ku

′
k(t) + a(t)λ2

kuk(t) = Fk(t;u, p) − u′k(t) =
bλ2
k

1 + bλ2
k

Fk(t;u, p)

+
a(t)λ2

k

1 + bλ2
k

[
ϕke

−
t∫
0

a(s)λ2
k

1+bλ2
k

ds
+

1

1 + bλ2
k

t∫

0

Fk(τ ;u, p)e
−

t∫
τ

a(s)λ2
k

1+bλ2
k

ds
dτ

]

(k = 1, 2, . . .). (2.8)

Тогда, учитывая (2.8) из (2.7), находим:

p(t) = h−1(t)

{
h′(t) − αf(0, t) − βf(1, t)

+
∞∑

k=1

(
α+ β (−1)k

)
[

bλ2
k

1 + bλ2
k

Fk(t;u, p) +
a(t)λ2

k

1 + bλ2
k

×
(
ϕke

−
t∫
0

a(s)λ2
k

1+bλ2
k

ds
+

1

1 + bλ2
k

t∫

0

Fk(τ ;u, p)e
−

t∫
τ

a(s)λ2
k

1+bλ2
k

ds
dτ

)]}
, (2.9)

где

Fk(t;u, p) = fk(t) + p(t)uk(t)

= 2

1∫

0

(f (x, t) + p (t)u (x, t)) cosλkx dx (k = 1, 2, . . .) .

Таким образом, решение задачи (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) свелось
к решению системы (2.6), (2.9) относительно неизвестных функций
u(x, t) и p(t).

Аналогично [18] можно доказать следующую лемму.
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Лемма 2.1. Если {u(x, t), p(t)} — любое решение задачи (1.1)–(1.3),
(1.6), то функции

uk(t) = lk

1∫

0

u(x, t) cosλkx dx (k = 0, 1, . . . )

удовлетворяют системе, состоящей из уравнений (2.4), (2.5).

Следствие 2.1. Пусть решение системы (2.6), (2.9) единственное.
Тогда задача (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) не может иметь более одного
решения, т.е., если задача (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) имеет решение,
то оно единственно.

С целью исследования задачи (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) рассмотрим
следующие пространства.

Обозначим через Bα
2,T [19] совокупность всех функций вида

u(x, t) =
∞∑

k=0

uk(t) cosλkx (λk = kπ),

рассматриваемых в DT , где каждая из функций uk(t) (k = 0, 1, . . . )
непрерывна на [0, T ] и

J(u) = ‖u0(t)‖C[0,T ] +

{ ∞∑

k=1

(
λαk ‖uk(t)‖C[0,T ]

)2
}1/2

< +∞,

причём α > 0. Норму в этом множестве определим так:

‖u(x, t)‖Bα
2,T

= J(u).

Известно [19], что Bα
2,T является банаховым пространством.

Через EαT обозначим пространство Bα
2,T ×C[0, T ] вектор-функций

z(x, t) = {u(x, t), p(t)} с нормой

‖z(x, t)‖Eα
T

= ‖u(x, t)‖Bα
2,T

+ ‖p(t)‖C[0,T ] .

Очевидно, что EαT также является банаховым пространством.
Теперь рассмотрим в пространстве E3

T оператор

Φ(u, p) = {P (u, p), H(u, p)} ,

где

P (u, p) =
∞∑

k=0

Pk(t) cosλkx,
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а P0(t), Pk(t) (k = 1, 2, . . . ), H(u, p) равны соответственно правым
частям (2.4), (2.5) и (2.9).

Предположим, что данные задачи (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7), удовле-
творяют следующим условиям:

1 . ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ϕ′′′(x) ∈ L2(0, 1), ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0.

2. f(x, t) ∈ C(DT ), fx(x, t) ∈ L2(DT ).

3. b > 0, 0 < a(t) ∈ C[0, T ], h(t) ∈ C1[0, T ], h(t) 6= 0 (0 6 t 6 T ).

Тогда из (2.4), (2.5) и (2.9), имеем:

‖P (u, p)‖B3
2,T

6 A1(T ) +B1(T ) ‖p(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B3
2,T
, (2.10)

‖H(u, p)‖C[0,T ] 6 A2(T ) +B2(T ) ‖p(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B3
2,T
, (2.11)

где

A1(T ) = ‖ϕ(x)‖L2(0,1) +
√
T ‖f(x, t)‖L2(DT )

+
√

3
∥∥ϕ′′′(x)

∥∥
L2(0,1)

+

√
3

b

√
T ‖fx(x, t)‖L2(DT ) ,

B1(T ) =
(
1 +

√
3

b

)
T,

A2(T ) =
∥∥h−1(t)

∥∥
C[0,T ]

{∥∥h′(t) − αf(0, t) − βf(1, t)
∥∥
C[0,T ]

+
|α| + |β|√

6

∥∥‖fx(x, t)‖C[0,T ]

∥∥
L2(0,1)

+
|α| + |β|√

6

∥∥ϕ′(x)
∥∥
L2(0,1)

+
1

b
√

6
‖a(t)‖C[0,T ]

(∥∥ϕ′(x)
∥∥
L2(0,1)

+ ‖f(x, t)‖L2(DT )

)}
,

B2(T ) =
|α| + |β|√

6

(
1 +

1

b2
T ‖a(t)‖C[0,T ]

)∥∥h−1(t)
∥∥
C[0,T ]

.

Из неравенств (2.10), (2.11) заключаем:

‖P (u, p)‖B3
2,T

+ ‖H(u, p)‖C[0,T ]

6 A(T ) +B(T ) ‖p(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B3
2,T
, (2.12)

где
A(T ) = A1(T ) +A2(T ), B(T ) = B1(T ) +B2(T ).

Итак, можно доказать следующую теорему.
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Теорема 2.1. Пусть выполнены условия 1–3 и

(A(T ) + 2)2B(T ) < 1. (2.13)

Тогда задача (1.1)–(1.3), (1.6), (1.7) имеет в шаре KR (‖z‖E3
T

6 R =

A(T ) + 2) пространства E3
T единственное решение.

Замечание 2.1. Неравенство (20) удовлетворяется при достаточно
малых значениях T +

∥∥h−1(t)
∥∥
C[0,T ]

.

Доказательство. В пространстве E3
T рассмотрим уравнение

z = Φz, (2.14)

где z = {u, p}, а компоненты P (u, p), H(u, p) оператора Φ(u, p), опре-
делены правыми частями уравнений (2.6) и (2.9).

Рассмотрим оператор Φ(u, p) в шаре KR из E3
T . Аналогично [17],

в силу (2.12), можно показать, что оператор Φ действует в шаре KR

и является сжимающим. Поэтому, в шаре KR оператор Φ имеет един-
ственную неподвижную точку {u, p}, которая является единственным
в шаре KR решением уравнения (2.14), т.е. является единственным в
шаре KR решением системы (2.6), (2.9).

Функция u(x, t), как элемент пространства B3
2,T , непрерывна и

имеет непрерывные производные ux(x, t), uxx(x, t) в DT .

Легко проверить, что ut(x, t) и utxx(x, t) непрерывны в DT и урав-
нение (1.1), условия (1.2), (1.3), (1.6), (1.7) удовлетворяются в обыч-
ном смысле. Следовательно, {u(x, t), p(t)} является решением задачи
(1.1)–(1.3), (1.6), (1.7). В силу следствия леммы 2.1 оно единственно
в шаре KR. Теорема доказана.

С помощью леммы 1.1, из последней теоремы вытекает однознач-
ная разрешимость исходной задачи (1.1)–(1.5).

Теорема 2.2. Пусть выполняются все условия теоремы 2.1 и

1∫

0

ϕ(x) dx = 0,

1∫

0

f(x, t) dx = 0 (0 6 t 6 T ),

αϕ(0) + βϕ(1) = h(0).

Тогда задача (1.1)–(1.5) имеет в шаре KR (‖z‖E3
T

6 R = A(T ) + 2)

из E3
T единственное классическое решение.
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