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Анотацiя. Описано всi пари лiнiйних неперервних операторiв, що
дiють у просторах аналiтичних в областях функцiй i задовольняють
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операторiв.

1. Вступ

Нехай G — довiльна область комплексної площини. Через H(G)
позначатимемо простiр усiх аналiтичних в областi G функцiй, що
надiлений топологiєю компактної збiжностi, а через L(H(G)) — мно-
жину всiх лiнiйних неперервних операторiв на просторi H(G). У ро-
ботi [1] описано всi лiнiйнi функцiонали L та M на просторi H(G),
якi задовольняють спiввiдношення

L(fg) = L(f)L(g) −M(f)M(g) (1.1)

для довiльних функцiй f та g з простору H(G). Це рiвняння є анало-
гом теореми додавання для косинусiв.

Природним чином виникає питання про опис усiх пар лiнiйних
неперервних операторiв A та B на просторi H(G) таких, що

(A(fg))(z) = (Af)(z)(Ag)(z) − (Bf)(z)(Bg)(z) (1.2)

для довiльних функцiй f та g з простору H(G) при z ∈ G. Розв’язан-
ню цiєї задачi в класi лiнiйних неперервних операторiв, що дiють у
просторi аналiтичних функцiй в однозв’язнiй областi G, присвячено
дану статтю.

Стаття надiйшла в редакцiю 19.03.2012

ISSN 1810 – 3200. c© Iнститут математики НАН України



70 Про операторний аналог теореми...

2. Допомiжнi твердження

Для розв’язання сформульованої задачi будемо використовувати
iнтегральне зображення Кете операторiв з класу L(H(G)) [2]. Наведе-
мо це зображення. Нехай G — довiльна однозв’язна область компле-
ксної площини, а (Gn)∞n=1 — послiдовнiсть однозв’язних областей, ко-
жна з яких обмежена замкненою спрямною жордановою кривою, яка
апроксимує зсередини область G, тобто G =

⋃∞
n=1Gn i Gn ⊂ Gn+1,

n = 1, 2, . . .. Через Bn позначимо банахiв простiр, що складається з
функцiй f(z), якi неперервнi на Gn i є аналiтичними в Gn, з нормою
‖f‖ = maxz∈Gn

|f(z)|, n = 1, 2, . . .. Якщо оператор T ∈ L(H(G)), то
для довiльного натурального числа n iснує натуральне число N(n)
таке, що оператор T однозначно продовжується до лiнiйного непе-
рервного оператора, який дiє з простору BN(n) у Bn. Тому функцiя

t(λ, z) = T
[ 1

λ− z

]
, (2.1)

є локально аналiтичною на множинi ∁G×G у наступному сенсi: iснує
монотонно зростаюча функцiя N(n) : N −→ N така, що для кожного
натурального n функцiя t(λ, z) є аналiтичною на множинi ∁GN(n) ×
Gn, при цьому t(∞, z) = 0; крiм того, якщо m > n, то функцiя t(λ, z),
яка визначена на множинах ∁GN(n)×Gn i ∁GN(m)×Gm, збiгається на

їхньому перетинi ∁GN(m) ×Gn. При цьому для g ∈ H(G) при z ∈ Gn

(Tg)(z) =
1

2πi

∫

γn

t(λ, z)g(λ) dλ, (2.2)

де γn — межа областi GN(n)+1.
Навпаки, якщо функцiя t(λ, z) є локально аналiтичною на множи-

нi ∁G×G, то вона є аналiтичною на множинi F =
⋃∞

n=1 ∁GN(n) ×Gn,
i рiвнiстю (2.2) визначається оператор T ∈ L(H(G)). Таким чином,
формулами (2.1) та (2.2) встановлюється взаємно однозначна вiдпо-
вiднiсть мiж локально аналiтичними на множинi ∁G×G функцiями
t(λ, z) i операторами T ∈ L(H(G)). Функцiю t(λ, z), яка для оператора
T ∈ L(H(G)) визначається формулою (2.1), називають характеристи-
чною за Кете функцiєю оператора T .

Зазначимо, що в роботi [3] описано всi пари лiнiйних неперервних
операторiв A та B на просторi H(G), для яких виконується рiвнiсть

(A(fg))(z) = (Af)(z)(Bg)(z) + (Ag)(z)(Bf)(z)

для довiльних функцiй f та g з простору H(G) при z ∈ G. Надалi нам
буде потрiбне наступне узагальнення основного результату роботи [3].
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Теорема 2.1. Нехай функцiя q(z) є аналiтичною в однозв’язнiй
областi G i вiдмiнною вiд тотожного нуля. Для того, щоб для не-
нульових операторiв A та B з класу L(H(G)) виконувалася рiвнiсть

q(z)(A(fg))(z) = (Af)(z)(Bg)(z) + (Ag)(z)(Bf)(z)

для довiльних функцiй f та g з простору H(G), необхiдно i доста-
тньо, щоб оператори A та B подавалися у виглядi

(Af)(z) =
h(z)

2πi

∫

γn

f(λ)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
dλ

та

(Bf)(z) =
q(z)

2πi

∫

γn

(λϕ0(z) + 1
2ϕ1(z))f(λ)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
dλ,

де функцiї h(z) та ϕk(z), k = 0, 1, 2, належать до простору H(G),
причому на множинi F виконується спiввiдношення

ϕ0(z)λ
2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z) 6= 0,

хоча б одна з функцiй ϕ0(z), ϕ1(z) вiдмiнна вiд тотожного нуля в
G та h(z) 6≡ 0 в G.

У формулах для визначення (Af)(z) та (Bf)(z) точка z ∈ Gn, а
контур iнтегрування γn вибрано за властивiстю локальної аналiти-
чностi на множинi ∁G × G характеристичних функцiй операторiв A
та B. Теорема 2.1 доводиться за тiєю ж схемою, що й теорема з [3].
Принагiдно зазначимо, що у формулювання, але не у доведення те-
ореми з [3] вкралася неточнiсть: замiсть умови “ϕ0(z)ϕ1(z) 6≡ 0 в G ”
повинна бути умова “хоча б одна з функцiй ϕ0(z), ϕ1(z) вiдмiнна вiд
тотожного нуля в G ”.

3. Основний результат

Припустимо, що оператори A та B з класу L(H(G)) задоволь-
няють спiввiдношення (1.2). Якщо B = 0, то рiвнiсть (1.2) набуває
вигляду (A(fg))(z) = (Af)(z)(Ag)(z). За теоремою 1 з [4] ненульо-
вий оператор A з класу L(H(G)) задовольняє це спiввiдношення тодi
i тiльки тодi, коли (Af)(z) = f(ψ(z)), де ψ(z) — деяка функцiя з
простору H(G), для якої ψ(G) ⊂ G.

Надалi вважатимемо, що B 6= 0. Тодi з (1.2) випливає, що A 6= 0.
Для довiльних функцiй f, g, h з простору H(G) виконується рiвнiсть
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A(fgh) = A(fg)A(h)−B(fg)B(h)) = A(f)A(g)A(h)−B(f)B(g)A(h)−
B(fg)B(h). Подiбним чином A(fhg) = A(fh)A(g) −B(fh)B(g) =
= A(f)A(h)A(g) −B(f)B(h)A(g) −B(fh)B(g). Тодi

(B(fg) −B(f)A(g))B(h) = (B(fh) −B(f)A(h))B(g) (3.1)

для довiльних функцiй f, g, h з простору H(G). Оскiльки B 6= 0, то
iснує функцiя h0 ∈ H(G), для якої Bh0 = H0 i H0(z) 6≡ 0 в G. Покла-
даючи в (3.1) h = h0, одержимо, що при z ∈ G виконується рiвнiсть

H0(z)(B(fg))(z) = H0(z)(Bf)(z)(Ag)(z) + (Cf)(z)(Bg)(z), (3.2)

де C ∈ L(H(G)), причому (Cf)(z) = (B(h0f))(z) − (Ah0)(z)(Bf)(z).
Помiнявши в (3.2) f та g мiсцями, одержимо, що

H0(z)(B(gf))(z) = H0(z)(Bg)(z)(Af)(z) + (Cg)(z)(Bf)(z).

З цiєї рiвностi, використовуючи (3.2), отримуємо, що

(Bf)(z)(H0(z)(Ag)(z) − (Cg)(z)) = (Bg)(z)(H0(z)(Af)(z) − (Cf)(z)).

Покладаючи в цiй рiвностi g = h0, одержимо, що при z ∈ G

H0(z)(Cf)(z) = Θ(z)(Bf)(z) + (H0(z))
2(Af)(z), (3.3)

де Θ(z) = (Ch0)(z)−H0(z)(Ah0)(z), причому Θ ∈ H(G). Виключаючи
з рiвностей (3.2) та (3.3) (Cf)(z), одержимо, що

(H0(z))
2(B(fg))(z) = (Bf)(z)

(
(H0(z))

2(Ag)(z) +
1

2
Θ(z)(Bg)(z)

)

+ (Bg)(z)
(
(H0(z))

2(Af)(z) +
1

2
Θ(z)(Bf)(z)

)
(3.4)

для f, g ∈ H(G).
Розглянемо оператор D ∈ L(H(G)), який визначається формулою

(Df)(z) = (H0(z))
2(Af)(z) +

1

2
Θ(z)(Bf)(z). (3.5)

Тодi спiввiдношення (3.4) можна записати у виглядi

(H0(z))
2(B(fg))(z) = (Bf)(z)(Dg)(z) + (Bg)(z)(Df)(z), (3.6)

f, g ∈ H(G). Множина операторiв B та D з класу L(H(G)), якi за-
довольняють спiввiдношення (3.6), описана в теоремi 2.1. За цiєю те-
оремою iснують функцiї h(z) та ϕk(z), k = 0, 1, 2, з простору H(G),
для яких на множинi F виконується умова

ϕ0(z)λ
2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z) 6= 0. (3.7)
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При цьому для довiльної функцiї f ∈ H(G) при z ∈ Gn виконуються
рiвностi

(Bf)(z) =
h(z)

2πi

∫

γn

f(λ)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
dλ (3.8)

та

(Df)(z) =
(H0(z))

2

2πi

∫

γn

(λϕ0(z) + 1
2ϕ1(z))f(λ)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
dλ, (3.9)

де контур iнтегрування γn вибрано за властивiстю локальної аналi-
тичностi на множинi ∁G × G характеристичних функцiй операторiв
B та D. Оскiльки оператор B 6= 0, то принаймнi одна з функцiй ϕ0(z)
або ϕ1(z) вiдмiнна вiд тотожного нуля в G.

З рiвностей (3.5), (3.8) i (3.9) випливає, що для довiльної функцiї
f(z) з простору H(G) при z ∈ Gn є правильною рiвнiсть

(H0(z))
2(Af)(z) +

1

2
Θ(z)

h(z)

2πi

∫

γn

f(λ)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
dλ

=
(H0(z))

2

2πi

∫

γn

(λϕ0(z) + 1
2ϕ1(z))f(λ)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
dλ. (3.10)

З умови (3.7) випливає, що для довiльної точки z0 ∈ G числа
ϕ0(z0) та ϕ1(z0) одночасно не дорiвнюють нулевi. Дiйсно, припусти-
мо, що ϕ0(z0) = ϕ1(z0) = 0 для деякої точки z0 ∈ G. Тодi з (3.7)
випливає, що ϕ2(z0) 6= 0. Виберемо натуральне число n таким, щоб
z0 ∈ Gn. Тодi при z ∈ Gn i λ ∈ ∁GN(n) має мiсце (3.7). Внаслiдок не-
перервної залежностi коренiв рiвняння ϕ0(z)λ

2 + ϕ1(z)λ + ϕ2(z) = 0
вiдносно λ вiд параметра z, одержимо, що при z → z0 коренi цього
рiвняння прямують до безмежностi, i ми отримуємо суперечнiсть з
умовою (3.7). Розглянемо довiльну точку z0 ∈ G. Нехай ϕ0(z0) 6= 0
i z1 та z2 — коренi рiвняння ϕ0(z0)λ

2 + ϕ1(z0)λ + ϕ2(z0) = 0. З (3.7)
випливає, що z1, z2 ∈ GN(n). Тому для довiльної функцiї f ∈ H(G)

1

2πi

∫

γn

f(λ)

ϕ0(z0)λ2 + ϕ1(z0))λ+ ϕ2(z0)
dλ =

{
f(z1)−f(z2)

ϕ0(z0)(z1−z2)
, при z1 6= z2

f ′(z1)
ϕ0(z0) , при z1 = z2.

У випадку ϕ0(z0) = 0 аналогiчно до попереднього одержуємо, що

1

2πi

∫

γn

f(λ)

ϕ0(z0)λ2 + ϕ1(z0))λ+ ϕ2(z0)
dλ =

f(z1)

ϕ1(z0)
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для довiльної функцiї f ∈ H(G), де z1 — деяка точка з областi G.
З цих формул випливає, що для довiльної точки z0 ∈ Gn iснує фун-
кцiя f ∈ H(G), для якої

∫
γn

f(λ)
ϕ0(z0)λ2+ϕ1(z0))λ+ϕ2(z0)

dλ 6= 0. Оскiльки

рiвнiсть (3.10) виконується для довiльної функцiї f ∈ H(G), то ко-
жен m-кратний нуль функцiї (H0(z))

2, який належить областi Gn, є
також k-кратним нулем функцiї Θ(z)h(z), причому k ≥ m. Тому фун-

кцiя h1(z) = − Θ(z)h(z)
2(H0(z))2

є аналiтичною в областi G i з рiвностi (3.10)
випливає, що

(Af)(z) =
1

2πi

∫

γn

(λϕ0(z) + 1
2ϕ1(z) + h1(z))f(λ)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
dλ (3.11)

при z ∈ Gn. Таким чином, ми встановили, що для ненульових опера-
торiв A та B, що задовольняють спiввiдношення (1.2), iснують фун-
кцiї h(z), h1(z), ϕk(z), k = 0, 1, 2, з простору H(G), для яких виконує-
ться умова (3.7), i дiя цих операторiв на довiльну функцiю f ∈ H(G)
при z ∈ Gn визначається формулами (3.11) та (3.8), вiдповiдно.

Покажемо, що мiж функцiями, через якi визначаються оператори
A та B, iснує певне спiввiдношення. Нехай a(λ, z) та b(λ, z) — хара-
ктеристичнi за Кете функцiї операторiв A та B, якi визначаються
формулами (3.11) та (3.8). Вiзьмемо довiльне натуральне n, i нехай
число N(n) знайдене за означенням локально аналiтичних функцiй
a(λ, z) та b(λ, z). Тодi цi функцiї є аналiтичними при λ ∈ ∁GN(n) та
z ∈ Gn. Як вiдзначалося ранiше, оператори A та B однозначно про-
довжуються до лiнiйних неперервних операторiв, якi дiють з BN(n) в
Bn. Для продовжених операторiв зберiгатимемо попереднi позначен-
ня. Покладаючи в (1.2) f(z) = 1

λ−z та g(z) = 1
µ−z , одержимо, що при

λ, µ ∈ ∁GN(n), причому λ 6= µ, та при z ∈ Gn виконується рiвнiсть:

1

µ− λ
(a(λ, z) − a(µ, z)) = a(λ, z)a(µ, z) − b(λ, z)b(µ, z). (3.12)

З (3.5) та (3.11) випливає, що при λ ∈ ∁GN(n) та z ∈ Gn

a(λ, z) =
λϕ0(z) + 1

2ϕ1(z) + h1(z)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
, (3.13)

b(λ, z) =
h(z)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
. (3.14)

Тому при λ, µ ∈ ∁GN(n), причому λ 6= µ, та при z ∈ Gn виконується
рiвнiсть:
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1

µ− λ
(a(λ, z) − a(µ, z)) − (a(λ, z)a(µ, z) − b(λ, z)b(µ, z))

=
h2(z) − h2

1(z) + 1
4ϕ

2
1(z) − ϕ0(z)ϕ2(z)

(ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z))(ϕ0(z)µ2 + ϕ1(z)µ+ ϕ2(z))
.

Тому iз спiввiдношення (3.12) випливає, що

h2(z) − h2
1(z) +

1

4
ϕ2

1(z) − ϕ0(z)ϕ2(z) = 0 (3.15)

при z ∈ Gn. Оскiльки n — довiльне натуральне число, то рiвнiсть
(3.15) виконується для довiльної точки z ∈ G. Таким чином, доведено
необхiднiсть умов наступного твердження.

Теорема 3.1. Нехай G — однозв’язна область в C. Для того, щоб
для ненульових операторiв A та B з класу L(H(G)) виконувалася
рiвнiсть (1.2) для довiльних функцiй f та g з простору H(G), необхi-
дно i достатньо, щоб оператори A та B подавалися у виглядi (3.11)
та (3.8), де функцiї h(z), h1(z) та ϕk(z), k = 0, 1, 2, належать до
простору H(G), причому для них на множинi F виконується спiв-
вiдношення (3.7), на множинi G виконується рiвнiсть (3.15), хоча
б одна з функцiй ϕ0(z), ϕ1(z) вiдмiнна вiд тотожного нуля в G та
h(z) 6≡ 0 в G.

Доведення. Достатнiсть. Нехай h(z), h1(z), ϕk(z), k = 0, 1, 2, — ана-
лiтичнi в областi G функцiї, для яких на множинi F виконується
спiввiдношення (3.7), на множинi G виконується рiвнiсть (3.15), хоча
б одна з функцiй ϕ0(z), ϕ1(z) вiдмiнна вiд тотожного нуля в G та
h(z) 6≡ 0 в G. Тодi формулами (3.13) та (3.14) визначаються локально
аналiтичнi на множинi ∁G × G функцiї a(λ, z) та b(λ, z). Покажемо,
що ненульовi оператори A та B, характеристичнi функцiї яких збiга-
ються, вiдповiдно, з a(λ, z) та b(λ, z), задовольняють рiвнiсть (1.2).

Вiзьмемо довiльне натуральне n i виберемо за ним натуральне
число N(n) таким, щоб функцiї a(λ, z) та b(λ, z) були аналiтичними
на множинi ∁GN(n) ×Gn. Нехай γn = ∂GN(n)+1 i γ̃n = ∂GN(n)+2. Тодi
для довiльних функцiй f та g з H(G) при z ∈ Gn значення (Af)(z) та
(Bf)(z) визначаються формулами (3.11) та (3.8), а значення (Ag)(z)
та (Bg)(z) визначаються наступними формулами:

(Ag)(z) =
1

2πi

∫

γ̃n

(µϕ0(z) + 1
2ϕ1(z) + h1(z))g(µ)

ϕ0(z)µ2 + ϕ1(z)µ+ ϕ2(z)
dµ,

(Bg)(z) =
h(z)

2πi

∫

γ̃n

g(µ)

ϕ0(z)µ2 + ϕ1(z)µ+ ϕ2(z)
dµ.
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Тому при z ∈ Gn

(Af)(z)(Ag)(z) − (Bf)(z)(Bg)(z)

=
1

(2πi)2

∫

γn

dλ

∫

γ̃n

χ(λ, µ, z)f(λ)g(µ)

η(λ, z)η(µ, z)
dµ,

де η(λ, z) = ϕ0(z)λ
2 +ϕ1(z)λ+ϕ2(z), а χ(λ, µ, z) = λµϕ2

0(z)+ 1
4ϕ

2
1(z)+

(λ+ µ)
(

1
2ϕ0(z)ϕ1(z) + ϕ0(z)h1(z)

)
+ ϕ1(z)h1(z) + h2

1(z) − h2(z).
Враховуючи (3.15), одержимо

χ(λ, µ, z)

η(λ, z)η(µ, z)

=
1

µ− λ

(
λϕ0(z) + 1

2ϕ1(z) + h1(z)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
− µϕ0(z) + 1

2ϕ1(z) + h1(z)

ϕ0(z)µ2 + ϕ1(z)µ+ ϕ2(z)

)

при λ ∈ γn, µ ∈ γ̃n, z ∈ Gn. Тодi

(Af)(z)(Ag)(z) − (Bf)(z)(Bg)(z)

=
1

(2πi)2

∫

γn

(
λϕ0(z) + 1

2ϕ1(z) + h1(z)
)
f(λ)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
dλ

∫

γ̃n

g(µ)

µ− λ
dµ

− 1

(2πi)2

∫

γ̃n

(
µϕ0(z) + 1

2ϕ1(z) + h1(z)
)
g(µ)

ϕ0(z)µ2 + ϕ1(z)µ+ ϕ2(z)
dµ

∫

γn

f(λ)

µ− λ
dλ

=
1

2πi

∫

γn

(
λϕ0(z) + 1

2ϕ1(z) + h1(z)
)
f(λ)g(λ)

ϕ0(z)λ2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z)
dλ = (A(fg))(z).

Теорема доведена.

Наведемо деякi класи операторiв, якi одержуються з теореми 3.1 i
задовольняють спiввiдношення, яке є операторним аналогом теореми
додавання для косинуса.

I. Нехай

ϕ0(z)λ
2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z) = (λ− ψ1(z))(λ− ψ2(z)),

де ψ1(z) та ψ2(z) — деякi аналiтичнi в областi G функцiї, якi вiдобра-
жають G в себе, причому ψ1(z) 6≡ ψ2(z). Тодi умова (3.7) виконується
i для довiльних функцiй h(z) i h1(z) з простору H(G), якi при z ∈ G
задовольняють спiввiдношення h2(z) − h2

1(z) + 1
4(ψ1(z) − ψ2(z))

2 = 0,
оператори A та B, якi дiють за правилами

(Af)(z) =
1

2
(f(ψ1(z)) + f(ψ2(z))) + h1(z)

f(ψ1(z)) − f(ψ2(z))

ψ1(z) − ψ2(z)
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при z ∈ G : ψ1(z) 6= ψ2(z),

(Af)(z) = f(ψ1(z)) + h1(z)f
′(ψ1(z)) при z ∈ G : ψ1(z) = ψ2(z);

(Bf)(z) = h(z)
f(ψ1(z)) − f(ψ2(z))

ψ1(z) − ψ2(z)
при z ∈ G : ψ1(z) 6= ψ2(z),

(Bf)(z) = h(z)f ′(ψ1(z)) при z ∈ G : ψ1(z) = ψ2(z)

належать до класу L(H(G)) i задовольняють спiввiдношення (1.2).
II. Нехай

ϕ0(z)λ
2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z) = (λ− ψ(z))2,

де ψ(z) деяка аналiтична в областi G функцiя, причому ψ(G) ⊂ G.
Тодi використовуючи теорему 3.1, одержуємо, що для довiльної фун-
кцiї h(z) з простору H(G) оператори A та B, якi дiють за правилами:

a) (Af)(z) = f(ψ(z)) + h(z)f ′(ψ(z)), (Bf)(z) = h(z)f ′(ψ(z));

b) (Af)(z) = f(ψ(z)) − h(z)f ′(ψ(z)), (Bf)(z) = h(z)f ′(ψ(z)),

належать до класу L(H(G)) i задовольняють спiввiдношення (1.2).
III. Нехай

ϕ0(z)λ
2 + ϕ1(z)λ+ ϕ2(z) = λ− ψ(z),

де ψ(z) деяка аналiтична в областi G функцiя, причому ψ(G) ⊂ G.
Тодi з теореми 3.1 випливає, що для довiльних функцiй h(z) та h1(z) з
простору H(G), якi задовольняють спiввiдношення h2(z)−h2

1(z)+
1
4 =

0, оператори A та B, якi дiють за правилами:

(Af)(z) =
(1

2
+ h1(z)

)
f(ψ(z)), (Bf)(z) = h(z)f(ψ(z)),

належать до класу L(H(G)) i задовольняють спiввiдношення (1.2).
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