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Анотацiя. Обгрунтовано застосування методу усереднення до за-
дачi оптимального керування системами диференцiальних рiвнянь,
нелiнiйних по фазовiй змiннiй i лiнiйних по керуванню. Доведено
iснування оптимального керування початкової та усередненої задач,
а також близькiсть оптимальних траєкторiй i критерiїв якостi.
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Вступ

Ефективним методом розв’язання задач оптимального керування
є метод усереднення. При його використаннi початковiй неавтономнiй
задачi оптимального керування ставиться у вiдповiднiсть усереднена
автономна задача, що є простiшою за вихiдну. Даним питанням при-
свячено низку робiт (див., наприклад, [1, 6, 7]). Досить широко вони
висвiтленi в монографiях [2,5]. Проте в [1] основна увага придiлялася
сталим керуванням, що значно звужує можливостi керування систе-
мою. В [2] множина керувань усередненою системою будувалася за
керуваннями початкової системи, що є нелегкою задачею. Вiдзначи-
мо також, що в [1] i [2] множина керувань компактна. В [5] вста-
новлено близькiсть мiж оптимальною траєкторiєю вихiдної задачi та
диференцiальним включенням, побудованим спецiальним чином з ви-
користанням методу усереднення.
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У данiй роботi множина керувань Uε для початкової та усере-
дненої систем спiвпадає, є опуклою i замкненою множиною, але не
обов’язково компактною. При цьому доводиться iснування оптималь-
ного керування початкової та усередненої задачi та встановлено зв’я-
зок мiж оптимальним розв’язком початкової задачi та оптимальним
розв’язком вiдповiдної усередненої задачi, а також знаходяться умо-
ви, при яких оптимальне керування усередненої системи здiйснює
наближений оптимальний синтез точної системи.

1. Постановка задачi

Розглядається задача оптимального керування системою дифе-
ренцiальних рiвнянь:

ẋ = ε[A(t, x) + B(t, x)uε]

x(0) = x0,
(1.1)

де ε > 0 — малий параметр, t ≥ 0, T > 0 — деяка константа, x ∈ D —
фазовий вектор, D — область в R

n, uε ∈ Uε ⊂ R
m — вектор керування,

Uε — опукла i замкнена множина, 0 ∈ Uε для довiльного ε, A —
вектор-функцiя, B — n × m-матриця.

Керування uε(t) вважаються допустимими, якщо

a) uε(t) ∈ Lp(0, T
ε
) для деякого p > 1;

b) uε(t) ∈ Uε при t ∈ [0, T
ε
];

c) iснує ε0 > 0, що при ε < ε0 розв’язок задачi Кошi (1.1) xε(t, uε)
визначений i єдиний на [0, T

ε
] та лежить в областi D.

Множину таких керувань uε(t) позначимо Ωε.

Потрiбно знайти такi допустимi керування uε(t), що забезпечують
мiнiмальне значення функцiоналу

Jε(u) = ε

T
ε∫

0

[C(t, x) + F (t, u)] dt,

де F (t, u) — опукла по u для довiльного фiксованого t, неперервна
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за сукупнiстю змiнних i така, що iснує a > 0 та α ∈ R, що F (t, u) ≥

a|u|p + α та для деякого K > 0, ε
∫ T

ε

0 F (t, 0) dt ≤ K для довiльного
ε > 0.

Будемо вважати, що виконуються наступнi умови:

1) Iснують такi A0(x) i B0(x) , що рiвномiрно по x ∈ D справедливi
наступнi граничнi спiввiдношення:

lim
T→∞

|
1

T

T∫

0

A(t, x) dt − A0(x)| = 0,

lim
T→∞

1

T

T∫

0

‖B(t, x) − B0(x)‖q dt = 0,

де q визначається з умови 1
p

+ 1
q

= 1;

2) A(t, x), B(t, x) — визначенi, вимiрнi по t при кожному x, непе-
рервнi по x при майже всiх t, а C(t, x) — визначена i неперервна
при t ≥ 0, x ∈ D;

3) A(t, x), B(t, x), C(t, x) — обмеженi сталою M при t ≥ 0, x ∈ D;

4) A(t, x), B(t, x), C(t, x) —лiпшiцевi по x зi сталою L в областi D.

Поставимо у вiдповiднiсть задачi (1.1) на [0, T
ε
] наступну усере-

днену задачу:
ẏ = ε[A0(y) + B0(y)ūε]

y(0) = x0,
(1.2)

де ūε ∈ Uε, допустимi керування для усередненої системи задоволь-
няють тi ж умови, що i допустимi керування задачi (1.1), причому
умова с) виконується для розв’язку yε(t, uε) усередненої задачi Кошi
(1.2). Множину таких керувань позначимо Ωε. Функцiонал керування
усередненої задачi має вигляд:

J̄ε(ū) = ε

T
ε∫

0

[C(t, y) + F (t, ū)] dt.

Позначимо J∗
ε = infuε(t)∈Ωε

Jε(u), J̄∗
ε = inf ūε(t)∈Ωε

J̄ε(ū).
У роботi доводиться, що при певних умовах точна та усереднена

задачi мають розв’язки при ε < ε0 для деякого ε0 > 0, i для довiль-
ного η > 0 iснує ε1 = ε1(η), що при ε < ε1:



Т. Добродзiй 153

|J∗
ε − Jε(ū

∗)| ≤ η,

ū∗ — оптимальне керування усередненою системою.

Зауваження 1.1. Якщо iснує таке C0(x), що рiвномiрно по x ∈ D

виконується спiввiдношення

lim
T→∞

∣∣∣∣∣
1

T

T∫

0

C(t, x) dt − C0(x)

∣∣∣∣∣ = 0,

то функцiоналом в усередненiй задачi можемо взяти

J̄ε(ū) = ε

T
ε∫

0

[C0(y) + F (t, ū)] dt. (∗)

У подальшому будемо вважати, що для усередненої системи ви-
конується наступна умова:

(A) Якщо керування ūε ∈ Ωε задовольняють оцiнку

ε

T
ε∫

0

|ūε(t)|
p dt ≤ C,

де C > 0 та не залежить вiд ε та ūε, то iснує ε0 = ε0(C), що при ε < ε0

розв’язок усередненої задачi yε(t, ūε) лежить при t ∈ [0, T
ε
] в областi

D разом з деяким ρ-околом, причому ρ не залежить вiд ε i вiд ūε.

2. Допомiжнi твердження

Для доведення вище анонсованих результатiв нам будуть потрi-
бнi наступнi леми. Перша з них — це певне узагальнення принципу
усереднення.

Лема 2.1. При виконаннi умов 1)–4) та умови (A) для довiльного

η > 0 iснує ε0 = ε0(C, η), що при ε < ε0 розв’язок точної системи

xε(t, uε) визначений на [0, T
ε
], i справедлива оцiнка

|xε(t, uε) − yε(t, uε)| ≤ η, t ∈
[
0,

T

ε

]

для кожного допустимого керування, що задавольняє умову (A).
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Доведення. Вiзьмемо довiльне 0 < η < ρ
2 та зафiксуємо його. Пе-

реходячи в (1.1) та (1.2) до iнтегральних представлень, маємо для
довiльного t ≥ 0 до виходу розв’язку x(t) = xε(t, uε) на границю
областi D

x(t) = x0 + ε

t∫

0

[A(s, x(s)) + B(s, x(s))uε] ds

та для y(t) = yε(t, uε):

y(t) = x0 + ε

t∫

0

[A0(y(s)) + B0(y(s))uε] ds.

Тодi

x(t) − y(t) = ε

( t∫

0

[A(s, x(s)) + B(s, x(s))uε(s)] ds

−

t∫

0

[A0(y(s)) + B0(y(s))uε(s)] ds

)

= ε

t∫

0

[A(s, x(s)) − A(s, y(s))] ds

+ ε

t∫

0

[A(s, y(s)) − A0(y(s))] ds

+ ε

t∫

0

[B(s, x(s)) − B(s, y(s))]uε(s) ds

+ ε

t∫

0

[B(s, y(s)) − B0(y(s))]uε(s) ds.

Використовуючи умову 4), маємо:

|x(t) − y(t)| ≤ εL

t∫

0

|x(s) − y(s)| ds

+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, y(s)) − A0(y(s))] ds

∣∣∣∣∣
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+ εL

t∫

0

|x(s) − y(s)| |uε(s)| ds

+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, y(s)) − B0(y(s))]uε(s) ds

∣∣∣∣∣

≤ εL

t∫

0

(1 + |uε(s)|)|x(s) − y(s)| ds

+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, y(s)) − A0(y(s))] ds

∣∣∣∣∣

+

(
ε

t∫

0

|B(s, y(s)) − B0(y(s))|q ds

) 1

q
(

ε

t∫

0

|uε(s)|
p ds

) 1

p

.

З умови (A) отримуємо

|x(t) − y(t)| ≤ εL

t∫

0

(1 + |uε(s)|)|x(s) − y(s)| ds

+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, y(s)) − A0(y(s))] ds

∣∣∣∣∣

+ C
1

p

(
ε

t∫

0

‖B(s, y(s)) − B0(y(s))‖q ds

) 1

q

.

Оцiнимо окремо два останнi iнтеграли

I1 =

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, y(s)) − A0(y(s))] ds

∣∣∣∣∣ (2.1)

та

I2 = ε

t∫

0

‖B(s, y(s)) − B0(y(s))‖q ds. (2.2)

Розiб’ємо [0, T
ε
] на n рiвних частин. Для довiльного t ∈ [ti, ti+1]:



156 Дослiдження задач оптимального керування...

I1 =

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, y(s)) − A0(y(s))] ds

∣∣∣∣∣

≤ ε

∣∣∣∣∣

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

[A(s, y(s)) − A0(y(s))] ds

∣∣∣∣∣

≤ ε

∣∣∣∣∣

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

[A(s, y(s)) − A(s, y(ti)) + A(s, y(ti))

− A0(y(ti)) + A0(y(ti)) − A0(y(s))] ds

∣∣∣∣∣

≤ ε

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

(|A(s, y(s)) − A(s, y(ti))| + |A0(y(ti)) − A0(y(s))|) ds

+ ε

∣∣∣∣∣

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

∣∣∣∣∣

≤ 2Lε

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

|y(s) − y(ti)| ds + ε

∣∣∣∣∣

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

∣∣∣∣∣.

Оцiнимо

|y(s) − y(ti)| = ε

∣∣∣∣∣

s∫

ti

[A0(y(τ)) + B0(y(τ))uε(τ)] dτ

∣∣∣∣∣

≤ ε

s∫

ti

(|A0(y(τ))| + ‖B0(y(τ))‖|uε(τ)|) dτ

≤ εM

ti+1∫

ti

(1 + |uε(τ)|)dτ ≤
MT

n
+ Mε

( ti+1∫

ti

|uε(s)|
p ds

) 1

p( T

εn

) 1

q

≤
MT

n
+ M

(T

n

) 1

q

(
ε

ti+1∫

ti

|uε(s)|
p ds

) 1

p

.
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Використовуючи умову (A), маємо:

|y(s) − y(ti)| ≤
MT

n
+ M

(T

n

) 1

q
C

1

p . (2.3)

Отже,

I11 = 2Lε

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

|y(s) − y(ti)| ds

≤ 2Lε

n−1∑

i=0

(MT

n
+ M

(T

n

) 1

q
C

1

p

)( T

nε

)

≤ 2LMT
(T

n
+
(T

n

) 1

q
C

1

p

)
.

Зафiксуємо n так, щоб виконувалась нерiвнiсть

2LMT
(T

n
+
(T

n

) 1

q
C

1

p

)
≤

η

4
,

i позначимо його n′.
Оцiнимо

I12 = ε

∣∣∣∣∣

n−1∑

=0

ti+1∫

ti

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

∣∣∣∣∣. (2.4)

В силу умови 1) можна побудувати таку монотонно спадну фун-
кцiю ϕ(t) → 0, t → ∞, що рiвномiрно по y ∈ D справедлива нерiвнiсть

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, y) − A0(y)] ds

∣∣∣∣∣ ≤ tϕ(t).

Якщо t ∈ [ti, ti+1] ((крiм t ∈ [0, t1], t1 < t2), то маємо

I12 ≤ ε

∣∣∣∣∣

n−1∑

i=0

( ti+1∫

0

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

−

ti∫

0

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

)∣∣∣∣∣

≤ ε

n−1∑

i=0

∣∣∣∣∣

ti+1∫

0

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣

ti∫

0

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

∣∣∣∣∣

≤ ε

n−1∑

i=0

(ti+1ϕ(ti+1) + tiϕ(ti)) ≤ 2ε

n−1∑

i=0

T

ε
ϕ
( T

nε

)

≤ 2nTϕ
( T

nε

)
.

Оскiльки n — фiксоване, то при ε < ε0 отримуємо:

ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

∣∣∣∣∣ ≤
η

8
.

Якщо t ∈ [0, t1], то

ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

∣∣∣∣∣

≤ ε

t∫

0

(|A(s, y(ti))| + |A0(y(ti))|) ds ≤ 2Mε
T

εn
=

2MT

n
.

У цьому випадку зафiксуємо n так, щоб 2MT
n

≤ η
8 i позначимо його

n′′. Вiзьмемо тепер n = max{n′, n′′}. При фiксованому n, ϕ( T
nε

) → 0
при ε → 0, тобто для довiльного η > 0 iснує ε0 > 0, що для довiльного
0 < ε < ε0 отримуємо:

ε

∣∣∣∣∣

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

[A(s, y(ti)) − A0(y(ti))] ds

∣∣∣∣∣ ≤
η

4
.

Отже,

I1 =

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, y(s)) − A0(y(s))] ds

∣∣∣∣∣ ≤
η

2
.

Оцiнимо тепер вираз I2.

Знову розiб’ємо [0, T
ε
] на n рiвних частин, для довiльного t ∈

[ti, ti+1] маємо:
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I2 =
n−1∑

i=0

ε

ti+1∫

ti

‖B(s, y(s)) − B0(y(s))‖q ds

=
n−1∑

i=0

ε

ti+1∫

ti

‖B(s, y(s)) − B(s, y(ti)) + B(s, y(ti))

− B0(y(ti)) + B0(y(ti)) − B0(y(s))‖q ds.

Використовуючи нерiвнiсть Мiнковського, маємо

I2 ≤ ε

n−1∑

i=0

[( ti+1∫

ti

‖B(s, y(ti)) − B0(y(ti))‖
q ds

) 1

q

+

( ti+1∫

ti

(‖B(s, y(s))−B(s, y(ti))‖+ ‖B0(y(ti))−B0(y(s))‖)q ds

) 1

q
]q

.

Використовуючи умову 4) та нерiвнiсть Єнсена маємо

I2≤2q−1ε

n−1∑

i=0

(
2Lq

ti+1∫

ti

|y(s)−y(ti)|
q ds+

ti+1∫

ti

‖B(s, y(ti))−B0(y(ti))‖
q ds

)
.

Для |y(s) − y(ti)| застосуємо ранiше отриману оцiнку, тодi

I2 ≤ 2q−1ε

n−1∑

i=0

(
2LqM q(

T

n
+
(T

n

) 1

q
C

1

p

)q T

εn

+

ti+1∫

ti

‖B(s, y(ti)) − B0(y(ti))‖
q ds) ≤ 2qLqM q

(T

n
+
(T

n

) 1

q
C

1

p

)q

T

+ 2q−1ε

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

‖B(s, y(ti)) − B0(y(ti))‖
q ds.

Зафiксуємо n так, щоб виконувалась умова

(
2LM

(T

n
+
(T

n

) 1

q
C

1

p

))q

T ≤
1

2

( η

2C

)q

,

i позначимо його n1.
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Оцiнимо доданок

I21 = 2q−1ε

n−1∑

i=0

ti+1∫

ti

‖B(s, y(ti)) − B0(y(ti))‖
q ds.

В силу умови 1) рiвномiрно по y ∈ D

t∫

0

‖B(s, y) − B0(y)‖q ds ≤ tϕ(t).

Якщо t ∈ [ti, ti+1] ((крiм t ∈ [0, t1], t1 < t2), то маємо

I21 ≤ 2q−1ε

n−1∑

i=0

( ti+1∫

0

‖B(s, y(ti)) − B0(y(ti))‖
q ds

−

ti∫

0

‖B(s, y(ti)) − B0(y(ti))‖
q ds

)

≤ 2q−1ε

n−1∑

i=0

(ti+1ϕ(ti+1) + tiϕ(ti))

≤ 2qε

n−1∑

i=0

T

ε
ϕ
( T

nε

)
≤ 2qnTϕ

( T

nε

)
.

Оскiльки n — фiксоване, то ϕ( T
nε

) → 0 при ε → 0.

Якщо t ∈ [0, t1], то

ε

t∫

0

‖B(s, y(ti)) − B0(y(ti))‖
q ds

≤ ε

t∫

0

(‖B(s, y(ti))‖ + ‖B0(y(ti))‖)
q ds ≤

2qM qT

n
.

Зафiксуємо n так, щоб 2qMqT
n

≤ η
8 , i позначимо його n2. Вибираємо

n = max{n1, n2}. Таким чином, вибором достатньо малого ε маємо
оцiнку
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2qnTϕ
( T

nε

)
+

2qM qT

n
≤

1

2

( η

2C

)q

,

а отже,
(

ε

t∫

0

‖B(s, y(s)) − B0(y(s))‖q ds

) 1

q

≤
η

2C
.

Звiдки

|x(t) − y(t)| ≤ η + εL

t∫

0

(1 + |uε(s)|)|x(s) − y(s)| ds.

З леми Гронуолла–Беллмана отримаємо:

|x(t) − y(t)| ≤ ηeεL
∫ t

0
(1+|uε(s)|) ds.

Але

εL

t∫

0

(1 + |uε(s)|) ds ≤ LT + Lε

t∫

0

|uε(s)| ds

≤ LT + L

(
ε

t∫

0

|uε(s)|
p ds

) 1

p

T
1

q ≤ L(T + C
1

p T
1

q ).

Отже,

|x(t) − y(t)| ≤ ηeL(T+C
1
p T

1
q )

до моменту виходу з областi D. Проте y(t) лежить в областi D разом
зi своїм ρ-околом, тому вибором η отримуємо, що x(t) лежить в D

разом з ρ
2 околом завжди.

Лему доведено.

Лема 2.2. При виконаннi умов 1)–4) та умови (A) iснує ε0 > 0, що

при ε < ε0:

1) Множини Ωε i Ωε — непорожнi;

2) J∗
ε > −∞, J̄∗

ε > −∞;
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3) для мiнiмiзуючих послiдовностей u
(n)
ε та ū

(n)
ε справедливi оцiн-

ки

ε

T
ε∫

0

|u(n)
ε (t)|p dt ≤ C1

ε

T
ε∫

0

|ū(n)
ε (t)|p dt ≤ C1,

(2.5)

причому C1 не залежить вiд ε, вiд u
(n)
ε та вiд ū

(n)
ε .

Доведення. Множини допустимих керувань Ωε i Ωε — непорожнi,
оскiльки керування uε(t) ≡ 0 задовольняє умову (A) при довiльно-
му C > 0, то розв’язок усередненої задачi y(t) при uε(t) = 0 лежить
в D разом з ρ-околом. Отже, виконуються умови леми 2.1, а тому
xε(t, 0) також лежить в областi D при ε ≤ ε0 та t ∈ [0, T

ε
].

Нехай b = inft≥0,x∈D C(t, x). Оскiльки Jε(u) ≥ (α + b)T , то J∗
ε ≥

(α+b)T . З iншого боку J∗
ε ≤ Jε(0). Оскiльки xε(t, 0) ∈ D при t ∈ [0, T

ε
],

то за умовою 3) |C(t, xε(t, 0))| ≤ M , а отже

J∗
ε ≤ Jε(0) = ε

T
ε∫

0

[C(t, xε(t, 0)) + F (t, 0)] dt ≤ MT + K,

тобто J∗
ε обмежений незалежною вiд ε сталою.

Нехай u
(n)
ε — мiнiмiзуюча послiдовнiсть допустимих керувань, що

Jε(u
(n)
ε ) монотонно прямує до J∗

ε . Тому

ε

T
ε∫

0

(a|u(n)
ε (t)|p + α + b) dt

≤ ε

T
ε∫

0

[C(t, xε(t, u
(n)
ε (t))) + F (t, u(n)

ε (t))] dt ≤ MT + K + 1.

Отже,

εa

T
ε∫

0

|u(n)
ε (t)|p dt ≤ MT + K + 1 − (α + b)T = (M − (α + b))T + K + 1.
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Звiдки

ε

T
ε∫

0

|u(n)
ε (t)|p dt ≤

(M − (α + b))T + K + 1

a
,

причому M , T , K, a, α, b не залежать нi вiд n, нi вiд ε.

Для J̄∗
ε та ū

(n)
ε доведення аналогiчне.

Лему доведено.

3. Основний результат

Теорема 3.1. При виконаннi умов 1)–4) та умови (A) iснує ε0 > 0,
що при ε < ε0 точна та усереднена задачi мають розв’язки, i для

довiльного η > 0 iснує ε1 = ε1(η) ≤ ε0, що при ε < ε1 справедливе

наступне твердження

|J∗
ε − Jε(ū

∗
ε)| ≤ η,

де ū∗
ε — оптимальне керування усередненою системою.

Доведення. Нехай u
(n)
ε (t) — мiнiмiзуюча послiдовнiсть допустимих

керувань, таких що Jε(u
(n)
ε ) прямує до J∗

ε . Зауважимо, що J∗
ε iснує,

оскiльки справедливою є оцiнка Jε(u) ≥ (α + b)T . Тодi за лемою 2.2

маємо, що u
(n)
ε (t) задовольняє оцiнку (2.5). Отже, можна вибрати пiд-

послiдовнiсть (яку також позначимо u
(n)
ε (t)), що слабко збiгається до

u∗
ε(t) ∈ Lp(0, T

ε
) i таку, що виконується (2.5). Тодi ( [3, с. 173]) для

довiльного ε > 0 знайдеться опукла комбiнацiя bk(t) =
∑n(k)

i=1 αiu
(i)
ε (t)

елементiв u
(i)
ε (t) ∈ Uε (αi ≥ 0,

∑n(k)
i=1 αi = 1), що в Lp bk → u∗

ε, k → ∞.
Отже, iснує майже всюди збiжна на [0, T

ε
] за мiрою Лебега пiдпослi-

довнiсть bkl
, що bkl

(t) → u∗
ε(t), l → ∞ для майже всiх t. Oскiльки

Uε — опукла та замкнена множина, то
∑n(k)

i=1 αiu
(i)
ε ∈ Uε i u∗

ε(t) ∈ Uε

майже для всiх t .
Так як керування u

(n)
ε (t) — допустимi, то x(n)(t) = x(t, u

(n)
ε (t)) —

визначенi на [0, T
ε
] i лежать в областi D для довiльного n та довiльного

ε > 0. Для x(n)(t) маємо рiвномiрну оцiнку

|x(n)(t)| ≤ |x0| + MT + MT
1

q

(
ε

t∫

0

|u(n)
ε (s)|p ds

) 1

p

≤ C̃.

Рiвностепенева неперервнiсть функцiй x(n)(t) на [0, T
ε
] випливає з

наступних викладок:
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|x(n)(t2) − x(n)(t1)|

= ε

∣∣∣∣∣

t2∫

t1

[A(s, x(n)(s)) + B(s, x(n)(s))u(n)
ε (s)] ds

∣∣∣∣∣

≤ εM

t2∫

t1

(1 + |u(n)
ε (s)|) ds

≤ εM |t2 − t1| + Mε
1

q |t2 − t1|
1

q

(
ε

t2∫

t1

|u(n)
ε (s)|p ds

) 1

p

≤ εM |t2 − t1| + ε
1

q MC
1

p |t2 − t1|
1

q .

Таким чином, послiдовнiсть {xn(t)} компактна при t ∈ [0, T
ε
], а

тому з неї можна вибрати пiдпослiдовнiсть, яку також позначимо
x(n)(t), що рiвномiрно збiгається до x∗(t)

lim
n→∞

x(n)(t) = x∗(t) при t ∈
[
0,

T

ε

]
.

Покажемо, що x∗(t) є розв’язком, який вiдповiдає u∗
ε(t). Маємо

x(n)(t) = x0 + ε

t∫

0

[A(s, x(n)(s)) + B(s, x(n)(s))u(n)
ε (s)] ds

= x0 + ε

t∫

0

[A(s, x(n)(s)) − A(s, x∗(s)) + A(s, x∗(s))

+ B(s, x(n)(s))u(n)
ε (s) − B(s, x∗(s))u(n)

ε (s) + B(s, x∗(s))u(n)
ε (s)

− B(s, x∗(s))u∗
ε(s) + B(s, x∗(s))u∗

ε(s)] ds

= x0 + ε

t∫

0

[A(s, x(n)(s)) − A(s, x∗(s))] ds

+ ε

t∫

0

[A(s, x∗(s)) + B(s, x∗(s))u∗
ε(s)] ds
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+ ε

t∫

0

B(s, x∗(s))[u(n)
ε (s) − u∗

ε(s)] ds

+

t∫

0

u(n)
ε (s)[B(s, x(n)(s)) − B(s, x∗(s))] ds.

Користуючись граничними спiввiдношеннями:

lim
n→∞

T
ε∫

0

|A(s, x(n)(s)) − A(s, x∗(s))| ds = 0

та

lim
n→∞

t∫

0

B(s, x∗(s))[u(n)
ε (s) − u∗

ε(s)] ds = 0,

а також спiввiдношенням limn→∞ B(t, x(n)(t)) = B(t, x∗(t)), що вико-
нуються рiвномiрно, поза деякою множиною S довiльної малої мiри

i нерiвнiстю
∫
S
|u

(n)
ε | ds ≤ (

∫ T
ε

0 |u
(n)
ε |p ds)

1

p |S|
1

p , отримуємо

lim
n→∞

T
ε∫

0

‖B(s, x(n)(s)) − B(s, x∗(s))‖|u(n)
ε (s)| ds = 0.

Звiдки

x∗(t) = x0 + ε

t∫

0

[A(s, x∗(s)) + B(s, x∗(s))u∗
ε(s)] ds.

Отже, x∗(t) — розв’язок, що вiдповiдає керуванню u∗
ε(t) на [0, T

ε
].

З опуклостi F (t, u) маємо оцiнку Jε(u
∗
ε) ≤ limn→∞ Jε(u

(n)
ε ) ([4, с. 227]).

Отже, u∗
ε(t) — оптимальне керування та x∗(t) — оптимальна траєкто-

рiя.

Аналогiчно встановлюється iснування оптимального керування
ū∗

ε(t) та оптимальної траєкторiї ȳ∗(t) усередненої системи.

Покажемо далi, що для довiльного η > 0 iснує ε1 = ε1(η), що при
довiльному ε < ε1:

|J∗
ε − Jε(ū

∗
ε)| ≤ η, (3.1)

де ū∗
ε — оптимальне керування усередненою системою.
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Оскiльки ū∗
ε реалiзує iнфiмум для усередненої задачi, то iснує

ū
(n)
ε — мiнiмiзуюча послiдовнiсть, що J̄ε(ū

(n)
ε ) → J̄ε(ū

∗
ε) при n → ∞

монотонно. За означенням iнфiмуму маємо: для довiльного η1 > 0,
такого що η1 < η < ρ

2

J̄ε(ū
(n)
ε ) < J̄∗

ε + η1

при n ≥ n0(ε). За лемою 2.2 ū
(n)
ε задовольняє умову (A), а отже, за

лемою 2.1 маємо: iснує ε0 = ε0(η1), що при ε < ε0

|xε(t, ū
(n)
ε (t)) − yε(t, ū

(n)
ε (t)| ≤ η1

при t ∈ [0, T
ε
] для всiх n. Вiзьмемо ū

(n)
ε , де n > n0(ε), i зафiксуємо n.

Для даного фiксованого n позначимо ū
(n)
ε = ū

η1
ε (t). Дане керування

допустиме i для точної задачi. Тому

J∗
ε ≤ Jε(ū

η1

ε (t)) ≤ J̄∗
ε + η1 − J̄ε(ū

η1

ε (t)) + Jε(ū
η1

ε (t))

= J̄∗
ε + η1 + Jε(ū

η1

ε (t)) − J̄ε(ū
η1

ε (t)). (3.2)

Також маємо, що

|Jε(ū
η1

ε (t)) − J̄ε(ū
η1

ε (t))|

≤ ε

T
ε∫

0

|C(t, xε(t, ū
η1

ε (t))) − C(t, yε(t, ū
η1

ε (t)))| dt ≤ Lη1T. (3.3)

З оцiнок (3.2) та(3.3) отримуємо:

J∗
ε ≤ J̄∗

ε + η1 + Lη1T = J̄∗
ε + η1(1 + LT ) (3.4)

при ε < ε0(η1).

За означенням iнфiмуму для Jε iснує мiнiмiзуюча послiдовнiсть

u
(n)
ε , що

Jε(u
(n)
ε ) < J∗

ε + η1 (3.5)

при досить великих n.

В силу леми 2.2 для керувань u
(n)
ε виконана умова (A), а отже, за

лемою 2.1 iснує ε2 = ε2(η1), що при ε < ε2

|xε(t, u
(n)
ε ) − yε(t, u

(n)
ε | ≤ η1

при t ∈ [0, T
ε
] для довiльного n.
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Виберемо n достатньо великим, щоб виконувалась оцiнка (3.5) i

позначимо u
(n)
ε = u

η1
ε , яке є очевидно допустимим керуванням. Тодi

J̄∗
ε ≤ J̄ε(u

η1

ε ) ≤ J̄ε(u
η1

ε ) + J∗
ε + η1 − Jε(u

η1

ε )

= J∗
ε + η1 + J̄ε(u

η1

ε ) − Jε(u
η1

ε ). (3.6)

Аналогiчно оцiнцi (3.3) маємо

|J̄ε(u
η1

ε ) − Jε(u
η1

ε )| ≤ Lη1T. (3.7)

З нерiвностей (3.6) та (3.7) отримуємо, що

J̄∗
ε ≤ J∗

ε + η1(1 + LT ). (3.8)

Отже, з (3.4) та (3.8) маємо

|J∗
ε − J̄∗

ε | ≤ η1(1 + LT ). (3.9)

Оскiльки

|J∗
ε − Jε(ū

∗
ε)| = |J∗

ε − J̄∗
ε + J̄∗

ε − Jε(ū
∗
ε)|

≤ |J∗
ε − J̄∗

ε | + |J̄∗
ε − Jε(ū

∗
ε)|, (3.10)

то для виконання (3.1) також потрiбно ще оцiнити |J̄∗
ε − Jε(ū

∗
ε)|, де

ū∗
ε — оптимальне керування усередненою системою. Розв’язок

yε(t, ū
∗
ε) визначений на [0, T

ε
]. Для оптимального керування ū∗

ε iснує

мiнiмiзуюча послiдовнiсть ū
(n)
ε , що слабко збiгається до ū∗

ε. За ле-

мою 2.2 ū
(n)
ε задовольняє умову (A), отже вiдповiднi траєкторiї усере-

дненої системи yε(t, ū
(n)
ε ) лежать в D разом з ρ-околом (за лемою 2.1).

Оскiльки yε(t, ū
∗
ε) — рiвномiрна границя yε(t, ū

(n)
ε ) для кожного ε, то

yε(t, ū
∗
ε) також лежить в D разом з деяким околом, що не залежить

вiд ε.
Оцiнимо |xε(t, ū

∗
ε) − yε(t, ū

∗
ε)| до моменту виходу xε(t, ū

∗
ε) з обла-

стi D. Маємо

|xε(t, ū
∗
ε) − yε(t, ū

∗
ε)| ≤ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, xε(s)) − A0(yε(s))] ds

+

t∫

0

[B(s, xε(s))−B0(yε(s))]u
∗
ε(s) ds

∣∣∣∣∣ ≤ ε

t∫

0

|A(s, xε(s))−A(s, yε(s))| ds

+ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

A(s, yε(s))−A0(yε(s)) ds

∣∣∣∣∣+ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, xε(s))−B0(yε(s))]ū
(n)
ε (s) ds

∣∣∣∣∣
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+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, xε(s)) − B0(yε(s))](ū
∗
ε(s) − ū(n)

ε (s)) ds

∣∣∣∣∣

≤ εL

t∫

0

|xε(s) − yε(s)| ds + ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, yε(s)) − A0(yε(s))] ds

∣∣∣∣∣

+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, xε(s)) − B(s, yε(s)) + B(s, yε(s)) − B0(yε(s))]u
(n)
ε (s) ds

∣∣∣∣∣

+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, xε(s)) − B0(yε(s))](ū
∗
ε(s) − ū(n)

ε (s)) ds

∣∣∣∣∣

≤ εL

t∫

0

|xε(s) − yε(s)| ds + ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, yε(s)) − A0(yε(s))] ds

∣∣∣∣∣

+εL

t∫

0

|xε(s)−yε(s)| |ū
(n)
ε (s)| ds+ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, yε(s))−B0(yε(s))]ū
(n)
ε (s) ds

∣∣∣∣∣

+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, xε(s)) − B0(yε(s))](ū
∗
ε(s) − ū(n)

ε (s)) ds

∣∣∣∣∣

≤ εL

t∫

0

(1+ |ū(n)
ε (s)|)|xε(s)−yε(s)| ds+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, yε(s))−A0(yε(s))] ds

∣∣∣∣∣

+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, yε(s)) − B0(yε(s))]ū
(n)
ε (s) ds

∣∣∣∣∣

+ ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, xε(s)) − B0(yε(s))](ū
∗
ε(s) − ū(n)

ε (s)) ds

∣∣∣∣∣.

Оцiнимо окремо кожен з даних iнтегралiв. Позначимо

I ′1 = ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[A(s, yε(s)) − A0(yε(s))] ds

∣∣∣∣∣

та

I ′2 = ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, yε(s)) − B0(yε(s))]ū
(n)
ε (s) ds

∣∣∣∣∣.
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Оцiнка iнтегралу I ′1 здiйснюється аналогiчно оцiнцi iнтегралу (2.1),
враховуючи, що для ū∗

ε виконується наступне спiввiдношення
([3, с. 173]):

‖ū∗
ε‖p ≤ lim

n→∞
‖ū(n)

ε ‖p.

Отже, для керування ū∗
ε виконується умова (A) та оцiнка

|yε(s) − yε(ti)| ≤
MT

n
+ M

(T

n

) 1

q
C

1

p .

Таким чином, вибором n отримаємо нерiвнiсть I ′1 ≤ η1

3 .
Аналогiчно оцiнцi (2.2), використовуючи нерiвнiсть Гельдера та

оцiнку для |yε(s) − yε(ti)|, також отримуємо I ′2 ≤ η1

3 .
Отже, залишилося оцiнити

I ′3 = ε

∣∣∣∣∣

t∫

0

[B(s, xε(s)) − B0(yε(s))](ū
∗
ε(s) − ū(n)

ε (s)) ds

∣∣∣∣∣.

До моменту виходу з областi функцiя B(s, xε(s)) − B0(yε(s)) —
обмежена, тому для довiльного моменту часу, що не перевищує мо-

менту виходу xε(s) з областi D iз слабкої збiжностi ū
(n)
ε до ū∗

ε, випли-
ває, що для 0 < ε < ε0 iснує n0 = n0(t, ε), що I

′

3 ≤ η1

3 при t ∈ [0, T
ε
].

Отже, до моменту виходу з областi D справедлива оцiнка

|xε(t, ū
∗
ε) − yε(t, ū

∗
ε)| ≤ η1. (3.11)

Оскiльки yε(t, ū
∗
ε) лежить в областi D разом з ρ-околом, то з (3.11)

маємо, що при t ∈ [0, T
ε
], ε < ε0 xε(t, ū

∗
ε) також лежить в областi D.

Тому

|J̄ε(ū
∗
ε) − Jε(ū

∗
ε)| ≤ ε

T
ε∫

0

|C(t, yε(t, ū
∗
ε)) − C(t, xε(t, ū

∗
ε))| dt

≤ εL

T
ε∫

0

|xε(t, ū
∗
ε) − yε(t, ū

∗
ε)| dt ≤ Lη1T. (3.12)

Отже, з (3.9), (3.10) i (3.12) маємо нерiвнiсть

|J∗
ε − Jε(ū

∗
ε)| ≤ η1(1 + LT ) + η1LT = η1(1 + 2LT ) := η, (3.13)

яку i потрiбно було встановити.
Теорема доведена.
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Наслiдок 3.1. При виконаннi умов 1)–4) iснує ε0 > 0, що при ε < ε0

точна та усереднена задачi з функцiоналом (∗) мають розв’язки, i

для довiльного η > 0 iснує ε1 = ε1(η) ≤ ε0, що при ε < ε1 справедливе

наступне твердження

|J∗
ε − Jε(ū

∗
ε)| ≤ η,

де ū∗
ε — оптимальне керування усередненою системою.

4. Приклади

Проiлюструємо доведену теорему прикладами застосування.

Приклад 4.1. Розглядається задача

ẋ = ε[A(t)x + f(t, x) + B(t)uε]

x(0) = x0,

Jε(u) = ε

T
ε∫

0

[C(t, x) + F (t, u)] dt → inf

(4.1)

з виконанням умов теореми.
Нехай рiвномiрно по x ∈ D виконується спiввiдношення

f0(x) = lim
T→∞

1

T

T∫

0

f(t, x) dt = 0.

Поставимо у вiдповiднiсть (4.1) усереднену систему, лiнiйну по
фазовiй змiннiй

ẏ = ε[A0y + B0ūε]

y(0) = x0

J̄ε(ū) = ε

T
ε∫

0

[C(t, y) + F (t, ū)] dt → inf .

(4.2)

У випадку, коли C(t, y) — невiд’ємно визначена квадратична фор-
ма по y, а F (t, ū) — квадратична по ū, отримуємо задачу аналiтичного
конструювання лiнiйного регулятора зi сталими матрицями A0 i B0,
розв’язання якої зводиться до розв’язання системи диференцiальних
рiвнянь Рiккатi. Зокрема, коли C i F не залежить вiд t, то це рiвняння
автономне, i в одномiрному випадку воно точно iнтегрується.



Т. Добродзiй 171

Приклад 4.2. Розглядається задача

ẋ = ε[A(t, x) + B(t, x)uε]

x(0) = x0,

Jε(u) = ε

T
ε∫

0

[C(t, x) + F (t, u)] dt → inf

(4.3)

з виконанням умов теореми, де F (t, 0) ≡ 0. Нехай iснує C0(x), що
рiвномiрно по x виконується спiввiдношення

lim
T→∞

∣∣∣∣∣
1

T

T∫

0

C(t, x) dt − C0(x)

∣∣∣∣∣ = 0.

Поставимо у вiдповiднiсть системi (4.3) наступну усереднену си-
стему

ẏ = ε[A0(y) + B0(y)ūε]

y(0) = x0

J̄ε(ū) = ε

T
ε∫

0

[C0(y) + F (t, ū)] dt.

(4.4)

У тому випадку, коли C0 ≡ 0, не розв’язуючи задачу (4.4), може-
мо стверджувати, що оптимальним керуванням усередненої системи
буде керування u∗ = 0, i це керування буде η-оптимальним для задачi
(4.3).

Таким чином, застосування отриманих в роботi результатiв до-
зволяє звести розв’язання задачi оптимального керування виду (1.1)
до розв’язання простiшої усередненої задачi (1.2). При цьому, на вiд-
мiну вiд ранiше вiдомих пiдходiв, запропоновано нову, бiльш зручну
процедуру усереднення, що полегшує розв’язання практичних задач
оптимального керування.
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