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РОЗПОДIЛИ ЙМОВIРНОСТЕЙ НА ГРАФIКАХ ОДНОГО
КЛАСУ НIДЕ НЕ ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ

Будується нескiнченно-параметрична сiм’я неперервних нiде не монотонних i, в загалi кажучи,
недиференцiйовних функцiй, якi є узагальненням класичної нiде не диференцiйовної функцiї Сер-
пiнського. Вивчається лебегiвська структура (вмiст дискретної, абсолютно неперервної та сингу-
лярної компонент) та тополого-метричнi властивостi розподiлу значень функцiї з побудованої сiм’ї,
а також двовимiрних випадкових величин з носiями на їх графiках.
Ключовi слова: неперервна нiде не диференцiйовна функцiя, нiде не монотонна функцiя, мно-
жина рiвнiв функцiї, Q∗-представлення (зображення) дiйсних чисел, лебегiвська структура роз-
подiлу, дискретнiсть розподiлу, сингулярнiсть розподiлу.

Вступ. Неперервнi нiде не диференцiйовнi функцiї в останнiй час все частiше
зустрiчаються у рiзних теоретичних та прикладних дослiдженнях, рiзноманiтних
застосуваннях як в математицi, так i за її межами. Їх графiки природним чином
виникають в теорiї динамiчних систем в якостi аттракторiв, а в теорiї ймовiрнiс-
них мiр – в якостi носiїв мiри. Взагалi кажучи, графiки, володiючи фрактальними
властивостями вцiлому, цiкавi для теорiї фракталiв як однозв’язнi самоафiннi або
”квазiсамоафiннi” множини простору R2. Iншим аспектом їх нетривiальних локаль-
них метричних властивостей є нуль-мiрнiсть або додатнiсть мiри Лебега множин
рiвнiв. Розподiли ймовiрностей, зосередженi на графiках недиференцiйовних функ-
цiй, мають ряд своїх непростих тополого-метричних властивостей, для дослiдження
яких можуть бути використанi засоби теорiї мiри i розмiрностей дробових порядкiв
(типу Хаусдорфа та Хаусдорфа-Безиковича тощо). У данiй роботi ми, використо-
вуючи Q∗-зображення дiйсних чисел [3], будуємо нескiнченнопараметричну сiм’ю
функцiй, що є узагальненням вiдомої недиференцiйовної функцiї Серпiнського [1],
[9] i моделюємо випадковi елементи простору R2 з носiями на графiках цих функ-
цiй. Для останнiх ми вивчаємо лебегiвську структуру (вмiст дискретної, абсолютно
неперервної та сингулярної компонент) вiдносно двовимiрної мiри Лебега, а також
тополого-метричнi i фрактальнi властивостi спектра розподiлу (мiнiмального за-
мкненого носiя).

1. Q∗-зображення (представлення) дiйсних чисел. Нехай 1 < s – фiксоване
натуральне число, As = {0, 1, . . . , s − 1} – алфавiт s-кової системи числення, Q∗ =
||qij || – матриця з властивостями

qij > 0, q0j + q1j + . . . + q[s−1]j = 1,
∞∏

j=1

max{q0j , . . . , q[s−1]j} = 0,

β0j = 0, βij =
i−1∑

k=0

qkj , i ∈ As \ {0}, j ∈ N.
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Теорема 1. [3] Для довiльного x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αk) така, що:

x = βα11 +
∞∑

k=2

(βαkk

k−1∏

j=1

qαjj) ≡ ∆Q∗
α1α2...αk..., αk ∈ As. (1)

Подання числа x у виглядi (1) називають його Q∗-представленням, а його сим-
волiчний запис ∆Q∗

α1α2...αk... називають Q∗-зображенням. При цьому αj називається
j-им Q∗-символом (знаком) зображення (1) даного числа x. Якщо Q∗-зображення є
перiодичним, то його перiод записуватимемо у круглих дужках.

Взагалi кажучи, поняття j-го Q∗-символом числа x не є коректно означеним,
оскiльки деякi числа мають два Q∗-зображення. Це числа виду

∆Q∗
α1α2...αk−1αk(0) = ∆Q∗

α1α2...αk−1[αk−1](s−1).

Їх називають Q∗-рацiональними. Всi iншi числа, що не мiстять перiод (0) або (s−1),
мають єдине Q∗-зображення i їх називають Q∗-iррацiональними. Для подальших
мiркувань важливим є поняття цилiндра. Нагадаємо його означення.

Нехай (c1, c2, . . . , cm) – фiксований набiр символiв з алфавiту As. Цилiндром
рангу m з основою c1c2 . . . cm називають множину чисел x ∈ [0, 1], якi мають Q∗-
зображення ∆Q∗

α1α2...αm... таке, що αj(x) = cj , j = 1,m.

Лема 1.[3] Цилiндр ∆Q∗
c1c2...cm є вiдрiзком з кiнцями

a = βc11 +
m∑

k=2

(βckk

k−1∏

j=1

qcjj), b = a +
m∏

i=1

qcii.

Лема 2.[3] Цилiндри мають наступнi властивостi: 1) ∆Q∗
c1...cm =

s−1⋃
i=0

∆Q∗
c1...cm i;

2) |∆Q∗
c1...cm | =

m∏
i=1

qcii; 3) max∆Q∗
c1c2...cmi = min ∆Q∗

c1c2...cm[i+1], i = 0, s− 2;

4)
∞⋂

m=1
∆Q∗

c1...cm = x ≡ ∆Q∗
c1...cm... – точка (число).

Якщо для всiх i ∈ As i j ∈ N виконується qij = qi, тобто всi стовпцi матрицi ||qij ||
однаковi, то Q∗-зображення називається Q-зображенням, якщо ж при цьому qi = 1

s ,
то Q-зображення є звичайним s-ковим зображенням.

Q∗-зображення дiйсних чисел допомогає формально просто задавати широкi кла-
си множин, функцiй, ймовiрнiсних мiр зi складними локальними властивостями.
Воно є зручним апаратом для задання та дослiдження математичних об’єктiв з
фрактальними властивостями.

2. Функцiя y = f(x) та її неперервнiсть. Нехай A5 = {0, 1, 2, 3, 4}, Q∗
5 i Q∗

3

– заданi два Q∗-зображення, причому матрицю, яка визначає останнє зображення
позначимо через G∗

3 = ||gij ||.
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Визначимо на A5 дискретну функцiю

γ(α) =





0, якщо α = 0,

1, якщо α ∈ A5 \ {0, 4},
2, якщо α = 4.

(2)

Для кожної послiдовностi (αk) ∈ L ≡ A∞5 = A5×A5×. . . визначимо послiдовнiсть
(ck) наступним чином

c1 = 0, ck =

{
ck−1, якщо αk−1 ∈ A5 \ {2},
1− ck−1, якщо αk−1 = 2.

(3)

Розглянемо на [0, 1] функцiю, аргумент якої подається у формi Q∗
5-розкладу

x = ϕα11 +
∞∑

i=2


ϕαii ·

i−1∏

j=1

qαjj


 ≡ ∆Q∗5

α1α2...αk..., (4)

де αk ∈ A5, Q∗
5 = ||qij ||, ϕ0j = 0, ϕij =

i−1∑
k=0

qkj , i ∈ A5, j ∈ N, а значення функцiї має

форму G∗
3-розкладу

f(x) = ψβ11 +
∞∑

i=2


ψβii ·

i−1∏

j=1

gβjj


 ≡ ∆G∗3

β1β2...βk..., (5)

де βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2}, G∗
3 = ||gik||, ψ0j = 0, ψij =

i−1∑
k=0

gkj , i ∈ A3, j ∈ N, причому

β1 = γ(α1), βk =

{
γ(αk), якщо ck = 0,

2− γ(αk), якщо ck 6= 0.
(6)

Формулам (6), можна надати iнший (еквiвалентний) вигляд

βk =





0, якщо

[
αk = 0 i ck = 0,

αk = 4 i ck = 1,

1, якщо αk ∈ {1, 2, 3},

2, якщо

[
αk = 0 i ck = 1,

αk = 4 i ck = 0.

(7)

Зауваження 1. Легко бачити, що βk, взагалi кажучи, залежить вiд цифр
(α1, α2, . . . , αk−1, αk), але може залежити лише вiд αk, якщо всi αi ∈ {1, 2, 3},
i = 1, k − 1.
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Очевидно, що функцiя f означена коректно в Q∗
5-iррацiональнiй точцi. Покаже-

мо, що вона означена коректно i в Q∗
5-рацiональнiй точцi. Для цього розглянемо два

рiзних Q∗
5-зображення Q∗

5-рацiонального значення аргумента x

x ≡ ∆Q∗5
α1α2...αk−1 αk (0) = ∆Q∗5

α1α2...αk−1 [αk−1] (4) ≡ x∗.

Тодi f(x) = ∆G∗3
β1β2...βk−1βkβk+1...βk+n..., f(x∗) = ∆G∗3

β1β2...βk−1β∗kβ∗k+1...β∗k+n.... Таким чином,

f(x)− f(x∗) =
k−1∏

i=1

gβii(ψβkk − ψβ∗kk +
∞∑

n=k+1

(ψβnn

n−1∏

j=k

gβjj)−
∞∑

n=k+1

(ψβ∗nn

n−1∏

j=k

gβ∗j j)).

Очевидно, що ci(x) ≡ ci(x∗) для i ≤ k. Для i > k розглянемо можливi випадки
1) якщо ck+1(x) = ck = ck+1(x∗), тодi αk(x) ∈ A5 \ {2}, i при ck = 0, маємо

f(x)− f(x∗) =
k−1∏

i=1

gβii(ψβkk − ψβ∗kk − gβkk

∞∑

n=k+1

(ψ2n

n−1∏

j=k+1

g2j)) = 0,

Аналогiчно можна показати, що f(x)− f(x∗) = 0 при ck = 1.
2) якщо ck+1(x) 6= ck = ck+1(x∗), тодi αk(x) = 2 або αk(x∗) = 2. Звiдки, ви-

користовуючи формулу (7), маємо βn = β∗n для всiх n = k, k + 1, k + 2 . . .. То-
му f(x) − f(x∗) = 0. Аналогiчнi мiркування можна провести для випадка, коли
ck+1(x) = ck 6= ck+1(x∗).

Отже, коректнiсть означення функцiї в Q∗
5-рацiональнiй точцi обгрунтовано.

Лема 3. Функцiя f є неперервною в кожнiй точцi вiдрiзка [0, 1].
Доведення. Для доведення неперервностi функцiї f в довiльнiй точцi x0 вiдрiзка

[0, 1], досить показати, що lim
x→x0

|f(x)− f(x0)| = 0. Спочатку розглянемо випадок,

коли x0 – Q∗
5-iррацiональна точка. Тодi для довiльного x ∈ [0, 1] iснує m = m(x)

таке, що αj(x) = αj(x0), j = 1,m− 1 i αm(x) 6= αm(x0), причому умова x → x0

рiвносильна умовi m →∞. Тодi,

f(x) = ∆G∗3
β1β2...βm−1βm...βm+k..., f(x0) = ∆G∗3

β1β2...βm−1β′m...β′m+k...
.

Таким чином,

|f(x)− f(x0)| =
∣∣∣∣∣∣

∞∑

i=m

(ψβii

i−1∏

j=1

gβjj)−
∞∑

i=m

(ψβ′ii

i−1∏

j=1

gβ′jj)

∣∣∣∣∣∣
≤

m−1∏

i=1

gβii ·
∞∑

i=m

(ψ2i

i−1∏

j=m

g2j) =

=
m−1∏

i=1

gβii ≤
m−1∏

i=1

max {g0i, g1i, g2i} → 0 при m →∞.

Отже, функцiя f є неперервною в кожнiй Q∗
5-iррацiональнiй точцi.
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Для доведення неперервностi функцiї f в Q∗
5-рацiональнiй точцi

x0 = ∆Q∗5
α1α2...αk(0) = ∆Q∗5

α1α2...[αk−1](4), досить довести окремо неперервнiсть її злiва i
справа у цiй точцi. Для цього, достатньо повторити попереднi мiркування, але для
доведення першого використати Q∗

5-зображення точки x0 з перiодом (4), а другого
– з перiодом (0). ¤

3. Нiде не монотоннiсть функцiї f та її диференцiальнi властивостi.
Означення 1. Приростом функцiї f на цилiндрi ∆Q∗5

α1α2...αm , який будемо позна-
чати µf (·), називається рiзниця f(∆Q∗5

α1α2...αm(4))− f(∆Q∗5
α1α2...αm(0)) ≡ µf (∆Q∗5

α1α2...αm).
Означення 2. Неперервна функцiя називається нiде не монотонною, якщо вона

не має жодного, як завгодно малого, промiжку монотонностi.
Лема 4. Функцiя f є нiде не монотонною на [0, 1].
Доведення. Для доведення нiде не монотонностi функцiї f достатньо показати,

що для довiльного цилiндра ∆Q∗5
α1α2...αm знайдеться цилiндр ∆Q∗5

α1α2...αm j такий, що

прирости µf (∆Q∗5
α1α2...αm) i µf (∆Q∗5

α1α2...αm j) набувають рiзних знакiв.
Можливi випадки: 1) cm = 0, 2) cm = 1.
1) Якщо cm = 0, то

µf (∆Q∗5
α1 α2...αm) = ∆G∗3

β1β2...βm(2) −∆G∗3
β1β2...βm(0) =

m∏
i=1

gβii,

µf (∆Q∗5
α1 α2...αm2) = ∆G∗3

β1β2...βm1(0) −∆G∗3
β1β2...βm1(2) = −

m+1∏
i=1

gβii.

2) Якщо cm = 1, то

µf (∆Q∗5
α1 α2...αm) = ∆G∗3

β1β2...βm(0) −∆G∗3
β1β2...βm(2) = −

m∏
i=1

gβii,

µf (∆Q∗5
α1 α2...αm2) = ∆G∗3

β1β2...βm1(2) −∆G∗3
β1β2...βm1(0) =

m+1∏
i=1

gβii.¤

Множиною рiвня y0 функцiї f називається множина f−1(y0) = {x : f(x) = y0}.
Лема 5. Якщо y0 = ∆G∗3

d1d2...dm(1) (m ∈ N0), то для множини рiвня y0 має мiсце
рiвнiсть: f−1(y0) = C[Q∗

5, V ] ≡ {x : αi(x) ∈ V = A5 \ {0, 4}, i ∈ N}, отже, вона
має властивостi [5]: 1) є континуальною; 2) нiде не щiльною множиною; 3) мiра

Лебега якої обчислюється за формулою: λ (C[Q∗, V ]) =
∞∏

j=1
(1−Wj),

де Wj = q0j + q4j.

Доведення. Спочатку доведемо твердження для m = 0, тобто для y0 = ∆Q∗5
(1).

Очевидно, що для довiльної точки x ∈ C[Q∗
5, V ] має мiсце рiвнiсть f(x) = y0, тоб-

то f−1(y0) ⊃ C[Q∗
5, V ]. Бiльше того, βn(y0) = 1 тодi i тiльки тодi, коли αn

(
f−1(y0)

) ∈
V , незалежно вiд n. Отже, f−1(y0) = C[Q∗

5, V ].
Нехай тепер m 6= 0, тобто y0 = ∆G∗3

d1d2...dm(1). Тодi

H = ∪4
i1=0 ∪4

i2=0 . . . ∪4
im=0

[
∆Q∗5

i1i2...im
∩ f−1(y0)

]
. (8)

Довiльне x, яке належить множинi ∆Q∗5
i1i2...im

∩ f−1(y0), у випадку, коли вона непо-
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рожня, має вигляд x = ∆Q∗5
i1i2...imαm+1αm+2..., αm+j ∈ V (j ∈ N).

Множина ∆Q∗5
i1i2...im

∩ f−1(y0) може бути порожньою або непорожньою, причому
непорожньою, якщо iснує впорядкований набiр (β1, β2, . . . , βm) такий, що

β1 = β1(i1) = d1, β2 = β2(i1, i2) = d2, . . . , βm = βm(i1, i2, . . . , im) = dm.

В цьому випадку множина ∆Q∗5
d1d2...dm

∩ f−1(y0) є в
m∏

j=1
qijj разiв зменшеною "копiєю"

множини f−1
(
∆Q∗5

(1)

)
, оскiльки має мiсце f−1

(
∆Q∗5

(1)

)
m∏

j=1
qijj

∼ ∆Q∗5
i1i2...im

∩ f−1(y0).

Тодi f−1(y0) = C[Q∗
5, Vk], де Vk = {ik} (k = 1,m), Vm+j = V .

Оскiльки мiнiмальнi вiдрiзки, якi мiстять множини, що входять до об’єднання
(8), попарно не перекриваються, то f−1(y0) має вказанi в лемi властивостi.

А, як вiдомо [5], C[Q∗
5, V ] має зазначенi в лемi властивостi. ¤

Лема 6. Якщо в G∗
3-зображеннi точки y0 = ∆G∗3

i1i2...ik...

1) всi цифри ik ∈ A3 \ {1} (k = 1,∞), то множина f−1(y0) мiстить єдину
точку;

2) мiститься рiвно n цифр ”1”, то множина f−1(y0) складається з 3n точок.
3) мiститься нескiнченна кiлькiсть цифр ”1”, тобто для довiльного n ∈ N

βin(y0) = 1 i βj(y0) 6= 1 при j 6∈ {in}, (9)

то множина f−1(y0) є континуальною, причому в нiй не iснує пари точок x1 i x2

таких, що
αin(x1) = α′in(x2) i αj(x1) 6= α′j(x2) при j 6∈ {in}. (10)

Доведення. Для доведення першого твердження скористаємося методом вiд су-
противного. Припустимо, що множина f−1(y0) мiстить принаймнi двi рiзнi точки
x = ∆Q∗5

α1α2...αk... 6= ∆Q∗5
α∗1α∗2...α∗k... = x∗. Тодi, iснує таке m, що αm 6= α∗m, але αi = α∗i (для

i < m).
З того, що αi = α∗i (для i < m) випливає, що β(α1, α2, . . . , αm−1) = β(α∗1, α

∗
2, . . . ,

α∗m−1). Оскiльки βm (f(x)) = im(y0) = βm (f(x∗)) i при цьому αm(x) 6= α∗m(x∗), то з
(7) випливає N2(x, m− 1) 6= N2(x∗,m− 1) або im(y0) = 1.

З умови N2(x,m − 1) 6= N2(x∗,m − 1) слiдує, що ∃αj (j < m): αj 6= α∗j , а це
суперечить припущенню. А умова im(y0) = 1 суперечить умовi леми. Отримали
протирiччя, що i доводить твердження.

Твердження 2) є очевидним, оскiльки з формул (7) випливає, що на кожному
з мiсць, де βj(y0) = 1 можливi 3 альтернативи, а всi решта цифр залишаються
фiксованими.

Для доведення твердження 3 припустимо, що для точки y0 = ∆G∗3
β1β2...βk... мають

мiсце формули (9)-(10) i при цьому f−1(y0) = {x1, x2}, де x1 = ∆Q∗5
α1α2...αk..., x2 =
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∆Q∗5
α′1α′2...α′k...

, для яких f(x1) = y0 i f(x2) = y0. Тодi ∃k ∈ N : αi(x1) = α′i(x2) для

i = 1, k − 1, а для i = k виконується αk(x1) 6= α′k(x2). Тодi з формул (7) i (9)
випливає, що αk, α

′
k ∈ {0, 4}, а отже βk (f(x)) 6= βk (f(x′)), тобто f(x1) − f(x2) 6= 0.

А це суперечить умовi леми. Отримали протирiччя, що i доводить твердження. ¤
Теорема 2. Функцiя f , за умов коли для елементiв стохастичних матриць

||qji|| i ||gki|| попарно виконується: а) g0i ≥ q0i, g0i ≥ q4i i б) g2i ≥ q4i, g2i ≥ q0i

(i = k + 1, k + 2 . . .), не має нi скiнченної нi нескiнченної похiдної в жоднiй Q∗
5-

рацiональнiй точцi.

Доведення. Нехай x0 = ∆Q∗5
α1α2...αk−1αk(0) = ∆Q∗5

α1α2...αk−1[αk−1](4) = x′0 – довiльна
Q∗

5-рацiональна точка. Розглянемо двi послiдовностi

xm = ∆Q∗5
α1α2...αk−1αk 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

(4)
, x′m = ∆Q∗5

α1α2...αk−1[αk−1]4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
m

(0)
,

тобто xm → x0 + 0, x′m → x′0 − 0. Тодi

xm − x0 = (
k−1∏

i=1

qαii) · qαkk · (
k+m∏

i=k+1

q0i), x′m − x′0 = −(
k−1∏

i=1

qαii) · q[αk−1]k · (
k+m∏

i=k+1

q4i).

Якщо похiдна функцiї f в точцi x0 iснує, то

f ′(x0) = lim
xm→x0+0

f(xm)− f(x0)
xm − x0

= lim
x′m→x′0−0

f(x′m)− f(x′0)
x′m − x′0

, де

f(xm)− f(x0) = µf (∆Q∗5
α1α2...αk 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

), f(x′m)− f(x′0) = −µf (∆Q∗5
α1α2...[αk−1]4 . . . 4︸ ︷︷ ︸

m

).

Тому

lim
xm→x0+0

f(xm)− f(x0)
xm − x0

=





k−1∏

i=1

gβii

qαii
· gβkk

qαkk
·

k+m∏

j=k+1

g0j

q0j
при N2(x0, k) = 2n,

−
k−1∏

i=1

gβii

qαii
· gβkk

qαkk
·

k+m∏

j=k+1

g2j

q0j
при N2(x0, k) = 2n− 1,

lim
xm→x0−0

f(x′m)− f(x′0)
x′m − x′0

=





k−1∏

i=1

gβii

qαii
·

gβ′kk

q[αk−1]k
·

k+m∏

j=k+1

g2j

q4j
при N2(x′0, k) = 2n,

−
k−1∏

i=1

gβii

qαii
·

gβ′kk

q[αk−1]k
·

k+m∏

j=k+1

g0j

q4j
при N2(x′0, k) = 2n− 1,

де β′k = βk, якщо αk ∈ {2, 3}, β′k = |1− βk|, якщо αk ∈ A5 \ {2, 3}. Тому за умов коли
для всiх номерiв i = k + 1, k + 2, . . . елементiв стохастичних матриць ||gji|| i ||qki||
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попарно виконується а) g0i ≥ q0i, g0i ≥ q4i i б)g2i ≥ q4i, g2i ≥ q0i, похiдна функцiї f в
точцi x0 не iснує. ¤

Теорема 3. Якщо Q∗
5-зображення є Q5-зображенням, а G∗

3-зображення є G3-
зображенням, то функцiя f , за умов коли max

i
{qi} ≤ max

j
{gj}, де i ∈ A5, j ∈ A3, є

нiде не диференцiйовною.
Доведення. Недиференцiйовнiсть функцiї f в Q5-рацiональнiй точцi x0 випливає

з теореми 2. Нехай тепер x0 - довiльне Q5-iррацiональне число. Тодi iснує нескiн-
ченна послiдовнiсть (mk) мiсць цифр числа x0, для яких αmk

(x0) 6= 2. Розглянемо
послiдовнiсть (xk) таку, що αi(xk) = αi(x0) при i < mk, а при i = mk,

αmk
(xk) =

∣∣∣∣∣αmk
(x0)− (−1)

[
αmk

(x0)

2

]∣∣∣∣∣ , де
[

αmk
(x0)

2

]
– цiла частина вiд αmk

(x0)

2 .

Очевидно, що xk → x0 при k →∞. Тодi

x0 − xk =
mk−1∏

i=1

qαi

(
ϕαmk

(x0) − ϕαmk
(xk)

)
= ±

mk∏

i=1

qαi ,

f(x0)− f(xk) =
mk−1∏

i=1

gβi

(
ψβmk

(f(x0)) − ψβmk
(f(xk))

)
= ±

mk∏

i=1

gβi .

А отже, lim
k→∞

f(x0)−f(xk)
x0−xk

, коли max
i
{qi} ≤ max

j
{gj} (i ∈ A5, j ∈ A3) або не iснує,

або дорiвнює ±∞. ¤
4. Розподiл ймовiрностей на графiку функцiї. Нагадаємо, що точковим

спектром розподiлу випадкового елемента ξ ∈ Rn називається множина Dξ = {u :
µξ({u}) > 0, u ∈ Rn}, де µξ – ймовiрнiсна мiра, що вiдповiдає розподiлу ξ, а спектром
розподiлу ξ називається мiнiмальний замкнений носiй мiри µξ, тобто множина Sξ =
{u : µξ(Oε(u)) > 0∀ε > 0}, де Oε(u) – вiдкрита куля в Rn радiуса ε з центром в точцi
u.

Якщо iснує скiнченна або злiченна множина E така, що µξ(E) = 1, то розподiл
ξ називається чисто дискретним, якщо ж µξ({u}) = 0 для довiльного u ∈ Rn, то –
неперервним. Якщо 0 < µξ(Dξ) < 1, то розподiл ξ називається сумiшшю дискрет-
ного i неперервного. Мiра µ називається абсолютно неперервною вiдносно мiри ν
(позначається µ << ν), якщо µ(E) = 0 для всiх E, для яких ν(E) = 0. Мiри ν i µ на-
зиваються взаємно ортогональними (позначається: µ ⊥ ν), якщо iснує борелiвська
множина A ∈ Rn така, що µ(A) = 0 i ν(X \A) = 0. Мiра µ називається сингулярною
вiдносно ν, якщо вона ортогональна мiрi Лебега.

Розглядається випадкова величина X = ∆Q∗5
η1η2...ηk... з незалежними символами ηk

свого Q∗
5-зображення, де P{ηk = i} = pik, i ∈ A5, k ∈ N.

Властивостi розподiлу випадкової величини X вивчались в роботах [5] та iн., де
було доведено, що розподiл X має чистий лебегiвський тип, а саме: є чисто дискрет-
ним, чисто абсолютно неперервним або чисто сингулярно неперервним.

Далi нас цiкавитимуть розподiли:
1) двовимiрної випадкової величини Z = (X, Y ),
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2) випадкової величини Y = f(X), де f – функцiя з попереднiх пунктiв.
Лема 7. Двовимiрна випадкова величина Z = (X,Y ) матиме чисто дискрет-

ний розподiл тодi i тiльки тодi, коли d =
∞∏

k=1

max
i
{pik} > 0, причому у випадку

дискретностi її точковий спектр DZ складається з точки
M0(x0, f(x0)), де x0 = ∆Q∗5

c1c2...cm..., pcii = max{p0i, p1i, p2i, p3i, p4i}, i = 1, n,
i всiх точок x таких, що x = ∆Q∗5

α1α2...αncn+1cn+2..., де pαjj > 0, j ∈ N, а у випадку,
коли серед елементiв матрицi ||pik|| нулiв немає, спектр SZ спiвпадає з графiком
Γf функцiї f .

Доведення. Зрозумiло, що розподiл Z буде чисто дискретним тодi i тiльки тодi,
коли чисто дискретним буде розподiл X.

Розглядаючи вiдрiзок [0, 1] як модифiкований [6], а саме з роздвоєними Q∗
5-

рацiональними точками, зауважимо, що P{X = ∆Q∗5
c1...cm[i−1](4)} = 0 або

P{X = ∆Q∗5
c1...cmi(0)} = 0 для довiльного x = ∆Q∗5

c1...cm[i−1](4) = ∆Q∗5
c1...cmi(0), i ∈ A5 \ {0}.

Якщо розподiл X є дискретним, то iснує x′ ∈ [0, 1] таке, що P{X = x′} > 0 i тодi
d ≡ P{X = x0} ≥ P{X = x′} > 0.

Нехай тепер d > 0, тобто P{X = x0} > 0. Означимо множини рiвностями:

Hn =
{

x : x = ∆Q∗5
α1...αncn+1cn+2..., де pαii > 0

}
, H = lim

n→∞Hn =
∞⋂

n=0

Hn.

Тодi {x0} = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hn . . . i

P{X ∈ Hn} =
4∑

α1=0

. . .
4∑

αn=0




n∏

j=1

pαjj







∞∏

j=n+1

pcjj


 =

=
∞∏

j=n+1

pcjj

4∑

α1=0

. . .
4∑

αn=0




n∏

j=1

pαjj


 =

∞∏

j=n+1

pcjj =
d

n∏
j=1

pcjj

.

Оскiльки ж P{X ∈ Hn} = d ·
(

n∏
j=1

pcjj

)−1

→ 1 (n → ∞), то P{X ∈ H} = 1. Отже,

DX = H i розподiл X, а отже, i Z є чисто дискретним. ¤
Теорема 4. 1) Двовимiрна випадкова величина Z має чистий розподiл, причому

Z має дискретний розподiл тодi i тiльки тодi, коли розподiл X є дискретним,
причому його точковий спектр DZ спiвпадає з множиною {M(x, f(x)) : x ∈ DX};

2) якщо Z має неперервний розподiл, то йому вiдповiдна ймовiрнiсна мiра є
ортогональною двовимiрнiй мiрi Лебега, тобто iснує множина E така, що λ2(E) =
0 i µZ(E) = 1;

3) спектр розподiлу випадкової величини Z є:
– зв’язною множиною (спiвпадає з графiком функцiї f), якщо матриця ||pij || не

мiстить нулiв;
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– кусково-зв’язною, якщо в матрицi ||pij || елементи pik > 0 для k > k0, j ∈ N;
– зовсiм незв’язною, якщо в матрицi ||pij || мiститься нескiнченна кiлькiсть

нулiв.
Доведення. Твердження 1) є очевидним.
2) Оскiльки спектр розподiлу Z належить графiку Γf функцiї f , а λ2(Γf ) = 0 i

µZ(Γf ) = 1, то розподiл Z є сингулярним вiдносно λ2 (ортогональним λ2).
3) Топологiчнi властивостi спектра SZ визначаються властивостями спектра SX

i випливають з леми 7. ¤
Лема 8. Спектр розподiлу випадкової величини Z:
1) спiвпадає з графiком Γf функцiї f , якщо матриця ||pik|| не мiстить нулiв;
2) є об’єднанням скiнченної кiлькостi зв’язних частин графiка, якщо матриця

||pij || мiстить скiнченну кiлькiсть нулiв;
3) є нiде не щiльною множиною на графiку, якщо матриця ||pij || мiстить

нескiнченну кiлькiсть нулiв.
Доведення. Якщо матриця ||pij || не мiстить нулiв, то спектр розподiлу випадко-

вої величини X спiвпадає з вiдрiзком [0, 1], а отже, спектр SZ розподiлу випадкової
величини Z спiвпадає з графiком Γf функцiї f iз-за неперервностi функцiї y = f(x).

Якщо матриця ||pij || мiстить скiнченну кiлькiсть нулiв, причому m – номер остан-
нього стовпця, в якому мiститься нуль, то цилiндр ∆Q∗5

c1...cm ⊂ SX при pcii > 0 i бiльше
того, SX =

⋃
ci:pcii>0 ∆Q∗5

c1c2...cm . Тодi SZ =
⋃

X∈∆
Q∗5
c1...cm , Y =f(X)

(X,Y ). ¤

Теорема 5. У випадку неперервностi випадкової величини ζ = f(ξ) її розподiл
1) є сингулярним розподiлом канторiвського типу, причому спектр спiвпадатиме
з графiком функцiї, якщо матриця pij не мiститеме нулiв;
2) буде об’єднанням скiнченної кiлькостi зв’язних частин, якщо матриця pij мi-
ститиме скiнченну кiлькiсть нулiв;
3) нiде не щiльною множиною на графiку.

Доведення. Оскiльки спектр є пiдмножиною графiка функцiї, двовимiрна мiра
Лебега рiвна нулю, то розподiл є сингулярним розподiлом канторiвського типу.

Якщо матриця не мiстить нулiв, то спектр розподiлу випадкової величини ξ
спiвпадає з вiдрiзком [0, 1], а отже спектр Sζ спiвпадає з Γf iз-за неперервностi
y = f(x). Якщо матриця pij мiстить скiнченну кiлькiсть нулiв, причому m – но-
мер останнього стовпця, в якому мiститься нуль, то на цилiндрi ∆Q∗5

c1...cm такi, що
Pcii > 0 повнiстю належить випадковiй величинi ζ, тобто Sζ =

⋃
ci:pcii>0 ∆Q∗5

c1c2...cm

Тодi Sζ =
⋃

ci:pcii>0 f(∆Q∗5
c1c2...cm). ¤

5. Розподiли значення функцiї Y = f(X). У цьому пунктi ми лише фраг-
ментарно зупинимося на розподiлi випадкової величини Y , детальному вивченню
властивостей якої буде присвячена iнша робота.

Дослiдимо структуру розподiлу випадкової величини Y = f(X), де f – функцiя
з попереднiх пунктiв.

Лема 9. Якщо p2k = 0 для всiх k ∈ N, то G∗
3-символи τk випадкової величини
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Y = f(X) = ∆G∗3
τ1...τk... є незалежними, причому

P{τk = 0} = p0k, P{τk = 2} = p4k, P{τk = 1} = p1k + p3k.

Доведення. Оскiльки p2k = 0, то носiєм розподiлу випадкової величини X є
множина C[Q∗

5, V ], де V = {0, 1, 3, 4}. G∗
3-символ βk числа y = f(x), коли αk ∈ V

залежить лише вiд Q∗
5-символа αk числа x, i тому βk = γ(αk). Оскiльки,

P{τ1 = 0} = P{η1 = 0} = p01, P{τ1 = 2} = P{η1 = 4} = p41,

P{τ1 = 1} = P{η1 = 1 ∨ η1 = 3} = P{η1 = 1}+ P{η1 = 3} = p11 + p31.

Нехай i ∈ {0, 2}, j ∈ {0, 1}, тодi

P{τ1 = 0 ∧ τ2 = 2j} = P{η1 = 0 ∧ η2 = 2i} = P{η1 = 0} · P{η2 = 2i} = p01p[2i]2,

P{τ1 = 2 ∧ τ2 = 2j} = P{η1 = 4 ∧ η2 = 2i} = P{η1 = 4} · P{η2 = 2i} = p41p[2i]2,

P{τ1 = 2j ∧ τ2 = 1} =P{η1 = 2i ∧ η2 ∈ {1, 3}} = P{η1 = 2i} · (P{η2 = 1}+
+ P{η2 = 3}) = p[2i]1 · (p12 + p32),

P{τ1 = 1 ∧ τ2 = 2j} =P{η1 ∈ {1, 3} ∧ η2 = 2i} = (P{η1 = 1}+
+ P{η1 = 3}) · P{η2 = 2i} = (p11 + p13)p[2i]2,

P{τ1 = 1 ∧ τ2 = 1} = P{η1 ∈ {1, 3} ∧ η2 ∈ {1, 3}} = (P{η1 = 1}+
+ P{η1 = 3}) · (P{η2 = 1}+ P{η2 = 3}) = (p11 + p31) · (p12 + p32),

P{τ2 = 2j/τ1 = 0} =
p01p[2i]2

p01
= p[2i]2, P{τ2 = 2j/τ1 = 2} =

p[2i]2p41

p41
= p[2i]2,

P{τ2 = 2j/τ1 = 1} =
p[2i]2(p11 + p31)

p11 + p31
= p[2i]2,

P{τ2 = 1/τ1 = 1} =
(p12 + p32)(p11 + p31)

p11 + p31
= p12 + p32,

P{τ2 = 0/τ1 = 2j} =
p02p[2i]1

p[2i]1
= p02, P{τ2 = 2/τ1 = 2j} =

p22p[2i]1

p[2i]1
= p22.

Аналогiчно можна показати, що для довiльного k ∈ N, мають мiсце
P{τk = 0} = p0k, P{τk = 1} = p1k + p3k, P{τk = 2} = p4k. ¤

Наслiдок 1. Якщо p2k = 0 = pjk, де j ∈ {1, 3} для довiльного k ∈ N, то випад-
кова величина Y є випадковою величиною з незалежними G∗

3-символами, причому
P{τk = 0} = P{ηk = 0} i P{τk = 4} = P{ηk = 2}.

Теорема 6. Якщо p2k = 0, то розподiл випадкової величини Y = f(X) =
∆G∗3

τ1τ2...τk... є чистим, тобто є або чисто дискретним, або чисто абсолютно непе-
рервним, або чисто сингулярним.

Доведення. Нехай δ = (δ1 . . . δm), де m ∈ N, (δ1 . . . δm) – певна комбiнацiя сим-
волiв (знакiв) з множини A3. Нагадаємо, що Tm

δ -перетворенням точки y = ∆G∗3
τ1...τk...
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називається точка Tm
δ (y) = ∆G∗3

δ1...δmτ1...τk...; Tm
δ -перетворенням множини E нази-

вається множина Tm
δ -образiв всiх y ∈ E, тобто

Tm
δ (E) =

{
y : ∆G∗3

δ1...δmτ1...τk..., де ∆G∗3
β1...βk... ∈ E

}
.

Розглянемо довiльний оператор Tm(y), який данiй точцi y ставить у вiдповiднiсть
множину всiх образiв y пiд дiєю T δ

m-перетворення.
Нехай E ⊂ Sy – деяка борелiвська множина з [0, 1], T 0(y) ≡ y, T – множина

всеможливих перетворень Tm для всiх скiнченних значень m. Розглянемо подiю
A = {y ∈ T (E)}. Подiя A не залежить вiд довiльної кiлькостi перших символiв
G∗

3-представлення точки y, а тому є залишковою вiдносно кожної з σ-алгебр Bk,
породжених першими η1 . . . ηk символами. В наслiдок цього, за законом 0 та 1 Кол-
могорова випливає, що P (A) = 0 або P (A) = 1.

Якщо знайдеться таке число a, що iснує P{Y = a} > 0, то розглянувши в якостi
E множину {a}, матимемо P (A) = 1 i λ(A) = 0, тобто ймовiрнiсть P зосереджена
на не бiльш нiж зчисленнiй множинi A i розподiл Y є чисто дискретним.

Якщо ж такого числа a не iснує, то можливi випадки: 1) iснує множина E мiри
Лебега нуль така, що P{Y ∈ E} > 0; 2) такої множини E не має, тобто для кожної
множини E з λ(E) = 0 випливає P{Y ∈ E} = 0. Тодi, згiдно з означенням, у випадку
1, P{Y ∈ T (E)} = 1 i λ(E) = 0, тобто Y має чисто сингулярний розподiл, а у випадку
2 – чисто абсолютно неперервний.

Таким чином, розподiл випадкової величини Y є чистим. ¤
Наслiдок 2. Якщо Q∗

5-зображення є Q5-зображенням, а G∗
3-зображення є G3-

зображенням i ||pik|| має властивостi: p2k = 0, p0kp4k 6= 0, p1k = p3k, для довiльного

k ∈ N причому
∞∏

k=1

(p1k+p3k
) > 0, то розподiл Y є дискретним i точка y0 = ∆G3

(1) є
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– P. 337-343.

2. Лукач Е. Характеристические функции. – М: Наука, 1979. – 424 с.
3. Працьовитий М.В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних розподiлiв. – Київ: Вид-

во НПУ iм. М.П. Драгоманова, 1998. – 296 с.
4. Працьовитий М.В. Структура доскональних множин i сингулярних розподiлiв ймовiрностей

в Rn // Науковий часопис НПУ iм. М.П. Драгоманова. Серiя 1. Фiзико-математичнi науки. –
К.: НПУ iм. М.П. Драгоманова. – 2009. – P. 179-189.

5. Працьовитий М. В., Торбин Г.М. Случайные величины с независимыми Q∗-знаками // Слу-
чайные эволюции: теоретические и прикладные задачи. – Киев: Ин-т математики НАН Укра-
ины, 1992. – С. 95-104.

6. Голубов В.И., Ефимов А.В., Скворцов В.А. Ряды и преобразования Уолша: теория и приме-
нение. – М: Наука, 1987. – 344 с.

7. Турбин А.Ф., Працевитый Н.В. Фрактальные множества, функции, распределения. К.: Нау-
кова думка, 1992. –208 с.

8. Albeverio S., Koval V., Pratsiovytyi M., Torbin G. On classification of singular measures and fractal
properties of quasi-self-affine measures in R2 // Random Operators and Stochastic Equations, 2008.
– 16, N 2. – P. 181-211.

170



Розподiли ймовiрностей на графiках одного класу нiде не диференцiйовних функцiй

9. Василенко Н.А. Функцiя Серпiнського. Самоафiннi властивостi // Науковий часопис НПУ iм.
М.П. Драгоманова. Серiя 1. Фiзико-математичнi науки. – К.: НПУ iм. М.П. Драгоманова. –
2009. – № 10. – С. 121-131.

M. Pratsiovytyi, N. Vasylenko
Probability distributions on graphs one class nowhere differentiable functions.

We construct an infinite-parameter family of continuous nowhere monotonic and, in general, non-
differentiable functions which are generalizations of classical nowhere differentiable Sierpiński function.
We study Lebesgue structure (content of discrete, absolutely continuous and singular components),
topological and metric properties of the distribution of values of functions belonging to constructed
family and two-dimensional random variables with supports on their graphs.

Keywords: continuous nowhere differentiable function, nowhere monotonic function, levels sets of
function, Q-representation of real numbers, Lebesgue structure of distribution, discrete distribution,
singular distribution.

Н.В. Працевитый, Н.А. Василенко
Распределения вероятностей на графиках одного класса нигде не дифференцируемых
функций.

Строится бесконечно параметрическое семейство непрерывных нигде не монотонных и, вообще го-
воря, недифференцируемых функций, которые являются обобщением классической нигде не диф-
ференцируемой функции Серпинского. Изучается лебеговская структура (содержание дискретной,
абсолютно непрерывной и сингулярной компонент) и тополого-метрические свойства распределе-
ния значений функций построенной семьи и двумерных случайных величин с носителями на их
графиках.

Ключевые слова: непрерывная нигде не дифференцируемая функция, нигде не монотонная функ-
ция, множество уровней функции, Q∗-представление (изображение) действительных чисел, ле-
беговская структура распределения, дискретность распределения, сингулярность распределения.
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