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ГРАНИЧНОЕ ПОВЕДЕНИЕ КОНТИНУАЛЬНО КОЛЬЦЕВЫХ
Q-ГОМЕОМОРФИЗМОВ ОТНОСИТЕЛЬНО p-МОДУЛЕЙ
В МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

В данной работе исследуется проблема продолжения на границу континуально кольцевых Q-гомео-
морфизмов относительно p-модулей между областями в метрических пространствах c мерами. В
частности, для квазиконформных отображений в метрических пространствах сформулированы
условия на границы континуальных областей, при которых допускается непрерывное или гомео-
морфное продолжение на границу таких отображений.
Ключевые слова: метрические пространства с мерами, континуально кольцевые Q-гомеомор-
физмы, квазиконформные отображения, p-модули.

1. Введение. В данной статье мы продолжаем изучение граничного поведения
отображений в метрических пространствах с мерами, начатое в работе [18]. Раз-
вивая технику p-модулей, p ∈ (0,∞), применительно к семействам континуумов
в метрических пространствах, мы строим теорию граничного поведения контину-
ально кольцевых Q-гомеоморфизмов, обладающих геометрическим свойством вида
(4), строгое определение которых будет дано в п.2. Отметим, что поведение коль-
цевых Q-гомеоморфизмов в n-мерном евклидовом пространстве Rn относительно
p-модуля при p 6= n во внутренних точках области исследовалось в работе [17]. Там
же был приведен критерий принадлежности таких отображений классу кольцевых
Q-гомеоморфизмов относительно p-модуля. Отметим также, что если в (4) функ-
цию Q считать ограниченной п.в. некоторой постоянной K ∈ [1,∞), а в качестве
метрического пространства выбрать n-мерное евклидовое пространство и p = n,
то мы приходим к классическим квазиконформным отображениям, которые были
впервые введены в работах Грётча, Лаврентьева и Морри. Фактически, изучение
кольцевых Q-гомеоморфизмов началось с модульного неравенства (2.5) в [3], кото-
рое положило начало развитию теории Q-гомеоморфизмов, а впоследствии также и
кольцевых Q-гомеоморфизмов.

Прежде, чем сформулировать основной результат работы, напомним, что топо-
логическое пространство связно, если его нельзя разбить на два непустых непере-
секающихся открытых множества. Напомним также, что топологическое простран-
ство T называется локально связным, если для любой его точки x0 и любой ее
окрестности U найдется ее связная окрестность V ⊆ U . Компактные связные ха-
усдорфовы пространства называются континуумами. Напомним, что топологиче-
ское пространство называется хаусдорфовым, если для любой пары точек найдутся
их взаимно непересекающиеся окрестности. В дальнейшем для любых множеств A,
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B и C в топологическом пространстве T через Γ(A,B; C) обозначаем семейство всех
континуумов γ, соединяющих A и B в C, т.е. таких, что γ ∩ A 6= ∅, γ ∩ B 6= ∅ и
γ \ {A ∪B} ⊆ C.

Пространство T будем называть континуально связным, если любую пару его
точек можно погрузить в континуум γ в T . Под континуальной областью в топо-
логическом пространстве T будем понимать открытое континуально связное мно-
жество D. Также пространство T будем называть локально континуально связным
в точке x0, если для любой окрестности U точки x0 найдется окрестность V ⊆ U ,
которая является континуальной областью в T . Пространство T будем называть
континуально связным в точке x0, если для любой ее окрестности U найдется ее
окрестность V ⊆ U такая, что V \ {x0} является континуальной областью, ср. [13],
с. 274. Наконец, континуальную область D будем называть континуально связной
в точке x0 ∈ ∂D, если для любой окрестности U точки x0 найдется окрестность
V ⊆ U этой точки такая, что V ∩D является континуальной областью.

Основной целью данной статьи является доказательство следующей теоремы
о непрерывном продолжении на границу отображения, обратного к континуально
кольцевому Q-гомеоморфизму.

Теорема 1. Пусть D и D′ – континуальные области в метрических простран-
ствах (X, d, µ) и (X ′, d′, µ′) с борелевскими мерами µ и µ′, соответственно. Пусть
также D континуально связна во всех своих граничных точках и D – компакт, D′

имеет континуально слабо плоскую границу относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), а
f : D → D′ – континуально кольцевой Q-гомеоморфизм относительно p-модуля с
Q ∈ L1

µ(D). Тогда обратное отображение g = f−1 : D′ → D допускает непрерывное
продолжение g : D′ → D.

2. Определения и предварительные результаты. Далее Hk, k ∈ [0,∞), обо-
значает k -мерную меру Хаусдорфа множества A в метрическом пространстве (X, d).
Точнее, пусть A множество в (X, d). Тогда полагаем

Hk(A) := sup
ε>0

Hk
ε (A), Hk

ε (A) := inf
∞∑

i=1

(diam Ai)k,

где инфимум берётся по всем покрытиям A множествами Ai с diam Ai < ε, см.,
напр., [9]. Напомним, что diam Ai = sup

x, y∈Ai

d(x, y). Как известно, если для некото-

рого множества A и k1 ≥ 0 выполнено условие Hk1(A) < ∞, то Hk2(A) = 0 для
произвольного числа k2 > k1, см., напр., разд. 1 в гл. VII в [9]. В связи с этим
вводится величина

dimHA := sup
Hk(A)>0

k, (1)

которая называется хаусдорфовой размерностью множества A.
В дальнейшем говорим, что континуум в метрическом пространстве (X, d) явля-

ется k -спрямляемым, если его мера Хаусдорфа Hk конечна. 1−спрямляемые кон-
тинуумы γ будем называть просто спрямляемыми континуумами или континуу-
мами конечной длины, а H1(γ) – длиной γ. Фугледе рассматривал системы мер в
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абстрактном множестве X с фиксированной основной мерой, см., напр., [20]. Нами
будут рассмотрены системы борелевских мер, ассоциированных с континуумами в
метрических пространствах (X, d). Именно, мера m

(k)
γ , ассоциированная c контину-

умом γ в (X, d), определяется для каждого борелевского множества B в (X, d) как
хаусдорфова мера Hk пересечения B ∩ γ при фиксированном k > 0. В дальнейшем,
для любого континуума γ ∈ Γ мера mγ := m

(1)
γ .

Пусть теперь (X, d, µ) – метрическое пространство с борелевой мерой µ. Неот-
рицательную µ-измеримую функцию ρ : X → [0,∞] называем допустимой для
семейства континуумов Γ в (X, d), пишем ρ ∈ admΓ, если

∫

X

ρ dmγ ≥ 1 ∀ γ ∈ Γ. (2)

p-модуль, 0 < p < ∞, семейства Γ континуумов γ в (X, d, µ) определим следую-
щим образом:

Mp(Γ) = inf
ρ ∈ adm Γ

∫

X

ρp(x) dµ(x). (3)

Здесь мы доопределим Mp(Γ) = +∞, если Γ = ∅.
Определение континуально кольцевого Q-гомеоморфизма. Пусть D и D′ – кон-

тинуальные области в пространствах (X, d, µ) и (X ′, d′, µ′), соответственно, Q : X →
(0,∞) – µ−измеримая функция и p ∈ (0,∞). Говорим, что гомеоморфизм f : D → D′

является континуально кольцевым Q-гомеоморфизмом в точке x0 ∈ D относитель-
но p-модуля, если неравенство

Mp(Γ(f(C0), f(C1); D′)) ≤
∫

A∩D

Q(x) · ηp(d(x, x0)) dµ(x) (4)

выполняется для любого кольца A = A(x0, r1, r2) : = {x0 ∈ X : r1 < d(x, x0) <
r2}, 0 < r1 < r2 < ∞, любых двух континуумов C0 ⊂ B(x0, r1) ∩ D и C1 ⊂
D \B(x0, r2) и любой борелевой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫

r1

η(r) dr ≥ 1. (5)

Наконец, говорим, что гомеоморфизм f : D → D′ есть континуально кольцевой
Q-гомеоморфизм, если f является континуально кольцевым Q-гомеоморфизмом в
каждой точке x0 ∈ D. Данное выше определение мотивировано кольцевым опре-
делением квазиконформности в Rn, n = 3, введенного Герингом в [7]. Впервые
кольцевые Q-гомеоморфизмы были введены в работе [16] в связи с исследованием
уравнения Бельтрами с вырождением условия строгой эллиптичности.

Пространство (X, d, µ) называется α-регулярным по Альфорсу, если существует
постоянная C ≥ 1 такая, что

C−1rα ≤ µ(Br) ≤ Crα (6)
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для всех шаров Br в X радиуса r < diam X. Как известно, α-регулярные простран-
ства имеют хаусдорфову размерность α, см., напр., [21], c. 61. Пространство (X, d, µ)
называется регулярным по Альфорсу, если оно α-регулярно для некоторого α ∈
(1,∞).

Говорят также, что пространство (X, d, µ) α-регулярно сверху в точке x0 ∈ X,
если существует постоянная C > 0 такая, что

µ(B(x0, r)) ≤ Crα (7)

для всех шаров B(x0, r) с центром в точке x0 ∈ X радиуса r < r0. Пространство
(X, d, µ) регулярно сверху, если условие (7) выполнено в каждой точке x для неко-
торого α ∈ (1,∞).

Будем говорить, что семейство континуумов Γ1 из произвольного топологическо-
го пространства T минорируется семейством континуумов Γ2 из T , пишем Γ1 > Γ2,
если для каждого континуума γ1 ∈ Γ1 существует континуум γ2 ∈ Γ2 такой, что γ2

является подконтинуумом γ1, т.е. γ2 ⊆ γ1.
Лемма 1. Пусть Ω – открытое множество в топологическом пространстве

T . Тогда
Γ(Ω, T \ Ω;T ) > Γ(Ω, ∂Ω;Ω) . (8)

Доказательство. Пусть Γ1 – семейство континуумов γ, соединяющих Ω и T \Ω в
T , и пусть Γ2 – семейство континуумов γ∗, соединяющих Ω и ∂Ω в Ω. Прежде всего
заметим, что Ω – замкнутое множество и, следовательно, множества Eγ = Ω ∩ γ,
γ ∈ Γ1 – компакты, поскольку γ – континуумы, см., напр., предложение I.9.3 в
[5]. Компоненты связности Eγ являются замкнутыми попарно непересекающимися
множествами, см., напр., теорему 5.46.III.1 в [12], и, следовательно, взаимно непе-
ресекающимися континуумами, см., также предложение I.9.3 в [5]. Хотя бы одна
из них E0 содержит точку из Ω. Эта компонента связности E0 обязана также, по
теореме Янишевского, содержать точку ∂Ω, см., напр., теорему 47.III.1 в [12].

Таким образом, найден подконтинуум E0 исходного континуума γ ∈ Γ1, который
лежит в Ω и соединяет Ω с ∂Ω, т.е. E0 ∈ Γ2 и, следовательно, Γ1 > Γ2. ¤

Лемма 2. Пусть γ – спрямляемый континуум в метрическом пространстве
(X, d), соединяющий точки x1 ∈ B(x0, r1) и x2 ∈ X \B(x0, r2), где x0 ∈ X, 0 < r1 <
r2 < ∞, и пусть η : [0,∞] → [0,∞] – борелева функция. Тогда

∫

γ

η(d(x, x0)) dmγ ≥
r2∫

r1

η(r) dr . (9)

Доказательство. По неравенству треугольника, для любых точек y1 и y2 ∈ X,

d(y1, y2) + d(y1, x0) ≥ d(y2, x0)

и
d(y1, y2) + d(y2, x0) ≥ d(y1, x0) ,
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т.е.
d(y1, y2) ≥ | d(y1, x0)− d(y2, x0) | . (10)

Заметим, что функция d(x, x0) каждой точке x ∈ X ставит в соответствие некоторое
число в R+ и ввиду (10) при этом отображении длина множества не возрастает. На-
помним также, что по свойству Дарбу о связных множествах непрерывная функция
d(x, x0) принимает все промежуточные значения на γ, см., напр., следствие 5.46.3а
в [12]. Следовательно,

dH1 ≥ dr , (11)

где r = d(x, x0), dr = ∆r и dH1 – длина той части континуума γ, которая распо-
ложена в кольце {x ∈ X : r ≤ |x − x0| < r +4r}. Таким образом, неравенство (9)
следует из (11). ¤

Замечание 1. В частности, из неравенства (9) следует, что для любого контину-
ума γ

H1(γ) ≥ diam γ . (12)

Однако, неравенство вида
Hk(γ) ≥ [diam γ]αk (13)

не имеет места для невырожденных континуумов ни при каком другом k, кроме
k = 1, и ни при каком αk ∈ R. Действительно, при k < 1 по теореме VII.2 в [9] 1 >
dimH γ ≥ dim γ = 0, где dim γ – топологическая размерность γ, т.е. γ – полностью
разрывное множество, см. II.4.D в [9]. Однако, последнее противоречит тому, что γ –
невырожденный континуум. Если k > 1, неравенство (12) также не выполняется, как
показывает следующий контрпример. Пусть I = [0, 1]. Очевидно, что H1(I) = 1 < ∞
и потому Hk(I) = 0 для любого k > 1, см. разд. 1 гл. VII в [9], а diam I = 1, т.е. (13)
не выполнено для простейшего континуума I.

Границу ∂D континуальной области D будем называть континуально слабо плос-
кой в точке x0 ∈ ∂D относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), если для любого числа
N > 0 и любой окрестности U точки x0 найдется ее окрестность V ⊂ U такая, что

Mp(Γ(E, F ;D)) ≥ N (14)

для любых континуумов E и F в D, пересекающих ∂U и ∂V. Далее ∂D будем назы-
вать континуально сильно достижимой в точке x0 ∈ ∂D относительно p-модуля,
p ∈ (0,∞), если для любой окрестности U точки x0, найдется компакт E ⊂ D,
окрестность V ⊂ U точки x0 и число δ > 0 такие, что

Mp(Γ(E,F ; D)) ≥ δ (15)

для любого континуума F в D, пересекающего ∂U и ∂V, ср. [15].
Наконец, ∂D называется континуально сильно достижимой относительно p-

модуля, p ∈ (0,∞), и континуально слабо плоской относительно p-модуля, p ∈
(0,∞), если соответствующие свойства имеют место в каждой точке ее границы.
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Лемма 3. Пусть D – континуальная область в (X, d, µ). Если ∂D – контину-
ально слабо плоская в точке x0 ∈ ∂D относительно p-модуля, p ∈ (0,∞), то D
континуально связна в x0.

Доказательство. Предположим, что D не является континуально связной в точ-
ке x0. Тогда найдется r0 ∈ (0, d0), d0 = supx∈D d(x, x0) такое, что µ0 := µ(D ∩
B(x0, r0)) < ∞, и для любой окрестности V ⊆ U := B(x0, r0) точки x0 выполняется
одно из следующих условий:
1. V ∩D имеет по меньшей мере две связные компоненты K1 и K2 такие, что x0 ∈
K1 ∩K2;
2. V ∩ D имеет бесконечное число связных компонент K1, . . . ,Km, . . . таких, что
x0 = limm→∞ xm для некоторых xm ∈ Km и x0 /∈ Km для всех m = 1, 2, . . . . Заметим,
что Km ∩ ∂V 6= ∅ для всех m = 1, 2, . . . ввиду связности D; см. лемму 1.

В частности, пункты 1 или 2 верны для окрестности V = U = B(x0, r0). Пусть
далее r∗ ∈ (0, r0). Тогда

Mp(Γ(K∗
i ,K∗

j ; D)) ≤ M0 :=
µ0

[2(r0 − r∗)]p
< ∞ ,

где K∗
i = Ki ∩ B(x0, r∗) и K∗

j = Kj ∩ B(x0, r∗) для всех i 6= j. Действительно, по
лемме 2, одной из допустимых функций для Γ(K∗

i ,K∗
j ;D) является

ρ(x) =

{
1

2(r0−r∗) если x ∈ B0 \B∗,
0 если x ∈ X \ (B0 \B∗),

где B0 = B(x0, r0) и B∗ = B(x0, r∗), так как компоненты Ki и Kj не могут быть свя-
заны континуумом в V = B(x0, r0) и любой континуум, соединяющий K∗

i и K∗
j в D,

по крайней мере, дважды пересекает кольцо B0 \B∗, поскольку по свойству Дарбу о
связных множествах, непрерывная функция d(x, x0) принимает все промежуточные
значения на γ, см. следствие 5.46.3 а в [12].

Ввиду пунктов 1 и 2, приведенная выше модульная оценка противоречит усло-
вию континуальной слабой плоскости в точке x0. Действительно, по этому условию
найдется r ∈ (0, r∗) такое, что

Mp(Γ(K∗
i0 ,K

∗
j0 ; D)) ≥ M0 + 1

для каждой достаточно большой пары i0 и j0, i0 6= j0, так как в соответствующих K∗
i0

и K∗
j0

с d(x0, xi0) и d(x0, xj0) < r, найдется по континууму, пересекающему ∂B(x0, r∗)
и ∂B(x0, r); см. лемму 1.

Таким образом, предположение о нарушении континуальной связности контину-
альной области D в точке x0 было неверным. ¤

3. Доказательство теоремы 1. Достаточно показать, что если континуальная
область D континуально связна в точках x1 и x2 ∈ ∂D, x1 6= x2, а D′ имеет конти-
нуально слабо плоскую границу относительно p-модуля, то C(x1, f) ∩ C(x2, f) = ∅.
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Здесь C(x0, f) обозначает предельное множество отображения f : D → D′ в точке
x0,

C(x0, f) := { x′ ∈ X ′ : x′ = lim
n→∞ f(xn), xn → x0, xn ∈ D}. (16)

Пусть Ei = C(xi, f), i = 1, 2, и δ = d(x1, x2). Предположим E1 ∩ E2 6= ∅. Так как D
континуально связна в точках x1 и x2, то существуют окрестности U1 и U2 точек x1 и
x2, соответственно, такие, что W1 = D∩U1 и W2 = D∩U2 – континуальные области
и U1 ⊂ B1 = B(x1,

δ
3) и U2 ⊂ B2 = B(x2,

δ
3). Тогда по неравенству треугольника

dist(W1, W2) ≥ δ
3 . Пусть также

η(t) =
{

3
δ , t ∈ ( δ

3 ; 2δ
3 ),

0, t 6∈ ( δ
3 ; 2δ

3 ).

Тогда имеем, что
2δ
3∫

δ
3

η(t)dt =
2δ
3∫

δ
3

3
δ dt = 1. Следовательно, для любых континуумов

K1 ⊂ W1 и K2 ⊂ W2:

Mp(Γ(f(K1), f(K2);D′)) ≤
∫

D∩A(x1, δ
3
, 2δ

3
)

Q(x)ηp(d(x1, x)) dµ(x) ≤

≤ 3p

δp

∫

D

Q(x) dµ(x) < ∞, (17)

поскольку Q ∈ L1
µ(D).

Однако, последняя оценка противоречит условию континуальной слабой плос-
кости (14), если найдется y0 ∈ E1 ∩ E2 . Действительно, тогда y0 ∈ fW1 ∩ fW2 и в
континуальных областях W ∗

1 = fW1 и W ∗
2 = fW2 найдется по континууму, пересека-

ющему любые наперед заданные сферы ∂B(y0, r0) и ∂B(y0, r∗) с достаточно малыми
радиусами r0 и r∗ . Поэтому предположение, что E1 ∩ E2 6= ∅, было неверным.

Наконец, опираясь на установленный факт и рассуждая от противного, прихо-
дим к заключению теоремы 1.

4. Квазиконформные отображения в метрических пространствах.Пусть
D и D′ – континуальные области в (X, d, µ) и (X ′, d′, µ′), соответственно. Гомеомор-
физм f : D → D′ называется K-квазиконформным, K ∈ [1,∞), если

K−1Mp(Γ) ≤ Mp(f(Γ)) ≤ KMp(Γ) (18)

для любого семейства Γ континуумов в D, ср., напр., с [19]. Если неравенство (18)
выполняется для некоторого K ∈ [1,∞), то гомеоморфизм f : D → D′ называется
квазиконформным.

Отметим, что в последние годы квазиконформными отображениями в метриче-
ских пространствах активно занимаются многие известные математики, см., напр.,
[11], [19], [22] и относительно p-модулей – [1], [2], [10] и др.
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Если X = X ′ = Rn, n ≥ 2, борелевская мера µ – мера Лебега m, а вместо
семейства континуумов Γ взято семейство кривых, то приходим к классическому
определению квазиконформности.

В частности, результаты для квазиконформных отображений, приведенные ни-
же, следуют непосредственно из теоремы 1, см., например, следующее важное за-
ключение.

Следствие 1. Пусть D и D′ – континуальные области в метрических про-
странствах (X, d, µ) и (X ′, d′, µ′) с борелевскими мерами µ и µ′, соответственно.
Если D имеет континуально слабо плоскую границу, D′ континуально связна во
всех своих граничных точках и D′ – компакт, то любое квазиконформное отобра-
жение f : D → D′ допускает непрерывное продолжение на границу f : D → D′.

Комбинируя следствие 1 с леммой 3, получаем следующее утверждение.
Следствие 2. Пусть D и D′ – континуальные области в метрических про-

странствах (X, d, µ) и (X ′, d′, µ′) с борелевскими мерами µ и µ′, соответственно.
Если D и D′ области с континуально слабо плоскими границами и компактны-
ми замыканиями D и D′, то любое квазиконформное отображение f : D → D′

допускает гомеоморфное продолжение f : D → D′.
Замечание 2. В частности, последнее заключение выполнено для квазиконформ-

ных отображений между QED областями с компактными замыканиями в так назы-
ваемых слабо плоских пространствах, ср. [8], [14] и [15]. Отметим, что замкнутые
множества всегда компактны в компактных пространствах. Напомним также, что
локально компактные пространства всегда допускают так называемую одноточеч-
ную компактификацию; см., напр., разд. I.9.8. в [4].

Таким образом, полученные результаты распространяют известные теоремы о
квазиконформных отображениях в Rn, n ≥ 2, на континуально кольцевые Q-го-
меоморфизмы относительно p-модуля, p ∈ (0,∞) в метрических пространствах с
мерами.
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O. S. Afanas’eva
Boundary behavior of the continually ring Q-homeomorphisms with respect to p-module
in metric spaces.

In this article, it is investigated the problem of extension to the boundary of the continually ring Q-homeo-
morphisms with respect to p-module between domains in metric spaces with measures. In particular,
there are formulated conditions on the continual domains boundaries of admitting a continuous or
homeomorphic extension to the boundary of quasiconformal mappings in metric spaces.

Keywords: metric spaces with measures, the continually ring Q-homeomorphisms, quasiconformal
mappings, p-moduli.

О.С. Афанасьєва
Гранична поведiнка континуально кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модулiв у
метричних просторах.

У данiй роботi дослiджується проблема продовження на межу континуально кiльцевих Q-гомеомор-
фiзмiв вiдносно p-модулiв мiж областями в метричних просторах iз мiрами. Зокрема, для ква-
зiконформних вiдображень у метричних просторах сформульовано умови на межi континуальних
областей, при яких допускається неперервне або гомеоморфне продовження на межу таких вiдо-
бражень.

Ключовi слова: метричнi простори з мiрами, континуально кiльцевi Q-гомеоморфiзми, ква-
зiконформнi вiдображення, p-модулi.
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