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Ïîêàçàíî, ÷òî íàáëþäàâøèåñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðåæèìå äðîáíîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà
Õîëëà (ÄÊÝÕ) íîâûå äðîáíûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ � � 4/11, 4/13, 5/13, 5/17,
6/17, 3/8 è 3/10 (à òàêæå äîïîëíèòåëüíûå äðîáè 5/8 è 7/11), êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò
ñòàíäàðòíîé ìîäåëè êîìïîçèòíûõ ôåðìèîíîâ (ÊÔ), ìîãóò áûòü îïèñàíû â ðàìêàõ ðàñøè-
ðåííîé ñèñòåìàòèêè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ÄÊÝÕ, îñíîâàííîé íà ïðåäïîëîæåíèè Ãàëüïåðèíà î
ñîñóùåñòâîâàíèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ è ñâÿçàííûõ ýëåêòðîííûõ ïàð â äâóìåðíûõ (2D) ñèñ-
òåìàõ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçàííûõ òðèïëåòíûõ «êó-
ïåðîâñêèõ» ïàð â ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííîì ñîñòîÿíèè íà íèæàéøåì ñïèíîâîì óðîâíå Ëàíäàó
ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà ýëåêòðîí-ôîíîííûì âçàèìîäåéñòâèåì 2D ýëåêòðîíîâ ñ 2D ïîâåðõíîñò-
íûìè àêóñòè÷åñêèìè è îïòè÷åñêèìè ôîíîíàìè, ëîêàëèçîâàííûìè âáëèçè èíòåðôåéñà â ïîëó-
ïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ. Ïðåäëàãàåìàÿ ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìàòèêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ,
êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè, ìîäåëü Ëàôëèíà, ðàííèå èåðàðõè÷åñêèå ìîäåëè ÄÊÝÕ è ìîäåëü ÊÔ c íå-
êîòîðûìè åå îáîáùåíèÿìè è ïîçâîëÿåò îïèñàòü àáñîëþòíî âñå íàáëþäàåìûå äðîáíûå çíà÷åíèÿ
�, âêëþ÷àÿ äðîáè ñ ÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè (â ÷àñòíîñòè, � � 3/8 è 3/10), à òàêæå ïðåäñêàçàòü
âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íîâûõ «ýêçîòè÷åñêèõ» äðîáåé (íàïðèìåð, � � 5/14, 5/16, 3/20).

Ïîêàçàíî, ùî íîâ³ äðîáîâ³ çíà÷åííÿ ôàêòîðà çàïîâíåííÿ � � 4/11, 4/13, 5/13, 5/17,
6/17, 3/8 òà 3/10 (à òàêîæ äîäàòêîâ³ äðîáè 5/8 òà 7/11), ùî ñïîñòåð³ãàëèñü åêñïåðèìåí-
òàëüíî â ðåæèì³ äðîáîâîãî êâàíòîâîãî åôåêòó Õîëëà (ÄÊÅÕ), ÿê³ íå çàäîâîëüíÿþòü ñòàí-
äàðòí³é ìîäåë³ êîìïîçèòíèõ ôåðì³îí³â (ÊÔ), ìîæóòü áóòè îïèñàí³ â ðàìêàõ ðîçøèðåíî¿ ñèñòå-
ìàòèêè êâàíòîâèõ ñòàí³â ÄÊÅÕ, ÿêà áàçóºòüñÿ íà ïðèïóùåíí³ Ãàëüïåð³íà ïðî ñï³â³ñíóâàííÿ
â³ëüíèõ åëåêòðîí³â òà çâ’ÿçàíèõ åëåêòðîííèõ ïàð ó äâîâèì³ðíèõ (2D) ñèñòåìàõ ó òåðìîäè-
íàì³÷í³é ãðàíèö³. Ìîæëèâ³ñòü ³ñíóâàííÿ çâ’ÿçàíèõ òðèïëåòíèõ «êóïåð³âñüêèõ» ïàð â ïîâí³ñòþ
ïîëÿðèçîâàíîìó ñòàí³ íà íàéíèæ÷îìó ñï³íîâîìó ð³âí³ Ëàíäàó ìîæå áóòè îáóìîâëåíà åëåê-
òðîí-ôîíîííîþ âçàºìîä³ºþ 2D åëåêòðîí³â ç 2D ïîâåðõíåâèìè àêóñòè÷íèìè òà îïòè÷íèìè ôîíî-
íàìè, ùî ëîêàë³çîâàí³ ïîáëèçó ³íòåðôåéñà ó íàï³âïðîâ³äíèêîâèõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ. Çàïðîïî-
íîâàíà ðîçøèðåíà ñèñòåìàòèêà âêëþ÷àº â ñåáå, ÿê îêðåì³ âèïàäêè, ìîäåëü Ëàôë³íà, ïîïåðåäí³
³ºðàðõ³÷í³ ìîäåë³ ÄÊÅÕ ³ ìîäåëü ÊÔ ç äåÿêèìè ¿¿ óçàãàëüíåíÿìè ³ äîçâîëÿº îïèñàòè àáñîëþò-
íî óñ³ äðîáîâ³ çíà÷åííÿ �, ùî ñïîñòåð³ãàþòüñÿ, âêëþ÷àþ÷è äðîáè ç ïàðíèìè çíàìåííèêàìè
(çîêðåìà, � � 3/8 òà 3/10), à òàêîæ ïåðåäáà÷àº ìîæëèâ³ñòü ³ñíóâàííÿ íîâèõ «åêçîòè÷íèõ»
äðîá³â (íàïðèêëàä, � � 5/14, 5/16, 3/20).

PACS: 73.40.Hm

1. Ââåäåíèå

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îñîáåííîñòè õîëëîâñêî-
ãî ñîïðîòèâëåíèÿ R RH xy� (ïëàòî) è òðàíñïîðòíî-
ãî ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèÿ Rxx (ìèíèìóìû) äâóìåð-
íûõ (2D) ýëåêòðîííûõ ñèñòåì â çàâèñèìîñòè îò
ìàãíèòíîãî ïîëÿ B â ðåæèìå äðîáíîãî êâàíòîâîãî

ýôôåêòà Õîëëà (ÄÊÝÕ) îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ
êîìïîçèòíûõ ôåðìèîíîâ (ÊÔ) [1]. Òàêèå ÊÔ ôîð-
ìèðóþòñÿ íà îñíîâå ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé (êîìïî-
çèöèé) ïîëÿðèçîâàííûõ ïî ñïèíó 2D ýëåêòðîíîâ ñ
÷åòíûì ÷èñëîì ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäèí ýëåêòðîí
êâàíòîâ ìàãíèòíîãî ïîòîêà �0 � hc/e (ãäå h — ïî-
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ñòîÿííàÿ Ïëàíêà, c — ñêîðîñòü ñâåòà, e — çàðÿä
ýëåêòðîíà).

Â ýòîì ñìûñëå ìîäåëü ÊÔ [1], êàçàëîñü áû, ïðî-
òèâîðå÷èò èñõîäíîé ìîäåëè Ëàôëèíà [2] äëÿ
ÄÊÝÕ, ñîãëàñíî êîòîðîé íà êàæäûé ýëåêòðîí ïðè-
õîäèòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî êâàíòîâ ïîòîêà m n� �2 1
( , , ,...n � 12 3 ). Òåì íå ìåíåå ïðîñòûå ëàôëèíîâñêèå
äðîáè äëÿ ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ íèæàéøåãî ñïèíîâî-
ãî óðîâíÿ Ëàíäàó (ÓË) � � 1/3, 1/5, 1/7, ... ñî-
äåðæàòñÿ â ñõåìå ÊÔ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùåìó äâóõïàðàìåòðè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ �:
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� 2 1
(k n, , , ,...� 12 3 ), (1)

ãäå Ne è N� — ïîëíûå ÷èñëà ýëåêòðîíîâ è êâàíòîâ
ïîòîêà â 2D ñèñòåìå, k îïðåäåëÿåò ÷èñëî ïàð êâàí-
òîâ ïîòîêà, ïðèõîäÿùèõñÿ íà êàæäûé ÊÔ, à n
íóìåðóåò íîâûå çàïîëíåííûå ÓË â ýôôåêòèâíîì
ìàãíèòíîì ïîëå [1], òàê ÷òî ÄÊÝÕ ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê öåëî÷èñëåííûé êâàíòîâûé ýôôåêò Õîë-
ëà (ÖÊÝÕ) â ñèñòåìå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÊÔ.

Îäíàêî â ýêñïåðèìåíòàõ [3], ïðîâåäåííûõ íà
ñâåðõ÷èñòûõ îáðàçöàõ ñ ðåêîðäíîé ýëåêòðîííîé
ïîäâèæíîñòüþ � e /� �107 2ñì Â ñ, ïðè ñâåðõíèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ T � 35 ìÊ áûëè îáíàðóæåíû íîâûå
îñîáåííîñòè Rxx ïðè äðîáíûõ çíà÷åíèÿ ôàêòîðà çà-
ïîëíåíèÿ �, êîòîðûå íå îïèñûâàþòñÿ ñòàíäàðòíîé
ìîäåëüþ ÊÔ [1]. Ýòè íîâûå, íå íàáëþäàâøèåñÿ ðà-
íåå äðîáè ëåæàò â èíòåðâàëàõ ìåæäó õîðîøî èç-
âåñòíûìè äðîáÿìè � � 2/7, 1/3 è 2/5 è ñîîòâåòñò-
âóþò ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì � � 5/17, 3/10, 4/13,
6/17, 4/11, 3/8, 5/13 (ñì. [3]), à òàêæå äîïîëíè-
òåëüíûì çíà÷åíèÿì ( )1 	 �� 5/8 è 7/11, ñâÿçàí-
íûì ñ ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ñèììåòðèåé 2D ñîñòîÿ-
íèé íà ÓË.

Êàê îòìå÷àëîñü â [3], âñå íîâûå äðîáè ñ íå÷åòíû-
ìè çíàìåíàòåëÿìè ôîðìàëüíî ìîãóò áûòü îïèñàíû
ðàííåé èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëüþ ýíèîíîâ [4,5], îäíà-
êî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿ-
þòñÿ íåóñòîé÷èâûìè (ñæèìàåìûìè) [6,7], ëèáî íå
ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííûìè ïî ñïèíó [8,9]. Êðîìå
òîãî, àíèîííàÿ ìîäåëü íå îïèñûâàåò äðîáè ñ ÷åòíû-
ìè çíàìåíàòåëÿìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì àâòîðû [3] âûñêàçàëè ïðåäïîëî-
æåíèå, ÷òî â èõ ýêñïåðèìåíòàõ íàáëþäàëîñü íîâîå
ÿâëåíèå ÄÊÝÕ äëÿ ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÊÔ
ïðè ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûõ âûñøèõ ÓË. Â ýòîì ñëó-
÷àå â ñîîòíîøåíèè (1) ÷èñëî n äîëæíî áûòü çàìåíå-
íî íà íåêîòîðûé ïàðàìåòð � *:
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�

*
*2 1k

, (2)

ãäå � * — íàáîð çàâèñÿùèõ îò k íåöåëûõ ÷èñåë,
êîòîðûå ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê �2K . Â ÷àñòíîñòè,

â [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äðîáü � � 4/11 ñîîò-
âåòñòâóåò çíà÷åíèþ � �* � � �2 1 1 3/ , äðîáü
� �� 
 � �5 13 1 2 32/ / , � �� 
 � �6 17 1 1 52/ / ,
� �� 
 � �3 8 1 1 22/ / , � �� 
 � �4 13 1 1 34/ / ,
� �� 
 � �5 17 1 2 34/ / , à � �� 
 � �3 10 1 1 24/ / .
(Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè äðîáåé � � 4/13, � �
= 5/17, � � 7/11 è � � 5/8 â [3] áûëè äîïóùåíû
îøèáêè.)

Çàìåíà öåëîãî ÷èñëà n � 1 â (1) íà íåïðàâèëüíûå
äðîáè �* � 1 ñîîòâåòñòâóåò ÄÊÝÕ äëÿ êîìïîçèòíûõ
ôåðìèîíîâ, íî íå íà íèæàéøåì, à íà ñëåäóþùåì
÷àñòè÷íî çàïîëíåííîì ÓË â ïðîñòðàíñòâå ÊÔ, ïî
àíàëîãèè ñ ÄÊÝÕ äëÿ îáû÷íûõ 2D ýëåêòðîíîâ íà
âûñøèõ óðîâíÿõ Ëàíäàó â ðåæèìå ÖÊÝÕ (íàïðè-
ìåð, äëÿ ñîñòîÿíèé òèïà � � 4/3, � � 5/3).

Â [10] íåäàâíî áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà òåîðå-
òè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ âûñêàçàííîé â [3] èäåè î
ñëåäóþùåé ãåíåðàöèè (èåðàðõèè) ÄÊÝÕ íà âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ÊÔ äëÿ îáúÿâëåíèÿ íåîáû÷íûõ äðî-
áåé â ðàìêàõ ðàñøèðåííîé ìîäåëè ÊÔ ñ òàêèì çíà-
÷åíèåì � �* � �1 â (2) ïðè k � 1, êîòîðîå ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ â
èíòåðâàëå 1/3 � �� 5/3:

� �
�
�

3 1
8 3
n
n

( , , ,....)n � 12 3 . (3)

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [10] ñ ïîìîùüþ
÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèè êóëîíîâñêîãî ãàìèëüòî-
íèàíà ñèñòåìû Ne ýëåêòðîíîâ (Ne = 8, 12, 16, 20,
24), ðàñïîëîæåííûõ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû, â öåí-
òðå êîòîðîé ïîìåùåí ìàãíèòíûé ìîíîïîëü Äèðàêà ñ
«çàðÿäîì» Q (êîíôèãóðàöèÿ Õîëäåéíà) [5]. Ñ ïî-
ìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî [9] áûëî
ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç
ñôåðó 2 0Q� â çàâèñèìîñòè îò Ne è çàòåì èç îòíî-
øåíèÿ N / Qe 2 0� â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå
Ne 
 
 íàéäåíî ñîîòíîøåíèå (3).

Îäíàêî òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò îáúÿñíèòü ñóùåñò-
âîâàíèå òîëüêî äâóõ íåîáû÷íûõ äðîáåé � � 4/11 è
� � 5/13 èç ñåìè íîâûõ îñîáåííîñòåé.

Ìåæäó òåì âñå íîâûå îñîáåííîñòè Rxx [3], à òàê-
æå àáñîëþòíî âñå íàáëþäàâøèåñÿ ðàíåå â ðåæèìå
ÄÊÝÕ îñîáåííîñòè Rxx è Rxy , âêëþ÷àÿ äðîáè ñ ÷åò-
íûìè çíàìåíàòåëÿìè (� � = 1/2, 1/4, 1/6, ...), êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè ìîäåëè
ÊÔ [1] ïðè n 
 
 äëÿ ðàçíûõ k = 1, 2, 3, ..., îïèñû-
âàþòñÿ ïðåäëîæåííîé â [11] ôîðìóëîé äëÿ ôàêòîðà
çàïîëíåíèÿ:

� �
� 	

	

4 4
2

m p r

mp r
(4)

èëè åå äîïîëíåíèåì:

Î íîâûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ â ðåæèìå äðîáíîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà
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4 4
2

r p m

r mp
, (5)

ãäå m — íå÷åòíîå ÷èñëî, p — ÷åòíîå ÷èñëî, r —
÷èñëî ïðîèçâîëüíîé ÷åòíîñòè. Ôîðìóëà (4) ïîëó÷å-
íà â [11] íà îñíîâå ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî íàðÿäó ñî
ñâîáîäíûìè 2D ýëåêòðîíàìè íà íèæàéøåì ñïèíî-
âîì ÓË ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñâÿçàííûå ýëåêòðîííûå
ïàðû, êîòîðûå ñîñóùåñòâóþò (èíòåðôåðèðóþò) ñ
ýëåêòðîíàìè è ó÷àñòâóþò íàðàâíå ñ íèìè âî âçàè-
ìîäåéñòâèè ñ êâàíòàìè ïîòîêà.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (4) ïîëó-
÷åíî ñ ïîìîùüþ ïðîáíîé âîëíîâîé ôóíêöèè, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íîé (íå÷åòíîé) îòíîñè-
òåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííûõ
ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà íèæàéøåì ñïèíîâîì
ÓË, è ñèììåòðè÷íîé (÷åòíîé) îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ñòàíîâêè ñâÿçàííûõ ýëåêòðîííûõ ïàð â òðèïëåòíîì
ñîñòîÿíèè ñî ñïèíîì � � 1. Èíûìè ñëîâàìè, â [11]
èñïîëüçîâàí îáû÷íûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ôåðìèî-
íîâ è áîçîíîâ, õàðàêòåðíûé äëÿ òðåõìåðíûõ (3D)
ñèñòåì, õîòÿ èçâåñòíî [4], ÷òî â êâàíòîâûõ 2D ñèñòå-
ìàõ íåðàçëè÷èìûå ÷àñòèöû èëè êâàçè÷àñòèöû (íà-
ïðèìåð, ýíèîíû) ïîä÷èíÿþòñÿ àíîìàëüíîé ñòàòè-
ñòèêå è ìîãóò ôîðìàëüíî îáëàäàòü ïðîèçâîëüíûì
ñïèíîì.

Òåì íå ìåíåå ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â ðåàëü-
íûõ êðèñòàëëàõ ýëåêòðîíû, ëîêàëèçîâàííûå â êâàí-
òîâîé ÿìå âáëèçè èíòåðôåéñà â ðåçóëüòàòå ðàçìåð-
íîãî êâàíòîâàíèÿ ñïåêòðà, ñòðîãî ãîâîðÿ, íåëüçÿ
ñ÷èòàòü èñòèííî äâóìåðíûìè, ïîñêîëüêó èõ âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ «ðàçìàçàíà» âäîëü òðåòüåãî èçìåðåíèÿ
â íåêîòîðîé îáëàñòè êîíå÷íîé øèðèíû. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî îïåðàöèÿ ïåðåñòàíîâêè äâóõ ýëåêòðîíîâ,
íåñìîòðÿ íà äâóìåðíûé õàðàêòåð èõ êâàíòîâîãî
äâèæåíèÿ â íèæàéøåé 2D ïîäçîíå, ìîæåò ðåàëèçî-
âàòüñÿ ïî áåñêîíå÷íî áîëüøîìó ÷èñëó ðàçëè÷íûõ
3D òðàåêòîðèé, òîïîëîãè÷åñêè îòëè÷àþùèõñÿ îò
ïëîñêèõ 2D òðàåêòîðèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçäåëåíèå
íà ôåðìèîíû (ýëåêòðîíû) è áîçîíû (ñâÿçàííûå
ïàðû) ïðè ïîñòðîåíèè âîëíîâîé ôóíêöèè Ãàëüïåðè-
íà [11] âïîëíå îïðàâäàíî. Îäíàêî â [11] íå áûëî
âûñêàçàíî íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî
äèíàìè÷åñêîãî ìåõàíèçìà îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàííûõ
ýëåêòðîííûõ ïàð â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñò-
ðóêòóðàõ â êâàíòóþùåì ìàãíèòíîì ïîëå.

Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî ñâÿçàííûå ïàðû âûðîæäåí-
íûõ ýëåêòðîíîâ â íèæàéøåé êâàíòîâîé 2D ïîäçîíå
(â äàëüíåéøåì íàçûâàåìûõ 2D ýëåêòðîíàìè), êàê
íà íèæàéøåì ñïèíîâîì ÓË, òàê è íà âûñøèõ ÷àñ-
òè÷íî çàïîëíåííûõ ÓË, ìîãóò âîçíèêàòü, àíàëî-
ãè÷íî êóïåðîâñêèì ïàðàì â ñâåðõïðîâîäíèêàõ, çà
ñ÷åò ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ÝÔÂ) ñ
ïîâåðõíîñòíûìè 2D ôîíîíàìè, ëîêàëèçîâàííûìè

âáëèçè ãðàíèöû ðàçäåëà (èíòåðôåéñà) ìåæäó ðàçíû-
ìè êðèñòàëëàìè (GaAs è AlGaAs) â ïîëóïðîâîäíèêî-
âûõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ. Ýôôåêòèâíîå ìåæýëåêòðîííîå
ïðèòÿæåíèå, îáóñëîâëåííîå îáìåíîì âèðòóàëüíûìè
àêóñòè÷åñêèìè è îïòè÷åñêèìè «èíòåðôåéñíûìè»
ôîíîíàìè ñ ìàëîé ôàçîâîé (ãðóïïîâîé) ñêîðîñòüþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ïëîñêîñòè èíòåðôåéñà, ìîæåò
ïðåâûøàòü êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå e / lH

2 � (ãäå �
— äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êðèñòàëëîâ, à
l c/eBH � � — êâàíòîâàÿ ìàãíèòíàÿ äëèíà).

Áîëåå òîãî, êàê áûëî ïîêàçàíî â [13], êóëîíîâ-
ñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó 2D ýëåêòðîíàìè íà îä-
íîì è òîì æå ñïèíîâîì ÓË àíòèñèììåòðè÷íî îòíî-
ñèòåëüíî íåêîòîðîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, òàê ÷òî àíòèñèììåò-
ðèçîâàííûé êóëîíîâñêèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èìïóëüñàõ ìåíÿåò çíàê, ò.å. ñî-
îòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ýôôåêòèâíîìó ïðèòÿæåíèþ
â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòîò ýôôåêò îáóñëîâ-
ëåí ñèëüíûì (áåñêîíå÷íûì ïðè r 
 0) îòòàëêèâàíè-
åì ìåæäó ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííûìè ýëåêòðîíà-
ìè ñ ïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè çà ñ÷åò ïðèíöèïà
Ïàóëè, êîòîðûé èãðàåò ãîðàçäî áîëåå âàæíóþ ðîëü
â ôîðìèðîâàíèè ñîñòîÿíèé òàê íàçûâàåìîé «íåñæè-
ìàåìîé» 2D ýëåêòðîííîé æèäêîñòè Ëàôëèíà [2],
÷åì êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå. Èçìåíåíèå çíàêà
ôóðüå-êîìïîíåíòû êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè
áîëüøèõ èìïóëüñàõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê «ìàã-
íèòíóþ ïåðåýêðàíèðîâêó» êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ýëåêòðîíàìè íà îäíîì è òîì æå ÓË [13]. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåí âûâîä ñîîòíîøåíèÿ
Ãàëüïåðèíà (4) è åãî äîïîëíåíèÿ (5) íà îñíîâå ìíî-
ãî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè ëàôëèíîâñêîãî
òèïà [2,11], à òàêæå îáùèé óíèâåðñàëüíûé àëãî-
ðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëþáûõ ïðàâèëüíûõ äðîáåé
� � q/k ñ q k� , ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáåííîñòÿì Rxx
è Rxy â ðåæèìå ÄÊÝÕ, â ðàìêàõ ìîäåëè 2D ñèñòåìû
ñ ñóïåðïîçèöèåé ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ è ñâÿçàí-
íûõ ïàð íà íèæàéøåì ÓË.

2. Ñâÿçàííûå ýëåêòðîííûå ïàðû
è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ãàëüïåðèíà

Ãèïîòåçà Ãàëüïåðèíà [11] î ñóùåñòâîâàíèè â 2D
ýëåêòðîííûõ ñèñòåìàõ â ðåæèìå ÄÊÝÕ ñâÿçàííûõ
ïàð ýëåêòðîíîâ íà íèæàéøåì ñïèíîâîì ÓË áûëà
îáîñíîâàíà â ðàáîòàõ [12], â êîòîðûõ áûë ïðåäëî-
æåí êîíêðåòíûé ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ òàêèõ ïàð
çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ 2D ýëåêòðîíîâ ñ ïîâåðõíîñò-
íûìè 2D àêóñòè÷åñêèìè è îïòè÷åñêèìè ôîíîíàìè,
ëîêàëèçîâàííûìè âáëèçè èíòåðôåéñà â ãåòåðîñò-
ðóêòóðå GaAs/AlGaAs. Êàê èçâåñòíî, âîëíîâûå
ôóíêöèè òàêèõ ïîâåðõíîñòíûõ ôîíîíîâ, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèõñÿ ñ îòíîñèòåëüíî ìàëûìè ôàçîâûìè
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(ãðóïïîâûìè) ñêîðîñòÿìè â ïëîñêîñòè èíòåðôåéñà,
ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò ïðè óäàëåíèè îò èíòåð-
ôåéñà � e 	kx íà õàðàêòåðíîì ðàññòîÿíèè k /	 �1 2� �
(ãäå � — äëèíà âîëíû ôîíîíà, à k — âîëíîâîå ÷èñ-
ëî âäîëü ïîâåðõíîñòè èíòåðôåéñà).

Â òî æå âðåìÿ õàðàêòåðíûìè ìàñøòàáàìè äëÿ âû-
ðîæäåííûõ 2D ýëåêòðîíîâ â ïîëóïðîâîäíèêîâîé ãå-
òåðîñòðóêòóðå ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå: ðàññòîÿíèå d
îò èíòåðôåéñà äî ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè ëîêàëèçî-
âàííûõ â êâàíòîâîé ÿìå ýëåêòðîíîâ, îáðàòíîå âîë-
íîâîå ÷èñëî ôåðìè k nF e

	 	�1 12( )� ïðè ñðåäíåé 2D
ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ ne è êâàíòîâàÿ ìàãíèòíàÿ
äëèíà â ìàãíèòíîì ïîëå lH . Ïðè B � 10 Òë è
ne � 	 	10 11 2ñì ïîëó÷àåì îöåíêè lh � 	10 6 ñì è
kF
	 	�1 610 ñì. Òàêîé æå ïîðÿäîê âåëè÷èíû èìååò è

ðàññòîÿíèå d. Ýòî îçíà÷àåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òî
âîëíîâûå ÷èñëà âèðòóàëüíûõ 2D ôîíîíîâ, êîòîðûå
ìîãóò âîçáóæäàòüñÿ 2D ýëåêòðîíàìè íà èíòåðôåéñå
çà ñ÷åò ÝÔÂ è îáìåí êîòîðûìè ìîæåò îáåñïå÷èòü
ïðèòÿæåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ ñïàðèâàíèÿ ýëåêòðî-
íîâ, áóäóò òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî kF è lH

	1. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 2D ýëåêòðîíû, íàõîäÿ-
ùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè d � 	10 6 ñì îò èíòåðôåéñà,
ìîãóò âïîëíå ýôôåêòèâíî âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ïî-
âåðõíîñòíûìè ôîíîíàìè, àìïëèòóäà êîòîðûõ íå-
çíà÷èòåëüíî îñëàáëÿåòñÿ (ìåíåå ÷åì â e ðàç) íà
äëèíå d.

Â [12] âû÷èñëåíû êàê ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ÝÔÂ
ñ ïîâåðõíîñòíûìè íåïîëÿðíûìè àêóñòè÷åñêèìè è
îïòè÷åñêèìè ôîíîíàìè, òàê è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [13] äëÿ ïåðâûõ äâóõ
íèæàéøèõ ÓË, è ïîêàçàíî, ÷òî â îïðåäåëåííûõ îá-
ëàñòÿõ èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà âîçíèêàåò ýôôåê-
òèâíîå ïðèòÿæåíèå ìåæäó 2D ýëåêòðîíàìè, êîòîðîå
ìîæåò ïðèâîäèòü ê èõ «êóïåðîâñêîìó» ñïàðèâàíèþ.
Òàêîå ñïàðèâàíèå ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà îä-
íîì è òîì æå ñïèíîâîì ÓË, ÿâëÿåòñÿ òðèïëåòíûì ñ
ñóììàðíûì ñïèíîì ïàðû, ðàâíûì � � 1. Áëàãîäàðÿ
êîíå÷íîé øèðèíå îáëàñòè ðàçìûòèÿ âîëíîâûõ ôóíê-
öèé ýëåêòðîíîâ â 2D êâàíòîâîé ÿìå âäîëü òðåòüåãî
èçìåðåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòè
ïåðåñòàíîâêè òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö âäîëü ðàçëè÷-
íûõ íåïëîñêèõ òðàåêòîðèé ñîõðàíÿåòñÿ îáû÷íàÿ
äëÿ 3D ïðîñòðàíñòâà ñâÿçü ìåæäó ñïèíîì è ñòàòè-
ñòèêîé äëÿ ôåðìèîíîâ è áîçîíîâ. Ïîýòîìó ñâÿçàí-
íûå ýëåêòðîííûå ïàðû ìîæíî ñ÷èòàòü áîçîíàìè, à
ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòü ïîëíîé âîëíîâîé ôóíêöèè
2D ñèñòåìû, ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèåé Ëàôëèíà [2],
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [11]:
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ãäå Ì — ÷èñëî ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, N — ÷èñëî
ñâÿçàííûõ ïàð, Z� è Z� — êîìïëåêñíûå 2D êîîð-
äèíàòû ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, Zi è Zi 	1 — êîîð-
äèíàòû òåõ ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå îáðàçóþò ïàðû, à
R Z Z /i i i� � 	( )1 2 — êîîðäèíàòû öåíòðîâ ìàññ
ñâÿçàííûõ ýëåêòðîííûõ ïàð. Â ñèëó ñèììåòðèéíûõ
ñâîéñòâ âîëíîâûõ ôóíêöèé ÷àñòèö ñ ïîëóöåëûì
ñïèíîì (ôåðìèîíîâ) è ñâÿçàííûõ ïàð ñ öåëûì ñïè-
íîì (áîçîíîâ) ïîêàçàòåëè ñòåïåíè â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïðîèçâåäåíèÿõ (6) èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü. Â
ïåðâîì ïðîèçâåäåíèè, êîòîðîå îïèñûâàåò îáìåííûå
êîððåëÿöèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, ïîêàçàòåëü ñòå-
ïåíè áèíîìà m — íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî, òàê æå êàê
è ïîêàçàòåëè ñòåïåíè w è t, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
êîððåëÿöèÿì ìåæäó ñâîáîäíûìè è ñâÿçàííûìè
ýëåêòðîíàìè (ñ êîîðäèíàòàìè Z� è Zi ) è ìåæäó
ñâÿçàííûìè ýëåêòðîíàìè îäíîé è òîé æå ïàðû (ñ
êîîðäèíàòàìè Zj è Zj 	1 ). Â òî æå âðåìÿ âî âòîðîì
ïðîèçâåäåíèè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äîëæåí áûòü âñå-
ãäà ÷åòíûì 2u (u — ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî)
áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè âîëíîâîé ôóíêöèè îòíîñè-
òåëüíî ïåðåñòàíîâîê ñâÿçàííûõ ïàð, à ïîêàçàòåëü
q, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåñòàíîâêàì ïàð è ñâîáîä-
íûõ ýëåêòðîíîâ, èìååò ïðîèçâîëüíóþ ÷åòíîñòü
(q — ëþáîå öåëîå ÷èñëî).

Ïðåäñòàâèì êâàäðàò ìîäóëÿ ôóíêöèè (6) â
âèäå ôôåêòèâíîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
Ãèááñà [2].
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Çäåñü �H èãðàåò ðîëü ýôôåêòèâíîé «ñâîáîäíîé
ýíåðãèè» ìíîãîêîìïîíåíòíîé 2D êëàññè÷åñêîé «çà-
ðÿæåííîé ïëàçìû» ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì «êóëîíîâ-
ñêèì âçàèìîäåéñòâèåì» ìåæäó ÷àñòèöàìè (ñì. [2]).
Ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì ñïèíû íèêàêîé ðîëè íå
èãðàþò (çàäà÷à ýôôåêòèâíî ÿâëÿåòñÿ «áåññïèíî-
âîé»), ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðîíû è ïàðû íà
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íèæàéøåì ÓË ýêâèâàëåíòíû, òàê ÷òî (8) ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

	 � 	
�
�
�

��
� 	�� � �

� �

�H

M M

i j
i j

N N

m Z Z u Z Z2 2ln ( ) ln ( )
,

( , )

,

( , )

� �

� � 	 	 	
�
 
�

!�
� � 	( ) ln ( ) ln ( )
,

( , ) ( )

2 1w q Z Z t Z Zi
i

N M

i i
i

N

�
�

.

(9)

Ñëåäóþùèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ çàêðåïëåíèå îäíîé
èç êîîðäèíàò â êàæäîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ñëàãàåìîì
â îäíîé è òîé æå òî÷êå Z0, òàê ÷òî â äâîéíûõ ñóì-
ìàõ îäíî èç ñóììèðîâàíèé çàìåíÿåòñÿ ïðîñòî íà
÷èñëî M èëè N, à âûðàæåíèå (9) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

	 � 	
�
�
�

��
� 	 �� ��

�
��H

M

i
i

N

mM Z Z uN Z Z2 20 0ln ( ) ln ( )
( ) ( )

� � 	 	 	
�
 
�

!�
� �( ) ln ( ) ln ( )
( ) ( )

2 0 0w q N Z Z t Z Z
M

i
i

N

�
�

.

(10)

Çäåñü ñðàçó ìîæíî ïåðåéòè ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó
ïðåäåëó, ïîëàãàÿ M 
 
 è N 
 
, òàê ÷òî ñ õîðî-
øåé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîñëåäíèì ÷ëå-
íîì â (10). Â ðåçóëüòàòå, ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå â ñóì-
ìàõ ïî � è ïî i, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî
ýëåêòðîíîâ â 2D ñèñòåìå ðàâíî

N N Me � �2 , (11)

ïðåäñòàâèì (10) â ñëåäóþùåì âèäå:

" #	 � � � 	
�
�
�

��
��� �

�

�H

M

mM w q N Z Z2 2 0( ) ln( )
( )

� 	
�
 
�

!�
�uN Z Zi
i

N

ln ( )
( )

0

2

. (12)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (11) ñëåäóåò, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî
êâàíòîâ ìàãíèòíîãî ïîòîêà â 2D ñèñòåìå ðàâíî:

N mM w q u N mM rN� � � � � $ �( )2 , (13)

ãäå ÷èñëî r w q u� � �( )2 èìååò ïðîèçâîëüíóþ ÷åò-
íîñòü, ïîñêîëüêó 2w — ÷åòíîå ÷èñëî, à q è u —
÷èñëà ñ ïðîèçâîëüíîé ÷åòíîñòüþ. Ìèíèìàëüíîå (íå-
÷åòíîå) çíà÷åíèå w = 1, à ìèíèìàëüíûå (÷åòíûå)
çíà÷åíèÿ q u� � 0, òàê ÷òî r � 2.

Èñõîäÿ èç îáùåãî îïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâèì ôàê-
òîð çàïîëíåíèÿ íèæàéøåãî ÓË ñ ó÷åòîì (11) è (13)
â âèäå

� � �
�
�

N

N
N M

mM rN
e

�

2
,

(m n� �2 1, r n� � 1, n = 1, 2, 3, ...).
(14)

3. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ
â ðåæèìå ÄÊÝÕ

Èç âûðàæåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî â îòñóòñòâèè
ñâÿçàííûõ ýëåêòðîííûõ ïàð, êîãäà èõ ÷èñëî N � 0,
ôàêòîð çàïîëíåíèÿ �, ïðè êîòîðîì íàáëþäàþòñÿ
îñîáåííîñòè ïðîâîäèìîñòè, ñâîäèòñÿ ê ïðîñòûì
ëàôëèíîâñêèì äðîáÿì [2]:

� � $
�

�
1 1

2 1
1
3

1
5

1
7

1
9m n

, , , , ... . (15)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âñå ýëåêòðîíû ñâÿçàíû â
ïàðû, ò.å. ÷èñëî ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ Ì � 0, èç
(14) ñëåäóþò ãàëüïåðèíñêèå äðîáè (ïðè r � 2):

� � �
2

1
2
3

1
2

2
5

1
3

2
7

1
4

2
9

1
5r

, , , , , , , , ,� . (16)

Çäåñü ñëåäóåò âûäåëèòü äðîáè ñ ÷èñëèòåëåì 2, êîòî-
ðûå íå ñîäåðæàòñÿ â òåîðèè Ëàôëèíà [2], íî îïè-
ñûâàþòñÿ ìîäåëüþ ÊÔ [1] (ñì. ñîîòíîøåíèå (1)), à
òàêæå äðîáè ñ ÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè � � 1/2,
1/4, 1/8, ..., êîòîðûå â ìîäåëè ÊÔ ÿâëÿþòñÿ ïðå-
äåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè ïðè n 
 
 äëÿ ðàçíûõ k =
= 1,2,3,.... Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî â (16) ñîäåð-
æàòñÿ è ëàôëèíîâñêèå äðîáè (15).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü � ïðè ïðîèçâîëüíûõ
M è N, ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (14) â âèäå

� �
�
�

2 M/N
r mM/N

(17)

è ó÷òåì, ÷òî ïðîñòûå ëàôëèíîâñêèå äðîáè (15) ñëå-
äóþò èç (14) èëè (17) â äâóõ ñëó÷àÿõ: ïðè N = 0 è
ïðè r � 2m. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìîæ-
íî ïîëîæèòü N m r� 	 �( )2 0 ïðè r m� 2 (íî r � 2),
ëèáî N r m~ ( )	 �2 0 ïðè r m� 2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè M = 0 ìîæíî ôîðìàëüíî
ïîëîæèòü � � $2 4/r /p, ò.å. ââåñòè íåêîòîðîå ÷åò-
íîå ÷èñëî p � 2r, à â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî M p r� 	 �( )2 0 ïðè p r� 2 ëèáî M r p� 	 �( )2 0
ïðè p r� 2 .

Â ðåçóëüòàòå, ñ÷èòàÿ äëÿ ïðîñòîòû âñå êîýôôè-
öèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îäèíàêîâûìè, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü îòíîøåíèå ÷èñëà ñâîáîäíûõ ýëåêòðî-
íîâ Ì ê ÷èñëó ñâÿçàííûõ ïàð N â âèäå

M
N

p r

m r
�

	

	
�

2
2

0, ëèáî
M
N

r p

r m
�

	

	
�

2
2

0. (18)

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé â (17),
ïîëó÷àåì âûðàæåíèå Ãàëüïåðèíà [4] äëÿ ôàêòîðà
çàïîëíåíèÿ (4) ñïðàâåäëèâîå ïðè r m� 2 è p r� 2 , à
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ïîäñòàíîâêà â (17) âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (18) ïðè-
âîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (5), ñïðà-
âåäëèâîìó ïðè r m� 2 è p r� 2 .

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ, îïðåäå-
ëÿþùååñÿ ôîðìóëàìè

� �
� 	

	
�

4 4
0

2

m p r

mp r
, ëèáî ~� �

	 	

	
�

4 4
0

2

r p m

r mp
(19)

â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ÷èñëàìè m,
p è r.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííîå â [10] îáîáùåíèå
ñòàíäàðòíîãî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ
(1) ìîäåëè ÊÔ [1] ñ çàìåíîé n íà � �* ~� �n ôàêòè-
÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò ââåäåíèþ òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé
ôîðìóëû äëÿ � ïðè ïðîèçâîëüíûõ k.

Ïðè r m� 2 äëÿ ëþáûõ p ïåðâîå èç âûðàæåíèé
(19), èëè ôîðìóëà (4), âûðîæäàåòñÿ â ïðîñòûå
ëàôëèíîâñêèå äðîáè ñ íå÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè
� � � �1 1 2 1/m / n( ). Çàìåòèì, ÷òî ïðè p r m� �2 4
îáà âûðàæåíèÿ (19) ñîäåðæàò íåîïðåäåëåííîñòü
òèïà 0/0, ðàñêðûòèå êîòîðîé ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ
ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ � � 1/m. Ïîñêîëüêó óñëîâèå
r m� 2 îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñâÿçàííûõ ýëåêòðîííûõ
ïàð (N = 0), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ëàôëèíîâñêèå
ñîñòîÿíèÿ ðåàëèçóþòñÿ íà ñâîáîäíûõ 2D ýëåêòðî-
íàõ (Ì = Ne).

Ïðè p r� 2 äëÿ ëþáûõ m èç (4) ñëåäóþò ãàëüïå-
ðèíñêèå äðîáè � � 2/r, êîòîðûå âîçíèêàþò â îòñóò-
ñòâèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ (Ì = 0) â ñèñòåìå ñâÿ-
çàííûõ ïàð (N N /e� 2). Îäíàêî, åñëè èñõîäèòü èç
àíàëîãèè ñ êóïåðîâñêèìè ïàðàìè â ñâåðõïðîâîäíè-
êàõ, òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ñîñòîÿíèå ñ Ì = 0 ìî-
æåò ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî ïðè àáñîëþòíîì íóëå òåì-
ïåðàòóðû Ò = 0. Ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ T % 0
÷èñëà ÷àñòèö è ïàð îòëè÷íû îò íóëÿ, Ì % 0 è N % 0,
ïðè÷åì ñ èçìåíåíèåì Ò îíè ìîãóò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî
äèñêðåòíûì îáðàçîì (òàê æå, êàê è ïðè íåïðåðûâ-
íîì èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Â). Îòíîñèòåëüíûå
÷èñëà ýëåêòðîíîâ � å Ì/Ne� è ïàð �p eN/N� ìî-
ãóò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

�e
p r

m p r
�

	

� 	
�

2
4 4

0 ëèáî �e
r p

r p m
�

	

	 	
�

2
4 4

0;

(20)

�p
m r

m p r
�

	
� 	

�
2

4 4
0 ëèáî �p

r m
r p m

�
	

	 	
�

2
4 4

0;

(21)

Ôîðìóëû (19), èëè (4) è (5), â îáùåì ñëó÷àå
îïèñûâàþò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïðàâèëüíûõ äðî-
áåé � � �q/k 1 ñ ïðîèçâîëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè
÷èñëèòåëÿìè q è çíàìåíàòåëÿìè k. Îäíàêî íàèáîëåå
ïðîñòûå è ÷àùå âñåãî íàáëþäàåìûå ýêñïåðèìåíòàëü-

íî äðîáíûå çíà÷åíèÿ �, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþòñÿ èç
(19) â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíûõ âçàèìíûõ ñîêðàùå-
íèé ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé, ò.å. ïðè âûñîêîé
ñòåïåíè êðàòíîñòè ÷èñåë q è k.

Ïîñêîëüêó ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ôàêòîðà çà-
ïîëíåíèÿ � ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëàì ýëåêòðîíîâ Ne è
êâàíòîâ ïîòîêà N�, òàêàÿ êðàòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî
îäíîâðåìåííî áîëüøîå ÷èñëî ÷àñòèö (ýëåêòðîíîâ
è ïàð) îáðàçóåò êîãåðåíòíûå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ
(èëè êîìïîçèöèè) ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì êâàíòîâ
(íå îáÿçàòåëüíî ÷åòíûì!) â ðàñ÷åòå íà îäèí ýëåê-
òðîí. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âîçíèêàþò îñîáåííîñòè â
ìàêðîõàðàêòåðèñòèêàõ (íàïðèìåð, â Rxx è Rxy)
âñåé 2D ñèñòåìû, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêèõ äðîáåé � � q/k ñ q k� è
âûñîêîé êðàòíîñòüþ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïðåä-
ëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðîñòîé àëãîðèòì: ïðèðàâíèâà-
åì ÷èñëèòåëü âûðàæåíèé (19) ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë
lq, à çíàìåíàòåëü — ïðîèçâåäåíèþ lk (ãäå l — öåëîå
÷èñëî), è ðåøàåì äâà óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî p è r
ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ m � 2n + 1. Èç óñëîâèÿ
ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå öåëûõ ÷èñåë íàõîäèì èñ-
êîìóþ êðàòíîñòü l ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Äåéñò-
âèòåëüíî, èç äâóõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ïåðâîãî ñî-
îòíîøåíèÿ (19), èëè (4):

4 4m p r lq� 	 � ; mp r lk	 �2 (22)

ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r, ìåíü-
øèé êîðåíü êîòîðîãî ðàâåí:

r m l qm k m� 	 	 �2 2( ) . (23)

Ïðè ýòîì ïàðàìåòð ð îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

p r m lq r� 	 � �( )4 4 2 . (24)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
(qm k	 ) êâàäðàòíûé êîðåíü â (23) âû÷èñëÿåòñÿ òî÷-
íî ïðè óñëîâèè

l qm k n( )	 � 2, (25)

ò.å. äëÿ l � (qm k	 ), ëèáî äëÿ òàêîãî çíà÷åíèÿ l, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì, äîïîëíÿþùèì ÷èñëî
(qm k	 ) äî ïîëíîãî êâàäðàòà.

Åñëè æå ÷èñëî (qm k	 ) ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
êâàäðàòîì, òî l ðàâíî 1 ëèáî ëþáîìó ïîëíîìó êâàä-
ðàòó, è åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì äëÿ l ÿâëÿþòñÿ
óñëîâèÿ 2 2� �r m è p r� 2 , à òàêæå ÷åòíîñòü ÷èñëà p.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Âîçüìåì äëÿ íà-
÷àëà òðè òèïè÷íûå äðîáè � � 3/7, 4/9, 5/11, îïè-
ñûâàþùèåñÿ ôîðìóëîé (1). Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòâåòñò-
âóþùèå çíà÷åíèÿ q = 3, 4, 5 è � = 7, 9, 11 â (23), à
çàòåì â (24), íàõîäèì äëÿ m � 3 ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ýòèõ äðîáåé: l1 � 2, r1 � 4,

Î íîâûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ â ðåæèìå äðîáíîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà
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p1 � 10; l2 � 3, r2 � 3, p2 � 12; l3 � 4, r3 � 2, p3 � 16
(ñì. òàáë. 1). Äðóãèå çíà÷åíèÿ l íå óäîâëåòâîðÿþò
òðåáîâàíèÿì 2 � �r 6 è p r� 2 .

Çàìåòèì, ÷òî äðîáü � � 3/7 ðåàëèçóåòñÿ òàêæå
ïðè m � 5, l � 8, r � 2, p � 12 (òàáë. 2).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ýêçîòè÷åñêèå äðîáè, íàáëþ-
äàåìûå â [3] è íå âïèñûâàþùèåñÿ â ñõåìó ÊÔ [1].

Â êà÷åñòâå ïåðâîé âûáåðåì äðîáü � � 4/11. Ïîä-
ñòàâëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå q = 4 è k = 11 â (23) è
(24), ïðè m � 3 íàõîäèì 4 âàðèàíòà ðåàëèçàöèè äàí-
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Òàáëèöà 1. Îñíîâíûå äðîáíûå çíà÷åíèÿ � � q/k äëÿ m � 3*

r
p

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

2 1 5/7 3/5 7/13 1/2 9/19 5/11 — 3/7 — 7/17 — 2/5

3 2/3 8/15 10/21 4/9 — — 2/5 — — 8/21 — —

4 1/2 3/7 2/5 5/13 3/8 7/19 4/11 — 5/14 — 6/17

5 2/5 4/11 6/17 8/23 — — — — — —

6 1/3 1/3 1/3 1/3 0/0 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

7 — — — — 4/13 2/7

8 4/13 7/23 3/10 5/17 2/7 3/11 1/4

9 — 2/7 — — 4/15 — — 2/9

10 3/11 — 5/19 — 1/4 — 3/13 5/23 1/5

11 — — — — 4/17 — — — — 2/11

12 — 5/21 — — 2/9 — — 1/5 4/21 — 1/6

13 — — — — — — — — — — — 2/13

14 — — — — 1/5 — — — 2/17 — — — 1/7

Ï ð è ì å ÷ à í è å : * — äðîáè ïîëó÷åíû íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (4) â îáëàñòè 2 � �r 6 è p r�̀2 è ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (5) â
îáëàñòè 7 14� �r è ð r� 2 . Ãîðèçîíòàëü r � 6 ïðè ëþáûõ ð ñîîòâåòñòâóåò ëàôëèíîâñêîìó ñîñòîÿíèþ ñ � � 1 3/ (ïðè Ì Ne� è N =
= 0). Äèàãîíàëü p � 2r ñîîòâåòñòâóåò ãàëüïåðèíñêîìó ñîñòîÿíèþ ñ � � 2/r (ïðè N Ne/� 2 è Ì = 0), êîòîðîå íåäîñòèæèìî ïðè T % 0.
Äðîáè ñ áîëüøèìè íåñîèçìåðèìûìè ÷èñëèòåëÿìè è çíàìåíàòåëÿìè íå ïðèâåäåíû (çàìåíåíû ÷åðòî÷êàìè). Ïóñòûå êëåòî÷êè
ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì, êîòîðûå íå îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4) è (5).

Òàáëèöà 2. Îñíîâíûå äðîáíûå çíà÷åíèÿ � � q/k äëÿ m � 5*.

r
p

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

2 1 9/13 5/9 11/23 3/7 — 7/19 — 1/3 — — — 5/17

3 2/3 — — — — — — 4/13 — — — —

4 1/2 7/17 4/11 1/3 5/16 — 6/21 — — 5/19 —

5 2/5 — — — — 4/15 — — — —

6 1/3 5/17 3/11 — 1/4 — 5/21 — 3/14

7 2/7 — — 4/17 — — 2/9 —

8 1/4 3/13 2/9 5/23 3/14 — 4/19

9 2/9 4/19 — — — —

10 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 0/0 1/5 1/5 1/5 1/5

11 — — — — — — — — 4/21 2/11

12 — — — — 4/21 — 3/16 — 2/11 3/17 1/6

13 — — — — — 2/11 — — 4/23 — — 2/13

14 2/11 — — — 3/17 — — — 1/6 — 3/19 — 1/7

Ï ð è ì å ÷ à í è å : * — â îáëàñòè 2 10� �r è p r� 2 äðîáè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ (4), à â îáëàñòè 11 14� �r è p r� 2 — c ïîìîùüþ
(5). Ãîðèçîíòàëü r = 10 – ñîñòîÿíèå ñ � � 1/5. Äèàãîíàëü — ñîñòîÿíèÿ ñ � � 2/ r (r � 2).



íîé äðîáè: l1 � 1, r1 � 5, p1 � 12; l2 � 4, r2 � 4, p2 �
= 20; l3 � 9, r3 � 3, p3 � 36; l4 � 16, r4 � 2, p4 � 60.
Êðîìå òîãî, äðîáü 4/11 ðåàëèçóåòñÿ ïðè m � 5, l � 4,
r � 4 è p � 12. Çàìåòèì, ÷òî íàáëþäàâøàÿñÿ â [3] äî-
ïîëíèòåëüíàÿ ê � � 4/11 çà ñ÷åò ýëåêòðîí-äûðî÷íîé
ñèììåòðèè ñïåêòðà äðîáü � � 7/11 íå ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (23) è (24).

Ñëåäóþùàÿ äðîáü � � 4/13 ðåàëèçóåòñÿ ïðè
m � 5, l � 7, r � 3 è p � 20, à äðîáü � � 5/13 — ïðè
m � 7, l � 2, r � 4 è p � 14. Çàìåòèì, ÷òî äîïîëíè-
òåëüíàÿ äðîáü � � 9/13 ðåàëèçóåòñÿ ïðè m � 5, l � 2,
r � 2 è p � 6, à äðîáü � � 8/13 íå óäîâëåòâîðÿåò ñî-
îòíîøåíèÿì (23) è (24).

Äðîáè 5/17 è 6/17 äóáëèðóþòñÿ ïî ïàðàìåòðàì:
� � 5/17 ðåàëèçóþòñÿ ïðè m1 � 5, l1 � 2, r1 � 6,
p1 � 14 è ïðè m2 � 7, l2 � 8, r2 � 2, p2 � 20, à � �
= 6/17 — ïðè m1 � 3, l1 � 1, r1 � 5, p1 � 14 è m2 � 7,
l2 � 4, r2 � 4, p2 � 12 (ñì. òàáë. 1, 2, 3).

Íàêîíåö, íàèáîëåå ýêçîòè÷åñêèå íîâûå äðîáè èç
íàáëþäàþùèõñÿ â [3] ñ ÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè � �
= 3/8 è � � 3/10 ðåàëèçóþòñÿ — ïåðâàÿ ïðè m � 3,
l � 4, r � 4 è p � 16 äëÿ ñîîòíîøåíèé (4), (23), (24)
(äðîáü � � 5/8 — äîïîëíèòåëüíàÿ), à âòîðàÿ ïðè
m � 3, l � 4 è r � p � 8, íî íà îñíîâå âòîðîãî ñîîòíî-
øåíèÿ (19), èëè ôîðìóëû (5), äëÿ êîòîðûõ r è ð
îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

r m l k mq m� � 	 �2 2( ) , (26)

p r m lq r� 	 	 �( )4 4 2 . (27)

Çàìåòèì, ÷òî äðîáè � � 4/13 è � � 5/17 òàêæå
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (5),

(26), (27). Òàê, ïðè m � 3 çíà÷åíèþ ~� � 4/13 ñîîò-
âåòñòâóþò l � 1, r � 7, p � 12 ëèáî l � 4, r � 8, p � 4, à
çíà÷åíèå ~� � 5/17 ïîëó÷àåòñÿ ïðè l � 2, r � 8, p � 10
(ñì. òàáë. 1). Ýòèìè æå ñîîòíîøåíèÿìè îïðåäåëÿ-
þòñÿ èçâåñòíûå äðîáè � � 2 7/ è � � 2 9/ , êîòîðûì
ïðè m � 3 ñîîòâåòñòâóþò l � 4, r � 8, p � 12 ëèáî
l � 9, r � 9, p � 6 (äëÿ ~� � 2 7/ ) è l �12, r � p �12
(äëÿ ~� � 2 9/ ). Ïðè m � 5 äðîáü � � 2 9/ ðåàëèçóåòñÿ
ñ ïîìîùüþ (4), (23), (24) ïðè l � 9, r � 7, p � 26 è
l � 9, r � 8, p � 20, à äðîáü � � 2 11/ ïðè m � 5 îïðå-
äåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5), (26), (27) äëÿ l � 4,
r � 12, p � 20, ëèáî l � 9, r � 13, p � 14, ëèáî l � 16,
r � 14, p � 4 (ñì. òàáë. 2).

Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëèòåëÿ q è çíàìåíàòåëÿ k
è ïðèáëèæåíèÿ äðîáè � � q/k ê çíà÷åíèþ � � 1/2,
ïðåäåëüíîìó äëÿ ïåðâîé ñåðèè äðîáåé â ìîäåëè ÊÔ
[1], íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê óìåíüøåíèþ ïàðàìåò-
ðîâ l, r è p. Òàê, íàïðèìåð, äðîáü � � 8/17 ðåàëèçó-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (4), (23), (24) ïðè
m � 3 äëÿ l � 7, r � 13, p � 96, à ïðè m � 5 äëÿ l � 23,
r � 33, p � 296. Â òî æå âðåìÿ íàèáîëåå áëèçêèå èç
íàáëþäàåìûõ äðîáåé [3] ê � � 1/2 çíà÷åíèÿ
� � 9/19 è � � 10/21 ðåàëèçóþòñÿ ïðè m � 3 ñ ïîìî-
ùüþ (4), (23), (24): ïåðâàÿ ïðè l � 2, r � 2, è p � 14,
à âòîðàÿ ïðè l � 1, r � 3, p � 10 (äðîáü � � 10/19 ÿâ-
ëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ê � � 9/19, è ñàìà ïî ñåáå
íå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (23) è (26)).

Òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü â ðàìêàõ äàí-
íîé ìîäåëè ëþáóþ èçâåñòíóþ èëè íàïåðåä çàäàí-
íóþ ïðàâèëüíóþ äðîáü, â òîì ÷èñëå âñå äðîáè, ñëå-
äóþùèå èç ìîäåëè ÊÔ [1], à òàêæå âñå íîâûå
íàáëþäàåìûå «àíîìàëüíûå» äðîáè [3], íå óêëàäû-

Î íîâûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ â ðåæèìå äðîáíîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà

Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2005, ò. 31, ¹ 2 233

Òàáëèöà 3. Îñíîâíûå äðîáíûå çíà÷åíèÿ � � q/k äëÿ m � 7*.

r
p

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

2 1 13/19 7/13 5/11 2/5 — 1/3 — 5/17 — — — 1/4

3 2/3 — — — — — — — — — — —

4 1/2 — 6/17 — — 3/11 — — — — 2/9

5 2/5 — — — — — — — — —

6 1/3 — 5/19 — 3/13 — — — 1/5

7 2/7 — — — — — — —

8 1/4 — — 1/5 — — 2/11

9 2/9 — — — — —

10 1/5 — 3/17 — 1/6

11 2/11 — — —

12 1/6 3/19 2/13

13 2/13 —

14 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 1/7 0/0

Ï ð è ì å ÷ à í è å: * — âñå äðîáè â îáëàñòè 2 14� �r è p r� 2 ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (4).



âàþùèåñÿ â ñòàíäàðòíóþ ñõåìó [1] (êàê ÖÊÝÕ äëÿ
ÊÔ), ëèáî â óñîâåðøåíñòâîâàííóþ ñõåìó [10] (êàê
ÄÊÝÕ äëÿ ÊÔ íà âûñøèõ ÓË).

Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü çà ôîðìèðîâàíèåì ïðî-
ñòûõ äðîáåé � � 1/m, ïîìèìî «òðèâèàëüíûõ» ëàô-
ëèíîâñêèõ ñîñòîÿíèé ïðè r � 2m è N = 0 èëè ñïåöè-
àëüíûõ ãàëüïåðèíîâñêèõ ñîñòîÿíèé � � 2/r ñ
r n� �2 2 1( ) ïðè p r� 2 è M = 0 (ò.å. ïðè Ò = 0).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ äðîáè � � �q/k
� 1/m êîìáèíàöèÿ ÷èñåë qm k	 òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ, òàê ÷òî òàêèå äðîáè äëÿ ëþáûõ m óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (4), (23), (24) ïðè ëþáîì ÷åò-
íîì l � 2n äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ÷åòíîñòè ÷èñëà p. Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî êðàòíîñòü ýòèõ ñîñòîÿíèé îãðàíè÷åíà
òîëüêî ïîëíûì ÷èñëîì 2D ýëåêòðîíîâ Ne. Â ÷àñòíî-
ñòè, ïðè ÷åòíîì ÷èñëå ýëåêòðîíîâ â 2D ñèñòåìå âñå
ýëåêòðîíû (èëè ïàðû) ìîãóò îäíîâðåìåííî ó÷àñòâî-
âàòü â ôîðìèðîâàíèè ëàôëèíîâñêèõ ñîñòîÿíèé
� � 1/m, ÷åì îáúÿñíÿåòñÿ èõ ìàêñèìàëüíàÿ ñòàáèëü-
íîñòü («íåñæèìàåìîñòü»). Èìåííî ýòè êâàíòîâûå
ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêðîñêîïè÷åñêîé êî-
ãåðåíòíîñòè áîëüøåãî ÷èñëà ÷àñòèö, õàðàêòåðèçó-
þòñÿ íàèáîëåå ãëóáîêèìè (âïëîòü äî íóëÿ) è øèðî-
êèìè ìèíèìóìàìè â ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèè Rxx è,
ñîîòâåòñòâåííî, øèðîêèì ïëàòî â õîëëîâñêîì ñî-
ïðîòèâëåíèè RH = Rxy.

Çàìåòèì, ÷òî äðîáè � � 1/m ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ
è ïðè äðóãèõ ïàðàìåòðàõ. Íàïðèìåð, äðîáè � � 1 3/
ïðè m � 5 ñîîòâåòñòâóþò òðåì íàáîðàì ïàðàìåòðîâ â
ñîîòíîøåíèÿõ (4), (23), (24): l1 � 8, r1 � 8, p1 � 14;
l2 � 18, r2 � 6, p2 � 12; l3 � 32, r3 � 4, p3 � 14, à ïðè
m � 7 — äâóì íàáîðàì l1 � = 16, r1 � 6, p1 � 12 è l2 �
= 36, r2 � 2, p2 � 16.

Â òî æå âðåìÿ ìíîãî÷èñëåííûå äðîáè ñ áîëüøè-
ìè, íî íå êðàòíûìè (íåñîèçìåðèìûìè) ÷èñëèòåëÿ-
ìè è çíàìåíàòåëÿìè, êîòîðûå ñëåäóþò èç ñîîòíîøå-
íèé (19), èëè (4) è (5), ÿâëÿþòñÿ íåíàáëþäàåìûìè
(âèðòóàëüíûìè) èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñò-
âóþùèõ èì ñîñòîÿíèé (ñëó÷àéíûõ êîíôèãóðàöèé
÷àñòèö è êâàíòîâ ïîòîêà).

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì âîçíèêíîâåíèå ïðîñòûõ
äðîáåé ñ ÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè � � 1 2/ n (ïîìèìî
ãàëüïåðèíîâñêèõ äðîáåé � � 2/r ïðè r � 4n è ïðè
Ì = 0). Äðîáü � � 1/2 âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè
m � 3, l � 16, r � 2, p � 12, ñîãëàñíî (4), (23), (24), à
äðîáü � � 1/4 ïðè m � 3, l � 16, r � 10, p � 12, ñî-
ãëàñíî (5), (26), (27), èëè ïðè m � 5, l � 16, r � 6,
p � 20, ñîãëàñíî (4), (23), (24), òîãäà êàê äðîáü
� � 1/6 ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèÿì (5), (26), (27)
ïðè m � 5 äëÿ l � 16, r � 14, p � 20 ëèáî l � 36,
r � 16, p � 8 (ñì. òàáë. 1 è 2).

Êàê âèäèì, ýòè ñîñòîÿíèÿ òàêæå îáëàäàþò âûñî-
êîé êðàòíîñòüþ (l >> 1). Òîò ôàêò, ÷òî ýêñïåðèìåí-
òàëüíî íàáëþäàåìûå ìèíèìóìû Rxx ïðè � � 1/2,

1/4, 1/6 íå äîñòèãàþò íóëÿ, ñâÿçàí ñ âîçðàñòàþ-
ùåé (ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê � � 1 2/ n) ïëîòíîñòüþ
«ëåñà» äðóãèõ ñîñòîÿíèé ñ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè �,
îñîáåííîñòè êîòîðûõ îñëàáëÿþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ íå-
ðàçðåøèìûìè äàæå ïðè äîñòèãíóòîé ðåêîðäíîé ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîé òî÷íîñòè [3], ñëèâàÿñü â «ìîðå» íå-
ðàçëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé.

Íè÷åì èíûì êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ñ � � 1 2/ n â
äàííîé ìîäåëè íå âûäåëåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãè-
ìè äðîáÿìè ñ âûñîêîé êðàòíîñòüþ, â îòëè÷èå îò ìî-
äåëè ÊÔ [1], ãäå ñîñòîÿíèÿ 1 2/ n ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè
òî÷êàìè, â êîòîðûõ ÊÔ âåäóò ñåáÿ êàê êâàçè÷àñòèöû
â ôåðìè-æèäêîñòè â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå [14].

Â ñâÿçè ñ ýòèì îáðàòèì âíèìàíèå íà «çàãàäî÷-
íîå» ñîñòîÿíèå � � 5/2, íàáëþäàåìîå â îáëàñòè
ÖÊÝÕ, íî îáëàäàþùåå âñåìè ñâîéñòâàìè ñîñòîÿíèå
ÄÊÝÕ [15–17]. Â ÷àñòíîñòè, â õîëëîâñêîì ñîïðî-
òèâëåíèè Rxy â îêðåñòíîñòè � � 5/2 íàáëþäàåòñÿ
ïëàòî, à â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé — ýíåðãåòè÷åñêàÿ
ùåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ «íåñæèìàåìîìó» îñíîâíî-
ìó ñîñòîÿíèþ. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íåïðàâèëü-
íàÿ äðîáü � � 5/2 íå ñîäåðæèòñÿ â ñîîòíîøåíèÿõ
(4), (23), (24) èëè (5), (26), (27), êîòîðûå îïèñû-
âàþò òîëüêî ïðàâèëüíûå äðîáè � � q/k < 1 (ïîäñòà-
íîâêà â íèõ q = 5 è k = 2 ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíûì
çíà÷åíèÿì r èëè ê íå÷åòíûì çíà÷åíèÿì ð).

Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî â [18,19], äàííîå ñî-
ñòîÿíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê � � �2 1 2/ ,
ò.å. êàê ïîëîâèííîå çàïîëíåíèå âûñøåãî ÓË, íè÷åì
íå îòëè÷àþùååñÿ îò ñîñòîÿíèÿ � � 1 2/ , ÷òî ïîäòâåð-
æäàåò ñäåëàííûé íàìè âûøå âûâîä.

4. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå åäèíñòâåííîãî ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè â 2D ñèñòåìàõ â ðåæèìå
ÄÊÝÕ, íàðÿäó ñî ñâîáîäíûìè ýëåêòðîíàìè, òàêæå
ñâÿçàííûõ ýëåêòðîííûõ ïàð [11] óäàåòñÿ ïîñòðîèòü
òðåõïàðàìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (19), èëè (4) è
(5), äëÿ âû÷èñëåíèÿ äðîáíûõ çíà÷åíèé ôàêòîðà
çàïîëíåíèÿ � � N /Ne � íèæàéøåãî ÓË, êîòîðûå
âêëþ÷àþò â ñåáÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëü Ëàôëè-
íà [2], èåðàðõè÷åñêóþ ìîäåëü ýíèîíîâ [4,5] è ñòàí-
äàðòíóþ ìîäåëü ÊÔ [1], à òàêæå åå ìîäèôèêàöèè
[3,10].

Âîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ïàð îáñóæ-
äàëàñü ðàíåå â [20], à â [12] áûë ïðåäëîæåí êîí-
êðåòíûé ìåõàíèçì «êóïåðîâñêîãî» ñïàðèâàíèÿ 2D
ýëåêòðîíîâ çà ñ÷åò ÝÔÂ ñ ïîâåðõíîñòíûìè 2D ôî-
íîíàìè, ëîêàëèçîâàííûìè â ïëîñêîñòè èíòåðôåéñà
â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ. Çàìåòèì,
÷òî òàêèå «èíòåðôåéñíûå» îïòè÷åñêèå ôîíîíû íà-
áëþäàëèñü ñ ïîìîùüþ ðàìàíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ñâå-
òà â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñâåðõðåøåòêàõ â [21].
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Ñîîòíîøåíèÿ (4) è (5), èëè (19), ïîçâîëÿþò îïè-
ñàòü àáñîëþòíî âñå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûå
äðîáíûå çíà÷åíèÿ ôàêòîðà çàïîëíåíèÿ â îáëàñòè
� � 1, à òàêæå, âîçìîæíî, ïðåäñêàçàòü íåêîòîðûå
íîâûå, ïîêà íå íàáëþäàâøèåñÿ ýêçîòè÷åñêèå äðîáè,
íàïðèìåð, � � 5/14 (ïðè m � 3, l � 4, r � 4, p � 24),
� � 5/16 (ïðè m � 5, l � 4, r � 4, p � 16) èëè � �
3/20 (ïðè m � 7, l � 4, r � 12, p � 32).

Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü
íàáëþäàåìîé îñîáåííîñòè (ãëóáèíà è øèðèíà ìèíè-
ìóìà Rxx , øèðèíà ïëàòî Rxy) ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ
óñëîâèÿõ (îäèíàêîâûå êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ ne
è èõ ïîäâèæíîñòè � e , ðàâíûå òåìïåðàòóðû Ò) óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ñòåïåíè êðàòíîñòè l ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé äðîáè � � q/k, âû-
÷èñëÿåìîé íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (4), (23), (24)
èëè (5), (26), (27). Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî êðàò-
íîñòü l îïðåäåëÿåò ÷èñëî êîãåðåíòíûõ êîìïîçèöèé
èç q ýëåêòðîíîâ è k êâàíòîâ ïîòîêà, êîòîðûå ôîðìè-
ðóþò äàííûå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ. Òàê, íàïðèìåð,
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé êðàòíîñòüþ, îãðàíè÷åííîé
òîëüêî ïîëíûì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ â 2D ñèñòåìå, îá-
ëàäàþò ëàôëèíîâñêèå äðîáè � � � �1 1 2 1/m / n( ).
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíî óñòîé÷èâûì «íå-
ñæèìàåìûì» ìàêðîñêîïè÷åñêè êîãåðåíòíûì êâàíòî-
âûì ñîñòîÿíèÿì, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ÷èñëåííî
ðàññ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèàãîíàëèçàöèè íè
íà ñôåðå [9,10], íè íà äèñêå [22] èç-çà ìàêðîñêîïè-
÷åñêè áîëüøîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ è êâàíòîâ ìàãíèò-
íîãî ïîòîêà, ó÷àñòâóþùèõ â èõ ôîðìèðîâàíèè.

Ðàññìîòðåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëü ñî-
ñóùåñòâîâàíèÿ è ñóïåðïîçèöèè 2D ýëåêòðîíîâ è
ñâÿçàííûõ ýëåêòðîííûõ ïàð â òåðìîäèíàìè÷åñêîì
ïðåäåëå (Ne 
 
) îïèñûâàåò ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçî-
âàííûå ïî ñïèíó ñîñòîÿíèÿ ñ ëþáûì ÷èñëîì ÷àñòèö
è êâàíòîâ ïîòîêà è íå îòäàåò ïðåäïî÷òåíèÿ ñîñòîÿ-
íèÿì ñ ÷åòíûì ÷èñëîì êâàíòîâ ïîòîêà â ðàñ÷åòå íà
îäèí ýëåêòðîí (ò.å. ñîñòîÿíèÿ òèïà ÊÔ [1]) ïåðåä
ñîñòîÿíèÿìè ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì êâàíòîâ íà îäèí
ýëåêòðîí (òèïà Ëàôëèíîâñêèõ ñîñòîÿíèé [2]). Â ÷à-
ñòíîñòè, çäåñü ïðîñòûå äðîáè ñ ÷åòíûìè çíàìå-
íàòåëÿìè � � 1 2/ n íå âûäåëÿþòñÿ â îñîáûé êëàññ, â
îòëè÷èå îò ìîäåëè ÊÔ [1,14]. Ðàçóìååòñÿ, ïðåäëà-
ãàåìàÿ ìîäåëü òðåáóåò äàëüíåéøåé òåîðåòè÷åñêîé
ðàçðàáîòêè, à åå âûâîäû è ïðåäñêàçàíèÿ íóæäàþòñÿ
â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå.
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òåëüíîñòü ä-ðó Walter Appel çà ïëîäîòâîðíûå äèñ-
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øèå âûïîëíèòü ýòó ðàáîòó âî âðåìÿ ìîåãî
ïðåáûâàíèÿ â Physikalisch-Technische Bundesanstalt
(ÐÒÂ), Braunschweig (Ãåðìàíèÿ). ß áëàãîäàðåí è
ïðèçíàòåëåí Íåìåöêîìó èññëåäîâàòåëüñêîìó îáùå-
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On new quant um st at es i n t he r egi me
of f r act i onal quant um Hal l ef f ect

E. A. Pashi t sk i i

It is shown that the new fractional values of
the filling factor � � 4/11, 4/13, 5/13, 5/17,
6/17, 3/8, 3/10 (as well as the additional
fractions 5/8 and 7/11) observed in the regime
of fractional quantum Hall effect (FQHE), and
not described by the standard model of compos-
ite fermions (CF) may be accounted for in the
framework of an extended classification of quan-
tum states of the FQHE. This new classification
is based on the Halperin original idea on the co-
existence of free electrons and coupled electron
pairs in two-dimensional (2D) systems in the
thermodynamic limit. The possibility of the exis-
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tence of the coupled triplet Cooper pairs in the
fully polarized state on the lowest Landau spin
level arises from the electron-phonon interaction
of 2D electrons with 2D surface acoustic and op-
tical phonons, localized near the interface in the
semiconducting heterostructures. The proposed
extended classification includes, as individual
cases, the Laughlin model, the early hierarchic
models of the FQHE and the CF model with

some of its generalizations, and describes abso-
lutely all observed fractional values of v, includ-
ing the fractions with even denominators (in
particular, � � 3/8 and 3/10). It also predicts
the possibility of the existence of new «exotic»
fractional values (for example, � � 5/14, 5/16,
3/20).
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