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Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ñîñòàâíîãî êîíäåíñàòà äëÿ

He-II ïðè T = 0
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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 5 àïðåëÿ 2005 ã., ïîñëå ïåðåðàáîòêè 21 èþíÿ 2005 ã.

Âû÷èñëÿåòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ He-II, �0, â ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì
ïî k», ò.å. â âèäå ôóíêöèè Äæàñòðîâà è ïåðâîé ïîïðàâêè:
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ïðè ýòîì ôóíêöèÿ a k2( ) íàõîäèòñÿ ÷èñëåííî èç óðàâíåíèÿ Âàêàð÷óêà, ñâÿçûâàþùåãî a k2( ) è
a3 1 2( , )k k ñî ñòðóêòóðíûì ôàêòîðîì. Çíàÿ �0, ìû âû÷èñëèëè êîëè÷åñòâî îäíî÷àñòè÷íîãî è äâóõ-
÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòîâ â He-II ïðè T = 0; ôîðìóëà äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà â ïðèáëè-
æåíèè «äâóõ ñóìì» ïîëó÷åíà âïåðâûå. Ìîäåëü íå ñîäåðæèò êàêèõ-ëèáî ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåò-
ðîâ èëè ôóíêöèé. Ðåçóëüòàòû äëÿ êîíäåíñàòîâ îêàçàëèñü ñèëüíî çàâèñÿùèìè îò êîëè÷åñòâà
ó÷òåííûõ ïîïðàâîê an â ðàçëîæåíèè ln�0: â ïðèáëèæåíèè «îäíîé ñóììû» (a3 0� ) â îäíî÷àñ-
òè÷íîì êîíäåíñàòå íàõîäÿòñÿ 27% àòîìîâ, à â äâóõ÷àñòè÷íîì — îêîëî 53% àòîìîâ ñ èìïóëüñîì
k � 0; â áîëåå òî÷íîì ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì» (a3 0� ) ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâåííî 6% è 16%.
Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ «äâóõ ñóìì» ìû òàêæå íàøëè, ÷òî âûñøèå s-÷àñòè÷íûå êîíäåíñàòû (s � 3)
îòñóòñòâóþò â He-II ïðè T = 0.

Îá÷èñëåíî õâèëüîâó ôóíêö³þ îñíîâíîãî ñòàíó He-II, �0, â íàáëèæåíí³ «äâîõ ñóì ïî k»,
òîáòî ó âèãëÿä³ ôóíêö³¿ Äæàñòðîâà òà ïåðøî¿ ïîïðàâêè:
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ïðè öüîìó ôóíêö³þ a k2( ) çíàéäåíî ÷èñåëüíî ç ð³âíÿííÿ Âàêàð÷óêà, ÿêå ïîâ’ÿçóº a k2( ) òà
a3 1 2( , )k k ç³ ñòðóêòóðíèì ôàêòîðîì. Çíàþ÷è �0, îá÷èñëåíî ê³ëüê³ñòü îäíî÷àñòèíêîâîãî òà äâî÷à-
ñòèíêîâîãî êîíäåíñàò³â ó He-II ïðè T = 0; ôîðìóëà äëÿ äâî÷àñòèíêîâîãî êîíäåíñàòó â íàáëè-
æåíí³ «äâîõ ñóì» îòðèìàíà âïåðøå. Ìîäåëü íå ì³ñòèòü áóäü-ÿêèõ ï³äãîíî÷íèõ ïàðàìåòð³â àáî
ôóíêö³é. Ðåçóëüòàòè äëÿ êîíäåíñàò³â ïîì³òíî çàëåæàòü â³ä ê³ëüêîñò³ âðàõîâàíèõ ïîïðàâîê an ó
ðîçêëàä³ ln�0: â íàáëèæåíí³ «îäíî¿ ñóìè» (a3 0� ) â îäíî÷àñòèíêîâîìó êîíäåíñàò³ çíàõîäÿòüñÿ
27% àòîì³â, à â äâî÷àñòèíêîâîìó — áëèçüêî 53% àòîì³â ç ³ìïóëüñîì k � 0; â á³ëüø òî÷íîìó íà-
áëèæåíí³ «äâîõ ñóì» ( )a3 0� îòðèìàíî â³äïîâ³äíî 6% òà 16%. Äëÿ íàáëèæåííÿ «äâîõ ñóì» ìè
òàêîæ çíàéøëè, ùî âèù³ s-÷àñòèíêîâ³ êîíäåíñàòè ( )s � 3 â³äñóòí³ ó He-II ïðè T = 0.

PACS: 67.40.Db

Êëþ÷åâûå ñëîâà: He-II, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, äâóõ÷àñòè÷íûé êîíäåíñàò

1. Ââåäåíèå

Âàæíûé è àêòóàëüíûé âîïðîñ â ôèçèêå He-II —
âîïðîñ î ðîëè è ñòðóêòóðå ñîñòàâíîãî êîíäåíñàòà
[1–10]. Ïîêà íå âïîëíå ÿñíî, íåîáõîäèì ëè êîíäåí-
ñàò äëÿ ñâåðõòåêó÷åñòè èëè îí âîçíèêàåò ëèøü êàê

ñîïóòñòâóþùèé ôàêòîð. Ïî-âèäèìîìó [3,11], äëÿ
ñâåðõòåêó÷åñòè íåîáõîäèìî íàëè÷èå â æèäêîñòè íå-
äèàãîíàëüíîãî äàëüíåãî ïîðÿäêà, ODLRO (èëè
õîòÿ áû êâàçèäàëüíåãî, äëÿ äâóìåðèÿ), à íàëè÷èå
òàêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ «àâòîìàòè÷åñêè» ïðèâîäèò ê

© Ìàêñèì Òîì÷åíêî, 2006



ïîÿâëåíèþ â ñèñòåìå ìàêðîñêîïè÷åñêè çàïîëíåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k = 0. Ñòðóêòó-
ðà ñîñòàâíîãî êîíäåíñàòà ïðåäñòàâëÿåò ÷èñòî ïîçíà-
âàòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ ïîíèìàíèÿ ìèêðîñòðóêòóðû
ãåëèÿ-II. Âûñêàçûâàëàñü èäåÿ [6,7,10], ïîêà íåîáîñ-
íîâàííàÿ, ÷òî ñâåðõòåêó÷àÿ êîìïîíåíòà � s ñîñòîèò
èìåííî èç àòîìîâ ñîñòàâíîãî êîíäåíñàòà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ îäíî÷àñòè÷íîãî,
äâóõ÷àñòè÷íîãî è âûñøèõ êîíäåíñàòîâ. Ïîä÷åðê-
íåì, ÷òî â òåîðåòèêî-ïîëåâûõ ïîäõîäàõ [1,4,5,10]
ñïåêòð êâàçè÷àñòèö E k( ) è ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ E0 âûðàæàþòñÿ ÿâíî ÷åðåç îäíî÷àñòè÷íûå
è äâóõ÷àñòè÷íûå êîíäåíñàòû, âîçìîæíà çàâèñè-
ìîñòü è îò âûñøèõ êîíäåíñàòîâ. Â [12] è â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå èññëåäîâàí äðóãîé ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ
ìèêðîñòðóêòóðû He-II, îñíîâàííûé íà âû÷èñëåíèè
âîëíîâûõ ôóíêöèé �0 è �k — îñíîâíîãî è ïåðâîãî
âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé He-II. Â ðàìêàõ ýòîãî
ïîäõîäà E(k) è E0 âûâîäÿòñÿ èç �0 è �k , à ïàðàìåò-
ðû êîíäåíñàòîâ íå âõîäÿò â ôîðìóëû ÿâíî, íî ìîãóò
áûòü íàéäåíû èç �0 è �k .

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ
ïðèðîäà �-ïåðåõîäà â He-II, êîòîðàÿ ïîêà íå âïîëíå
ÿñíà. Ïðåäëîæåíû ðàçíûå ìîäåëè, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî ãðóáûå ïðèáëèæåíèÿ. Ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè �-ïåðåõîäå, âèäèìî, ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ ñî ñëàáûì âçàèìîäåéñòâèåì
ìåæäó êâàçè÷àñòèöàìè ê ñîñòîÿíèþ ñ ñèëüíûì âçàè-
ìîäåéñòâèåì (òàê ÷òî ïîíÿòèå êâàçè÷àñòèöû â çíà-
÷èòåëüíîé ñòåïåíè òåðÿåò ñìûñë, è ñòðóêòóðà �k ìå-
íÿåòñÿ), ñðåäà ñòàíîâèòñÿ ìèêðîòóðáóëåíòíîé [13],
÷òî ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ ODLRO è êîíäåíñàòà.
Êðîìå òîãî, �-ïåðåõîä ñîïðîâîæäàåòñÿ (èëè äàæå
èíèöèèðóåòñÿ, íî ýòî ïîä âîïðîñîì) îáðàçîâàíèåì
âèõðåâîãî êëóáêà [14].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ
ñòðóêòóðû ñîñòàâíîãî êîíäåíñàòà äëÿ îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ He-II â ïðèáëèæåíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî
ïðåäåëà. Èñïîëüçîâàí ìåòîä êîëëåêòèâíûõ ïåðå-
ìåííûõ, ïðåäëîæåííûé â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Áîãî-
ëþáîâà è Çóáàðåâà [15] è â äàëüíåéøåì îáîñíîâàí-
íûé è ðàçâèòûé â ðàáîòàõ Þõíîâñêîãî è Âàêàð÷óêà
[16–21].

Ðàñ÷åò îäíî÷àñòè÷íûõ êîíäåíñàòîâ ïðè T = 0
ïðîâåäåí âî ìíîãèõ ðàáîòàõ: ïîëó÷åíî 8% [2,17],
4% [21], 9% [22,23], 14% [24], 7% [10]. Íî áåç ïîä-
ãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû ëèøü
â [17,21]. Ðàñ÷åò äâóõ÷àñòè÷íûõ êîíäåíñàòîâ ïðîâå-
äåí â [7,25] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäãîíî÷íûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Â [7] ïîëó÷åíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó îä-
íî÷àñòè÷íûìè è äâóõ÷àñòè÷íûìè êîíäåíñàòàìè
ìîæåò áûòü ðàçíûì è çàâèñèò îò ïîòåíöèàëà âçàèìî-
äåéñòâèÿ äëÿ àòîìîâ ãåëèÿ; ñîãëàñíî ïðåäïîëîæå-
íèþ [10], â äâóõ÷àñòè÷íûõ êîíäåíñàòàõ íàõîäÿòñÿ

âñå àòîìû, íå âõîäÿùèå â îäíî÷àñòè÷íûå (î ðåçóëü-
òàòàõ [25] ñì. ïîäðîáíåå â ðàçä. 4). Ìû ïðîâåëè
ðàñ÷åò îäíî÷àñòè÷íîãî è äâóõ÷àñòè÷íîãî êîíäåíñà-
òîâ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ è â
áîëåå òî÷íîì, ÷åì â [17,21,25], ïðèáëèæåíèè. Òðåõ-
÷àñòè÷íûå è áîëåå «âûñîêèå» êîíäåíñàòû, íàñêîëü-
êî íàì èçâåñòíî, ïîêà íå âû÷èñëÿëèñü, à òîëüêî óïî-
ìèíàëèñü.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:
1) â ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì» âû÷èñëåíî êîëè-

÷åñòâî îäíî÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà â He-II ïðè T = 0,
ïîëó÷åíî N /N0 0 06� , , ðàíüøå [13,21,23] N0 âû÷èñ-
ëÿëîñü òîëüêî äëÿ ìåíåå òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ «îä-
íîé ñóììû»;

2) â ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì» ìû ïîëó÷èëè
ôîðìóëó äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà â He-II
äëÿ T = 0 è íàøëè, ÷òî â äâóõ÷àñòè÷íûõ êîíäåíñàòå
íàõîäèòñÿ îêîëî 16% àòîìîâ ãåëèÿ; ïîëó÷åííàÿ íàìè
ôîðìóëà óòî÷íÿåò ôîðìóëó Ðèñòèãà [25], íàéäåííóþ
äðóãèì ìåòîäîì â ïðèáëèæåíèè «îäíîé ñóììû»;

3) â ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì» ïîêàçàíî, ÷òî
òðåõ÷àñòè÷íûé è áîëåå «âûñîêèå» êîíäåíñàòû â
He-II ïðè T = 0 îòñóòñòâóþò;

4) ïîêàçàíî, ÷òî â ñëàáîíåèäåàëüíîì áîçå-ãàçå
ïðè T = 0 â äâóõ÷àñòè÷íîì êîíäåíñàòå íàõîäÿòñÿ âñå
àòîìû, íå âõîäÿùèå â îäíî÷àñòè÷íûé êîíäåíñàò.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû â êðàòêîì âèäå ïðåäñòàâëåíû
òàêæå â [26].

2. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è ìàòðèöû ïëîòíîñòè äëÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ He-II

Ñîãëàñíî ðàáîòàì Áîãîëþáîâà è Çóáàðåâà [15], à
òàêæå Þõíîâñêîãî è Âàêàð÷óêà [18], âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãåëèÿ-II �0 èìååò âèä
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Ýòî ïðèáëèæåíèå «îäíîé ñóììû ïî k». �0 (3) ñîâ-
ïàäàåò ñ ôóíêöèåé Äæàñòðîâà
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V — îáúåì ñèñòåìû. Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ Äæà-
ñòðîâà (3), (4) îïèñûâàåò òîëüêî äâóõ÷àñòè÷íûå

êîððåëÿöèè, à ó÷åò â (1) ñëàãàåìûõ ñ an ïîçâîëÿåò
ó÷åñòü ñîîòâåòñòâåííî n-÷àñòè÷íûå êîððåëÿöèè.

Âû÷èñëèì �0 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà â (1)
ó÷èòûâàþòñÿ ñóììû ñ a2 è a3, à an� �4 0. Ýòî ïðè-
áëèæåíèå «äâóõ ñóìì» (åñëè ïðè âû÷èñëåíèÿõ â
ðàçëîæåíèÿõ ó÷èòûâàþòñÿ âñå ñóììû äî ñóììû n-é
êðàòíîñòè ïî k âêëþ÷èòåëüíî, òî ýòî ïðèáëèæåíèå
«n ñóìì» [20,21]). Ïîäñòàíîâêà �0 â óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü öåïî÷êó óðàâíå-
íèé äëÿ ôóíêöèé an [16]. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
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äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü a3 1 2( , )k k . Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå k k k3 1 2 0� 
 
 	 . Â ðàáîòàõ Âàêàð÷óêà
[20,21] ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ s-÷àñòè÷íûõ
ìàòðèö ïëîòíîñòè Fs äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áî-
çå-æèäêîñòè; â ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì» íàéäåíû
Fs è ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå �0 ñî
ñòðóêòóðíûì ôàêòîðîì S(k):
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Äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà N NF r0 1� 
 �( ) â
[21] ïîëó÷åíî

ln( )N /N I I I IA A B C0 1 2 2 2� � � � , (10)

I
N

a k

a kA1
0

2
2

2

1
1 2

� 




�

�
k

( )

( )
, (11)

I
N

a k

a kA
j

jj
2 2

0

2

21

3
1

8

2

1 2
1

1 2
1 2

� 




�

�

�
�

�

�

�
� 


� �

� �
k k,

( )

( ) a k2 1( )
,

(12)

I
N a k

aB
jj

2 2
0 21

3

3 1 2
1

2

1
1 2

1 2

� 




�

�

�
�

�

�

�
� �

� �

� �
k k

k k
,

( )
( , )

�
�



� 


�
�
�

�
�

2

1 2
2 12 1 3 1 2

2 1
2 1 2 2

a k a

a k
a k a k

( ) ( , )

( )
( )[ ( )]

k k

�
, (13)

I
N

a
a kC

jj
2 2 3

2

0
1 2

21

3
1

2

1
1 2

1 2

�



� �

� �
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. (14)

Ôîðìóëû (7) è (10) îòëè÷àþòñÿ îò ïîëó÷åííûõ â
[21] íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ �2 è I C2
ñîîòâåòñòâåííî (âûâîä ïîïðàâîê �2 è I C2 ñì. íèæå).

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, ðàçâèòîãî â [20], ìû ïîâòî-
ðèëè âû÷èñëåíèå s-÷àñòè÷íûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè
äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ áîçå-æèäêîñòè è íàøëè,
÷òî â ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì» Fs îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé

F F F Fs s s s s s
c( ,..., | ,..., ) ( ) ( ) ( )r r r r1 1

1 2 2� � � , (15)

ãäå Fs
( )1 ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ îäíîé ñóììû

ïî k; Fs
( )1 è Fs

( )2 íàéäåíû â [20] (ñì. íèæå (25),
(45)), à Fs

c( )2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ln ( ,..., | ,..., )( )Fs
c

s s
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1 1r r r r� � �

� � �



� �

� �1
4

1
1 23

2

0
1 2

2

21

3

1 2

1 1N
a

a kjjk k
k kk k

,

( , )| |
( )

.� �

(16)

Îòìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèåì «äâóõ ñóìì» ìû íàçû-
âàåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå: äëÿ �0 (1) ñ÷èòàåì
an� �4 0 (â [20] â ñóììå ñ a4 ó÷èòûâàëàñü äâîéíàÿ
ïî k ñóììà), è äëÿ òàêîé �0 âû÷èñëÿåì Fs

c( )2 ñ ó÷å-
òîì âñåõ âîçíèêàþùèõ äâîéíûõ ñóìì ïî k.

Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ñîñòàâíîãî êîíäåíñàòà äëÿ He-II ïðè T = 0
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Äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü Fs
c( )2 ïîÿâèëñÿ

èç-çà òîãî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ âèäà

� � � �� � � �U U U U� �
 � â [20] íå áûëè ó÷òåíû ñëàãàå-
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, (17)

ãäå f k a k s/Nj j( ) ( )( )� 
 
1 2 12 , q � 1 (â [20] q � 0).
Âî âñåõ ôîðìóëàõ ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ðàáîòû

[20]. Ñðåäíåå � � � �� � � �U U U U� 
 � � ïîëó÷àåì èç (17),

ïîìåíÿâ ìåñòàìè � è � � (� � � �� � � �U U U U� �	 ). Çàìåíèâ

â (17) � � íà �, ïîëó÷èì ñðåäíåå ( �) �� �U U2
2


 �
�
� �

�
� , à

çàìåíîé � íà � � ïîëó÷èì ( � ) �� �U U� �
 �
�
� �

�
�

2
2
. Òàêæå â

[20] â ôîðìóëå (215. ) âûðàæåíèå äëÿ v1 íóæíî äî-
ìíîæèòü íà äâa. Ó÷åò Fs

c( )2 ïðèâîäèò ê

g r I C( )
 � � 	e 4 2 1 è ê N F N Nk
k
� ! 	1 0( ) , òàê

êàê F I C
1

20 12( ) � 	e . Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî â áîëåå

òî÷íûõ ïðèáëèæåíèÿõ «n ñóìì» òðåáóåìûå àñèìïòî-
òèêè g r F( ) ( )
 � � �1 0 1 âîññòàíîâÿòñÿ ïðè n 
 �.

Ïîïðàâêà �2 â (7) âëèÿåò íà àñèìïòîòèêè ïðè
k 
 0 ôóíêöèè a k2( ) è ñïåêòðà êâàçè÷àñòèö E(k)
(ôîðìóëû äëÿ E(k) ñì. â [12,19]):
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Äëÿ a k2( ) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (6)–(9)
�2 0 0 66( ) ,� (ñì. ÷èñëåííîå ðåøåíèå â ðàçä. 3), à
äëÿ a k2( ) â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (3), äëÿ êîòîðîãî

2 1
1

02 3a k
S k

an( )
( )

,� 
 �� , (20)

ìû ïîëó÷èëè �2 0 0 33( ) ,� . Êàê ïîâëèÿåò íà àñèìï-
òîòèêó a k2 0( )
 è E k( )
 0 ó÷åò â ln�0 (1) ñëå-

äóþùèõ ïîïðàâîê, an�4, íàì íåèçâåñòíî, íî â ðàñ-
ñìîòðåííîì ïðèáëèæåíèè, êàê âèäíî, ôîðìóëà
Ôåéíìàíà E k k / mS k( ) ( ( ))� �

2 2 2 îêàçûâàåòñÿ íå-
òî÷íîé äàæå ïðè k 
 0. Òàêæå èç (19) âèäíî, ÷òî

S k
k

mc
( ) ( ( ))
 � � "0

2
1 02

�
.

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ �0 è îäíî÷àñòè÷íîãî
êîíäåíñàòà

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ �0 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íåîá-
õîäèìî çíàòü ôóíêöèè a k2( ) è a3 1 2( , )k k : a3 îïðåäå-
ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (6), à äëÿ íàõîæäåíèÿ a k2( ) íå-
îáõîäèìî ÷èñëåííî ðåøèòü óðàâíåíèå (7) ñ ó÷åòîì
(6),(8),(9). Ìû èñïîëüçîâàëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå äëÿ S(k) èç [27], êîòîðûå, ïî-âèäèìîìó, íàè-
áîëåå òî÷íûå, è ó÷ëè ýêñòðàïîëÿöèþ ê T = 0. Êîãäà
íóæíî, ñóììû çàìåíÿåì èíòåãðàëàìè ïî ïðàâèëó


� �
V

d
( )2 3�k

k. (21)

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7) óäàëîñü ðåøèòü ÷èñ-
ëåííî ìåòîäîì Íüþòîíà [28]. Ðåøåíèå äëÿ a k2( )
ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1.

Èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèÿ S r1( ) (5).
Êàê âèäíî èç (4), çíà÷åíèÿ S r1( ) ïðè ìàëûõ r îïðå-
äåëÿþò, íàñêîëüêî áûñòðî óáûâàåò �0 ïðè ïåðåêðû-
òèè äâóõ àòîìîâ. ×èñëåííîå ðåøåíèå äëÿ S r1( ) ïðè-
âåäåíî íà ðèñ. 2. Äëÿ �0 â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
(3), (20) èìååì S1 0 17( ) ,� 
 , ò.å. ïðè ïîëíîì ïåðå-
êðûòèè äâóõ àòîìîâ 4He �0 óáûâàåò â e2 01 30| ( )|S �
ðàç; à ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè �0

2 óáûâàåò çíà÷èòåëü-
íî ñèëüíåå (â 900 ðàç) ïî ñðàâíåíèþ ñ �0

2 äëÿ ðàâ-
íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ àòîìîâ áåç ïåðåêðûòèé. Â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ �0 (6)–(9) ïîëó÷àåì
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Ìàêñèì Òîì÷åíêî
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ka2 îò k (k â åäèíèöàõ
k /dd � �2� 1,756 �

–1): íóëåâîå ïðèáëèæåíèå (�) (20);
ïåðâîå ïðèáëèæåíèå (+); âòîðîå ïðèáëèæåíèå, íàéäåí-
íîå èç ìîäåëüíîãî «ýëëèïòè÷åñêîãî» ïîòåíöèàëà ñ U(r =
= 0) = 60 Ê [12] (�).



S1 0 2 7( ) ,� 
 , ýòî ñîîòâåòñòâóåò áîëåå ñèëüíîìó óáû-
âàíèþ �0 è �0

2 ïðè ïåðåêðûòèè äâóõ àòîìîâ — â
300 è 105 ðàç ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïåðå-
êðûòèÿ àòîìîâ ÷ðåçâû÷àéíî ìàëîâåðîÿòíû — ïî-
äàâëÿþùåå ÷èñëî êîíôèãóðàöèé àòîìîâ ñîñòàâëÿþò
êîíôèãóðàöèè ñ íåðåãóëÿðíûì è â ñðåäíåì ðàâíî-
ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì àòîìîâ. Âèä S r1( ) íà ðèñ. 2
ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñáëèæåíèå äâóõ àòîìîâ
íà ðàññòîÿíèå, ìåíüøåå dc � 1,5–2 �, ìàëîâåðîÿòíî.
Ïàðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ g(r) äëÿ He-II òàê-
æå áëèçêà ê íóëþ ïðè r < 2 � (ñì. ðèñ. 5). Ýòè ñâîé-
ñòâà S r1( ) è g(r) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñâè-
äåòåëüñòâî òîãî, ÷òî àòîì ãåëèÿ èìååò òâåðäóþ
«ñåðäöåâèíó» äèàìåòðîì dc. Êîíå÷íî, ìîäåëü íå
îïèñûâàåò ñòðîãî ñòðóêòóðó àòîìà 4Íå, âåäü äëÿ
ýòîãî íóæíî áûëî áû íàõîäèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ
íå äëÿ N «òî÷å÷íûõ» àòîìîâ, à äëÿ N ÿäåð è 2N
ýëåêòðîíîâ, ÷òî ñäåëàòü íåâîçìîæíî. Âñå èçâåñòíûå
íàì ìîäåëè He-II íå ó÷èòûâàþò â ÿâíîì âèäå ýòó
ñòðóêòóðó; â íàøåì ïîäõîäå ýòî âïîëíå îïðàâäàíî,
òàê êàê ðàññ÷èòàííàÿ ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè
âåðîÿòíîñòü ïåðåêðûòèÿ äâóõ àòîìîâ îêàçûâàåòñÿ
î÷åíü ìàëîé.

Êîëè÷åñòâî àòîìîâ â îäíî÷àñòè÷íîì êîíäåíñàòå
âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëàì (10)–(14) ñ ó÷åòîì (21).
Â [21] ðàñ÷åò îäíî÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà âûïîëíåí
â ïðèáëèæåíèè � �1 2 0, � â (7). Ìû âûÿñíèëè, ÷òî
ó÷åò â (7) ïîïðàâîê �1 (8) è îñîáåííî �2 (9) çàìåò-
íî èçìåíÿåò ðåøåíèÿ äëÿ a k2( ), S r1( ) è êîëè÷åñòâà
êîíäåíñàòà. Ðåçóëüòàòû ñëåäóþùèå. Äëÿ íóëåâîãî
ïðèáëèæåíèÿ (3), (20) n N /N1 0! ( )�100% = 27,2%;
äëÿ ïðèáëèæåíèÿ, â êîòîðîì 2 1 12a k /S k( ) ( ( ))� 
 è
a3 îïðåäåëåíî â (6), èìååì n1 � 28,5%. À â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè (6)–(9) n1 îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî

ìåíüøå (n1 � 6,1%) è õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðè-
ìåíòîì.

Â ýêñïåðèìåíòå n1 äëÿ êîíäåíñàòà íàéäåí íå
î÷åíü òî÷íî: â áîëüøèíñòâå ýêñïåðèìåíòîâ [31–33]
n1 � 6–12 % äëÿ T = 0, à åñëè ó÷åñòü âñå ðàáîòû, òî
n1 êîëåáëåòñÿ â øèðîêîì èíòåðâàëå îò 0 äî 18%.

4. Ðàñ÷åò äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà äëÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ He-II

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (15), (16), (25), (45), íå-
òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ s-÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîò-
íîñòè ãåëèÿ-II Fs äëÿ òðåõìåðèÿ ñïðàâåäëèâî

lim ( ,..., | ,..., )| ( )
| |r r

r r r r
i j

F Fs s s s
� ��

� �

�

� � �1 1 B

� � � )[ ( )]F s
1 0const , (22)

ãäå óñëîâèå B: | |, | |r r r ri j i j
 
� � ôèêñèðîâàíû;
i j s, ,..., .� 1 Ñâîéñòâî (22) îòðàæàåò íàëè÷èå ODLRO
ó s-÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Õîòÿ (22) ïîëó-
÷åíî äëÿ Fs , íàéäåííûõ â ïðèáëèæåíèè «äâóõ
ñóìì», ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà áó-
äåò ñïðàâåäëèâà è äëÿ òî÷íûõ ôóíêöèé Fs .

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó äâóõ÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà.
Èñõîäÿ èç îáùèõ ïðèíöèïîâ çàïèøåì âåðîÿòíîñòü
Wk k1 2, òîãî, ÷òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè He-II äâà
ïðîèçâîëüíûõ àòîìà èìåþò èìïóëüñû k1 è k2:

Wk k1 2, �

� �� � �1
2 3 0 1 1 2

2
1 1 2 2

V
d d d dN N

i ir r r r r rk r k r... ( ,..., )� e

� � � � � � �� �1
4 2 1 2 1 2 1

1 1 1 2 2 2

V
F d di i( , | , ) ( ) ( )r r r r rk r r k r re r r r2 1 2d d� � .

(23)

Êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ,

W
V

d d F
N

N
i

k k
k

k r r k
r r r r

1 2

2

1 1 1 11
2 1 2 1 1 1,

( )( | )� �� !� � �

e .

(24)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà àòîìîâ â äâóõ÷àñ-
òè÷íîì êîíäåíñàòå íóæíî èç (23) íàéòè Wk k,� . Ðàñ-
ñìîòðèì ñíà÷àëà ïðèáëèæåíèå «îäíîé ñóììû» äëÿ
�0 è F2. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè �0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé (3), à ìàòðèöà ïëîòíîñòè F Fs s� ( )1 íàéäåíà
â [20]:

F
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Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ S r/a1( ) (5) (a = 2,64 � — «äèàìåòð»
àòîìà 4He [29]). Îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò òåì æå
ïðèáëèæåíèÿì äëÿ a k2( ), ÷òî è íà ðèñ. 1; ñïëîøíàÿ ëè-
íèÿ — ôîðìà ÌàêÌèëëàíà (39).



ãäå

f k a k f k1 2 2( ) ( ) ( )� � , f k
a k
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2
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, (26)
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1 1N N
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s
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s
j je e, . (27)

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü F2
1( ) â âèäå

ln ln ( ) ( ) ( )( )F F2
1

2 1 1 2 1 1 2� � � 
 � � 
 � �* *r r r r

� � 
 � � 
 � � 
 � � 
* * * *2 1 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ),r r r r r r r r

(28)
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N
f( ) ( )r q

q

qr�
�

��1

0

e , (29)

ïðè÷åì * i r
r

( )
 � 
� 1
0

2
. Äëÿ Wk k,� èç (23)

ïîëó÷àåì

W
F

V
d d d dk k r r r r,

( )
�

� ��
�

��2
4 1 2 1 2

� 
 
 
 
 �� �exp[ ]i ik r r k r r r r( ) ( ) exp[ ( )1 1 2 2 1 1 2*

� � 
 � � � 
 � � 
 �* * *1 1 2 2 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )r r r r r r

� � 
 � � 
* *2 2 1 2 1 2( ) ( )]r r r r . (30)

×òîáû âû÷èñëèòü Wk k,� (30), ðàçëîæèì ýêñïîíåíòó
ñ ñóììîé âñåõ * i â ðÿä. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
âåëè÷èíû Wk k,� ñóùåñòâåííû òîëüêî èíòåãðàëû îò
ñëàãàåìûõ âèäà

* *1 1 2 1 1 2
1 2l l( ) ( )r r r r
 � 
 � è * *2 1 1 2 2 2

3 4l l( ) ( )� 
 � 
r r r r ,

(31)

ãäå lj � 1 2 3, , ,... (âñåâîçìîæíûå íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà). Èíòåãðàëû îò äðóãèõ íàáîðîâ * i â N ðàç ìåíü-
øå èëè ðàâíû íóëþ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîëó÷àåì

W
F

N
k k kk k,

( )
[ ( ) ( )] ( )� �

�
� 	2

2 1
2

2
2 0+ + , (32)

+ i
R ik

N
V

di( ) ( )� � e e	 kR R, F F2 1
2( ) ( )� � � .

(33)

Ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì ðàáîò [25], çàïèøåì Wk k,�
(32) â âèäå

N W N N k2 0k k k k k k, ( )� � �� � 	, , , (34)

ãäå

N F kk � �1 2( ) ( )+ , , k � �F k1 1( ) ( )+ , (35)

Nk ñîîòâåòñòâóåò (24), ýòî ÷èñëî àòîìîâ ñ èìïóëü-
ñîì k. Äëÿ k = 0 èìååì îäíî÷àñòè÷íûé êîíäåíñàò:
*2 0( )r 
 � 
 , +2 0( ) � N è N NF0 1� �( ). Â (32),
(35) Fi ( )� ñîîòâåòñòâóþò ïðèáëèæåíèþ «îäíîé
ñóììû»: N /N F I A

0 1
1! � �( ) e (ñì. (10), (11)).

Êàê âèäíî èç (34), Wk k,� ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàå-
ìûõ: ïåðâîå ñëàãàåìîå N /Nk

2 2 — ïðîñòî ïðîèçâå-
äåíèå îòíîñèòåëüíîãî ÷èñëà àòîìîâ ñ èìïóëüñîì k
íà îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî àòîìîâ ñ èìïóëüñîì 
k, ýòî
ñëàãàåìîå íå ñîäåðæèò êîððåëÿöèé; âòîðîå ñëàãàå-
ìîå | | /, k

2 2N îïèñûâàåò ñîáñòâåííî êîððåëÿöèè â
ï�ðàõ ( , )k k
 â k-ïðîñòðàíñòâå. Äâóõ÷àñòè÷íûé êîí-
äåíñàò åñòåñòâåííî ñîîòíîñèòü èìåííî ñ êîððåëÿöè-
îííûì ñëàãàåìûì | | /, k

2 2N .
Âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî íàçûâàòü äâóõ÷àñòè÷íûì

êîíäåíñàòîì. Â ðàáîòàõ Ðèñòèãà [25] äâóõ÷àñ-
òè÷íûé êîíäåíñàò îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

P
N

2

2

0
2 2

0

�
�

�

�

�
�

,

,

k
k

k k
k

( )
, (36)

P2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñðåäíþþ ñòåïåíü
ñêîððåëèðîâàííîñòè ïàð àòîìîâ ñ k k1 2 0� � ,
k i 	 0. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî áîëåå íàãëÿäíî îïðåäåëèòü
÷èñëî àòîìîâ â äâóõ÷àñòè÷íîì êîíäåíñàòå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

N N c2
0

�
�

� k
k

k , (37)

ãäå ck — «êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèé»:

c N
N

N
k

k

k
k k

k k

�
-

.

#

$

%
%
%

| |
| | ,

| | .

,
,

,

ïðè

1
(38)

Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ a k2( ), íàéäåííûå â ðàçä. 3 â
ïðèáëèæåíèè «îäíîé ñóììû», èç (26)–(35) ïîëó-
÷èì ôóíêöèè , k è Nk (ñì. ðèñ. 3) è íàéäåì
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Ðèñ. 3. Ôóíêöèè Nk è 	k îò k (k â åäèíèöàõ
k /dd � 2� ): ïðèáëèæåíèå «îäíîé ñóììû» (�,+); ïðè-
áëèæåíèå «äâóõ ñóìì» (�,�).



N N2 0 53� , , P2 0 31� , . Â [25] P2 0 09� , , ïðè ýòîì âû-
÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ �0 â ïðèáëèæåíèè Äæàñò-
ðîâà (4), ÷òî ñîâïàäàåò ñ íàøèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ
�0 (3), íî ôóíêöèÿ S r1( ) â (4) âûáðàíà â ãðóáîì
ïðèáëèæåíèè, íàéäåííîì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì:

S r
r

r
1

0
5

54
( ) � 
 , r0 = 2,963 �. (39)

Èç-çà ïðîñòîòû âûâîäà è âèäà, ðåøåíèÿ, ïîäîáíûå
(39), äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíû. Íàø ìåòîä ïîçâîëÿåò
íàéòè S r1( ) çíà÷èòåëüíî áîëåå òî÷íî, ïîñêîëüêó ìû
íàõîäèì a k2( ), à çíà÷èò, è S r1( ) (5) èç òî÷íîãî
N-÷àñòè÷íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ, ïðèáëèæåíèå ñî-
ñòîèò òîëüêî â îáðûâå ðÿäîâ â (1) äëÿ ln�0
( )an� �3 0 è â (55) äëÿ S(k). Êàê âèäíî íà ðèñ. 2,
ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ S r1( ) ñèëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò (39), ïîýòîìó îòëè÷àþòñÿ è çíà÷åíèÿ
P2, õîòÿ ôîðìóëû äëÿ , k (ñì. (52)) è P2 ñîâïàäà-
þò. Îòìåòèì, ÷òî S r r1

21( ) /
 � � , òàê êàê
a k /k2 0 1( )
 � (7).

Ìû íàøëè òàêæå ñëåäóþùèå âåðîÿòíîñòèWk k1 2, :

N W N2
00 0

2
, � , (40)

N W N N N k2
0 0 2 0k k k k, ( )� � 	, , (41)

N W N N k2 2 2 0k k k k, ( )� � 	 , (42)

N W N N k k2
1 2 1 21 2 1 2

0k k k k k k, ( , , )� 	 	 / . (43)

Êàê âèäíî, êðîìå ïàð ( , )k k
 , êîððåëÿöèè ñâîéñòâåí-
íû òàêæå ï�ðàì ( , )k 0 è ï�ðàì ( , )k k , ñ îäèíàêîâûì
èìïóëüñîì ó àòîìîâ, ïðè÷åì äëÿ ïîñëåäíèõ ck � 1,
— ñîãëàñíî (37), â «äâóõ÷àñòè÷íîì êîíäåíñàòå»
( , )k k íàõîäÿòñÿ âñå àòîìû ñ k ) 0. Îòìåòèì, ÷òî â
ï�ðàõ (0 0, ) íåò êîððåëÿöèé (40), ïîýòîìó â äâóõ÷àñ-
òè÷íûé êîíäåíñàò ( , )k k
 âõîäÿò ëèøü àòîìû ñ k ) 0.

Èçó÷èì òåïåðü äâóõ÷àñòè÷íûé êîíäåíñàò â áîëåå
òî÷íîì ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì». Â ýòîì ïðèáëè-
æåíèè �0 (1) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè a k2( ) (7) è
a3 1 2( , )k k (6), à an� �4 0. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè â ýòîì
ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (15), ãäå Fs

( )1 è
Fs

c( )2 îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (25), (16), à Fs
( )2 íàéäå-

íà â [20]:
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( ). (45)

Êàê ïîêàçàë àíàëèç, ôóíêöèþ ln ln ( )F F2 2
1� �

� �ln ln( ) ( )F F c
2
2

2
2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå (28)

è ñóììû äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ñ «äâîéíûìè
ýêñïîíåíòàìè» âèäà
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Ñëàãàåìûå âèäà (46), âîçíèêàþùèå èç ïðîèçâåäå-

íèé 0k j
j �
�

1

3

è ( )� �k kj j
j

� �
�

�
1

3

â (44), äàþò âêëàä â

Wk k,� , ðàâíûé íóëþ èëè â N ðàç ìåíüøèé âêëàäà
ñëàãàåìûõ âèäà (31). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî â

ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì»Wk k,� îïðåäåëÿåòñÿ, êàê
è ðàíüøå, ôîðìóëàìè (32)–(35) ñ * i (29), íî òå-
ïåðü Fi ( )� ñîîòâåòñòâóþò ïðèáëèæåíèþ «äâóõ
ñóìì» (ôîðìóëû (10)–(14) äëÿ F N /N1 0( )� � ), à
f k1( ) è f k2( ) èìåþò âèä

f k a k f k k1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )� � � � , (47)
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Ôóíêöèþ , k â ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì» ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

, k
krr� 	� �

�N
V

d F r kS r S r ie e2
1

1 2 0( ) ( ) ( ) , , (52)

ãäå F r N /N1 0
2( ) ( ) ( )� e 	 r (ýòî îäíî÷àñòè÷íàÿ ìàò-

ðèöà ïëîòíîñòè â ïðèáëèæåíèè «äâóõ ñóìì», ñì.
pèñ. 4), S r1( ) îïðåäåëåíà ñîãëàñíî (5) è

S r
N

k i
2 1

0

1


�

� �( ) ( )�
k

kre . (53)

Â ïðèáëèæåíèè «îäíîé ñóììû» �1 0( )k ! ,
S r2 0
 �( ) , F r F r1 1

1( ) ( )( )� è (52) ñîâïàäàåò ñ ïîëó-
÷åííîé ðàíåå [25] ôîðìóëîé Ðèñòèãà äëÿ , k (ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ N/V, âîçíèêøåãî èç-çà ðàç-
íîé íîðìèðîâêè F1, òàêæå ìû âûáðàëè äðóãîé çíàê
ôóíêöèè , k). Ôîðìóëà (52) âûâåäåíà âïåðâûå.

Âû÷èñëèì òåïåðü êîëè÷åñòâî àòîìîâ â äâóõ÷àñ-
òè÷íîì êîíäåíñàòå; N2 è P2 íàõîäèì ïî ôîðìóëàì
(35)–(37) ñ ó÷åòîì (47)–(52), ïðè ýòîì äëÿ ôóíê-
öèè a k2( ) èñïîëüçóåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(7), ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèáëèæåíèþ «äâóõ ñóìì», è
a3 1 2( , )k k îïðåäåëÿåì èç (6). Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè
, k è Nk èçîáðàæåíû íà pèñ. 3. Ìû íàøëè, ÷òî
N N2 016� , , P2 0 025� , .

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ «äâóõ ñóìì» ñ
ó÷åòîì (18) ñïðàâåäëèâî
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( ( )),
�

�

, k k||k kN� �� 
0 0.

Òàêàÿ àñèìïòîòèêà äëÿ Nk óòî÷íÿåò ðàíåå íàéäåí-
íóþ â [34,35]
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Äëÿ ïðèáëèæåíèé «îäíîé ñóììû» è «äâóõ ñóìì»
âûïîëíÿþòñÿ ñîoòíîøåíèÿ P N /N2 2

2� ( ) , ÷òî åñòå-
ñòâåííî, è N N2 02� .

Íà pèñ. 5 èçîáðàæåíà ôóíêöèÿ

,
�

,( )
( )

r d i� �� �1

2 3
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S r S re e2

1
01 2 1( ) ( ) ( )( ) 	 r , (54)

à òàêæå ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ g(r), íàé-
äåííàÿ èç óðàâíåíèÿ

S k
N
V

d g r i( ) [ ( ) ]� � 
� �1 1r kre . (55)

Êàê âèäíî íà pèñ. 5, â îáëàñòè r � dc � 1,7 �

ôóíêöèÿ g(r), ê ñîæàëåíèþ, íàõîäèòñÿ íåòî÷íî —
èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî g(r) íå ìîæåò
áûòü îòðèöàòåëüíîé è äîëæíà áûòü áëèçêà ê íóëþ
ïðè r � dc. Îñöèëëÿöèè g(r) ïðè r � dc ïîëó÷åíû è
â äðóãèõ ðàáîòàõ [27,30], îíè âîçíèêàþò èç-çà áîëü-
øîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ âåëè÷è-
íû S k( ) 
 1ïðè k � 4 �–1 è, âîçìîæíî, èç-çà íåó÷åòà
ìíîãî÷àñòè÷íûõ ïîïðàâîê â (55). Ïî òåì æå ïðè÷è-
íàì ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî è ôóíêöèÿ S r1( ) îïðåäå-
ëÿåòñÿ íå ñîâñåì òî÷íî â îáëàñòè r � dc.

Ôóíêöèÿ g(r) îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü êîððåëÿ-
öèé â ï�ðàõ èç äâóõ àòîìîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè èì-
ïóëüñàìè (k k1 2, ) îò ðàçìåðà ïàðû r, à ,( )r — òî æå
äëÿ áîëåå óçêîãî êëàññà ïàð (k k,
 ). Ïðè ðàçâåäåíèè
àòîìîâ íà áåñêîíå÷íîñòü êîððåëÿöèè èñ÷åçàþò, ïî-
ýòîìó g( )� è ,( )� äàþò çíà÷åíèÿ g è , äëÿ íåñêîððå-
ëèðîâàííûõ ïàð (äëÿ âïîëíå õàîòè÷íîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ àòîìîâ áûëî áû g r g( ) ( )! � äëÿ âñåõ r è òî æå
äëÿ ,( )r ).

Ñðàâíèâàÿ g(r) è ,( )r íà ðèñ. 5, âèäèì, ÷òî ýòè
ôóíêöèè ñõîäíû ïî ôîðìå, êàê è ìîæíî áûëî îæè-
äàòü. Íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ àòîìû ñèëüíî âçàèìî-
äåéñòâóþò, ïîýòîìó ïðè r � d êîððåëÿöèè â ï�ðàõ
óæå çàìåòíû — çíà÷åíèÿ g è , çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ
îò çíà÷åíèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Àâòîðû [24] ñ÷èòàþò, ÷òî äîïóñòèìî ãîâîðèòü î
íàëè÷èè â He-II ñâÿçàííûõ ïàð àòîìîâ. Íà íàø

60 Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2006, ò. 32, ¹ 1

Ìàêñèì Òîì÷åíêî

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

r/d

F1
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He-II: ïðèáëèæåíèÿ «îäíîé ñóììû» (�) è «äâóõ ñóìì»
(+), ïóíêòèð — îäíî÷àñòè÷íûé êîíäåíñàò N /N F0 1� 
( )
äëÿ ýòèõ ïðèáëèæåíèé.



âçãëÿä, ñâîéñòâà ,( )r è ðåçóëüòàòû [24] íå äàþò îñ-
íîâàíèé ãîâîðèòü î ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèÿõ, à òîëüêî
î êîððåëÿöèÿõ â ïàðàõ. Â [24] íàéäåíà ýíåðãèÿ ñâÿ-
çè äëÿ ïàðû, Ep � 
0 05, Ê, íî ýòà ýíåðãèÿ ñëèøêîì
ìàëà äëÿ îáðàçîâàíèÿ ðåàëüíûõ ñâÿçàííûõ ïàð,
âåäü îíà íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå ýíåðãèè àòîìà äëÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Îáðàçîâàíèå ñâÿçàííûõ ïàð ïðîáëåìàòè÷íî, ïî-
ñêîëüêó àòîìû ãåëèÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íû è íå
èìåþò «óñîâ». Åñëè áû â He-II áûëî ìàêðîñêîïè÷å-
ñêîå ÷èñëî ìîëåêóë, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ àòîìîâ, òî
êâàíò öèðêóëÿöèè 1 áûë áû çàìåòíî ìåíüøå, ÷åì
�/m (m — ìàññà àòîìà ãåëèÿ), íî â ýêñïåðèìåíòå ñ
õîðîøåé òî÷íîñòüþ 1 � �/m [36].

5. Âûñøèå êîíäåíñàòû äëÿ T = 0

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ s-÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà (s . 3)
íåîáõîäèìî íàéòè âåðîÿòíîñòü

W
V

F
s s s s sk k r r r r

1

1
2 1 1,..., ( ,..., | ,..., )� �� � �

� � �� � � � � �e i i
s s

s s s d d d dk r r k r r r r r r1 1 1
1 1

( ) ... ( ) ... ... , (56)

ãäå k k ks s� 
 
 
 �1 1... , k i 	 0 äëÿ âñåõ i s� 1 2, ,..., ;
s-÷àñòè÷íûé êîíäåíñàò ñîñòîèò èç «òðèâèàëüíîé»
÷àñòè (êîãäà âñå s àòîìîâ âõîäÿò â êàêîé-ëèáî èç
«íèçøèõ» êîíäåíñàòîâ) è «íåòðèâèàëüíîé» (õîòÿ
áû îäèí èç s àòîìîâ íå âõîäèò â «íèçøèå» êîíäåí-
ñàòû). «Òðèâèàëüíàÿ» ÷àñòü ñîñòîèò èç «íèçøèõ»
êîíäåíñàòîâ, åå ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü. s-÷àñòè÷-
íûé êîíäåíñàò áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ «íåòðèâèàëü-
íîé» ÷àñòüþ, è äëÿ åå íàõîæäåíèÿ ïîòðåáóåì

k k1 0� � 	... l äëÿ âñåõ l s� 
2 1,..., . Â ýòîì ñëó-
÷àå, êàê ïîêàçàë àíàëèç, ïîäîáíûé ïðîäåëàííîìó
äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà, åñëè âñå âîëíîâûå
âåêòîðû k k1,..., s îòëè÷íû äðóã îò äðóãà, òî äëÿ
ïðèáëèæåíèé «îäíîé ñóììû», F Fs s� ( )1 , è «äâóõ
ñóìì» (15), (16), (25), (45) ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

N W Ns

j

s

s jk k k1
1

,..., �
�

� . (57)

À ïðè ñîâïàäåíèè èìïóëüñîâ k i ó l àòîìîâ ïîëó÷èì

N W N W N Ns l
l s l sk k k k k k k k1 1 1 1 1 1,..., , ,..., ,..., ...
� �

� ,

(58)

ãäå N W l N l Nl l l
k k k k,..., ( ) [ ( )!]àòîìîâ � � 
 )1 1 . Â

(57), (58) Nk çàïèñàíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðè-
áëèæåíèÿ. Êàê âèäíî èç (57), (58), â ãðóïïå èç s
àòîìîâ ñ íóëåâûì èìïóëüñîì ãðóïïû êîððåëÿöèè
åñòü íå ìåæäó âñåìè àòîìàìè, à ëèøü â ïîäãðóïïàõ
àòîìîâ ñ îäèíàêîâûì èìïóëüñîì, ò.å. s-÷àñòè÷íûé
êîíäåíñàò îòñóòñòâóåò. Ïî êðàéíåé ìåðå íàì íå óäà-
ëîñü íàéòè â ðàçëîæåíèè ýêñïîíåíòû îò ln Fs (15)
êàêèõ-ëèáî ñëàãàåìûõ, êîòîðûå äàëè áû êîððåëÿ-
öèîííóþ äîáàâêó â (57), (58). Ìû ïîëàãàåì, ÷òî
òîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ è ïðè ó÷åòå âñåõ ïîïðà-
âîê an â (1).

Ïðèáëèæåíèå «äâóõ ñóìì» ó÷èòûâàåò òðåõ÷àñ-
òè÷íûå êîððåëÿöèè â �0 (1), è äëÿ ýòîãî ïðèáëèæå-
íèÿ ìîæíî áûëî áû îæèäàòü íàëè÷èå òðåõ÷àñòè÷íî-
ãî êîíäåíñàòà. Êàê îáúÿñíèòü «íà ïàëüöàõ», ÷òî
îäíî- è äâóõ÷àñòè÷íûé êîíäåíñàòû åñòü, à âûñøèõ
íåò? ßñíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû â ãðóïïå èç òðåõ àòî-
ìîâ ñ èìïóëüñàìè ( , , )k k k1 2 3 áûëè êîððåëÿöèè ìå-
æäó âñåìè àòîìàìè, íóæíî, ÷òîáû êîððåëÿöèè áûëè
âî âñåõ ïàðàõ: ( , )k k1 2 , ( , )k k1 3 , ( , )k k2 3 , ãäå ki 	 0.
Îäíàêî, êàê ïîêàçàë íàø àíàëèç, ïðè ki 	 0 êîððå-
ëÿöèè åñòü òîëüêî â ïàðàõ ñ k ki j� / (ñì. ôîðìóëû
(34), (42), (43), êîòîðûå ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïðè-
áëèæåíèÿ «äâóõ ñóìì»), íî â òðîéêàõ ( , , )k k k1 2 3 ó
íàñ âñåãäà k ki j	 
 , è õîòÿ áû â äâóõ ïàðàõ k ki j	
(òàê êàê k k k3 1 2� 
 
 ). Ïî÷åìó ñêîððåëèðîâàíû
ëèøü ïàðû ñ k ki j� / , íàì íå âïîëíå ÿñíî ñ ôèçè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ìîæåò áûòü, â òåîðåòèêî-ïî-
ëåâûõ ïîäõîäàõ ýòî ëó÷øå âèäíî.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ïðè âûâîäå �0 ó÷åñòü
íåòî÷å÷íîñòü àòîìîâ, ìíîãî÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñò-
âèå

l
l

i i
i i i i i iV r r r

l� � �

�� �
3

1

1

1 2 1 3 1
...

( , ,... ) è ìíîãîêðàòíîå

ðàññåÿíèå [37] (â óðàâíåíèè (55), èç êîòîðîãî âûâî-
äèòñÿ (7) [20]), òî ýòî íå ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ
âûñøèõ êîíäåíñàòîâ, ïîñëåäíèå äâà ôàêòîðà ëèøü
íåçíà÷èòåëüíî óòî÷íÿò âûðàæåíèÿ äëÿ an â (1).

Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ñîñòàâíîãî êîíäåíñàòà äëÿ He-II ïðè T = 0
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ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè He-II, n N /Vc � 0 ): ïðèáëè-
æåíèÿ «îäíîé ñóììû» (�) è «äâóõ ñóìì» (+); ñïëîø-
íàÿ ëèíèÿ — ôóíêöèÿ g(r) äëÿ He-II, ñì. òåêñò; øòðè-
õîâàÿ ëèíèÿ — ïðèáëèæåííûé âèä ôóíêöèé g(r) è
	( )r /nc äëÿ ñëàáîíåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà; ïóíêòèð —
óðîâíè íóëÿ è åäèíèöû.



Òàêèì îáðàçîì, âîïðåêè ðàñïðîñòðàíåííîìó óáå-
æäåíèþ, ÷òî ïðè íàëè÷èè îäíî÷àñòè÷íîãî êîíäåíñà-
òà äîëæíû áûòü è âûñøèå êîíäåíñàòû, ìû ïîëó÷è-
ëè, ÷òî ïðè T = 0 ñîñòàâíîé êîíäåíñàò â ãåëèè-II —
ýòî ñóïåðïîçèöèÿ òîëüêî îäíî÷àñòè÷íîãî è äâóõ÷àñ-
òè÷íîãî êîíäåíñàòîâ, à âûñøèõ êîíäåíñàòîâ â He-II
íåò (åñòü òîëüêî «òðèâèàëüíàÿ» ÷àñòü, ó êîòîðîé âñå
s àòîìîâ ðàñïðåäåëåíû ìåæäó îäíî÷àñòè÷íûì è
äâóõ÷àñòè÷íûì êîíäåíñàòàìè). È äàëåêî íå âñå àòî-
ìû ãåëèÿ âõîäÿò â ýòîò ñîñòàâíîé êîíäåíñàò, õîòÿ
íåëüçÿ èñêëþ÷èòü âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ó÷åòå
âñåõ an â (1) ïîëó÷èì N N N1 2� � .

Ýòè ðåçóëüòàòû âàæíû äëÿ òåîðåòèêî-ïîëåâûõ
ìèêðîìîäåëåé ãåëèÿ-II: ñóùåñòâåííî îòñóòñòâèå
âûñøèõ êîíäåíñàòîâ è íåáîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ
äâóõ÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà. Ìîæíî ïðîáîâàòü â òà-
êèõ ìîäåëÿõ èñêàòü ðåøåíèÿ â âèäå ðàçëîæåíèé ïî
äâóì ìàëûì ïàðàìåòðàì — îäíî÷àñòè÷íîìó è äâóõ-
÷àñòè÷íîìó êîíäåíñàòàì. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ýòî ïî-
çâîëèò ïîñòðîèòü «èäåàëüíóþ» (ñì. Çàêëþ÷åíèå)
ìèêðîìîäåëü He-II.

6. Äâóõ÷àñòè÷íûé êîíäåíñàò äëÿ
ñëàáîíåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçå ïðè T = 0

Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñëàáîíåèäåàëüíîãî áî-
çå-ãàçà (ÑÍÁÃ) ñïðàâåäëèâî [15,18] ñîîòíîøåíèå
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Èç (33), (29), (47)–(52) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ÑÍÁÃ

+ +1 1 2 2( ) ( ) ( ), ( ) ( )k f k k k f k� � �� , (61)

ãäå � 2( ) ( )k O n� 0
2 2 . Èñïîëüçóÿ (47)–(52), íåòðóäíî

ïîêàçàòü, ÷òî

| |, k

kN
k. )1 0äëÿ âñåõ . (62)

Ñîãëàñíî (37), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè T = 0 âñå àòîìû
ñëàáîíåèäåàëüíîãî áîçå-ãàçà, íå âõîäÿùèå â îäíî-
÷àñòè÷íûé êîíäåíñàò, íàõîäÿòñÿ â äâóõ÷àñòè÷íîì.

Âû÷èñëèì äëÿ ÑÍÁÃ çíà÷åíèå P2 (36). Èíòåãðà-
ëû áåðóòñÿ â ïðèáëèæåíèè 2 2( ) ( )k � 0 , íåçíà÷èòåëü-
íî âëèÿþùåì íà âåëè÷èíó P2. Ïîëó÷èì
P /2 6 9 8 0 93� 
 �� �( ) , . Â ÑÍÁÃ ï�ðû àòîìîâ (k k,
 )
c k � k0 î÷åíü ñêîððåëèðîâàíû, äëÿ íèõ | |, k k)) N .
Ïîýòîìó â r-ïðîñòðàíñòâå äîëæíû áûòü áîëåå ñêîð-
ðåëèðîâàíû ïàðû ðàçìåðîì r � 2 0�/k d d/as� .
Ïðèáëèæåííûé âèä ôóíêöèé g(r) è ,( )r äëÿ ÑÍÁÃ
ïîêàçàí íà ðèñ. 5 â ïðåäïîëîæåíèè as = 30a =
= 0,03d, ãäå a — ðàäèóñ àòîìà, as — äëèíà ðàññåÿ-
íèÿ [38]. Êàê âèäíî íà ðèñ. 5, ó ôóíêöèé g(r) è ,( )r
äëÿ ÑÍÁÃ íåò âûðàæåííîãî ìàêñèìóìà, ñîîòâåòñò-
âóþùåãî áëèæíåìó ïîðÿäêó.

7. Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíîé íåäîñòàòîê âñåõ ïîäõîäîâ, â ðàìêàõ
êîòîðûõ ìèêðîñòðóêòóðà He-II èññëåäóåòñÿ ïóòåì
âû÷èñëåíèÿ N-÷àñòè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé îñíîâ-
íîãî è âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé He-II, — ýòî îòñóò-
ñòâèå ìàëîãî ïàðàìåòðà â çàäà÷å. Íàïðèìåð, â íà-
øåì ïîäõîäå âîëíîâûå ôóíêöèè è âñå âû÷èñëÿåìûå
âåëè÷èíû ôàêòè÷åñêè ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä ïî
ôóíêöèè a k k/kd2( ) (k /dd � 2� ), ñðåäíåå çíà÷åíèå
êîòîðîé ïðè k kd- íå ìàë� (îêîëî –1/2, ñì. ðèñ. 1).
Ïîýòîìó ó÷åò äëÿ �0 ñëåäóþùèõ ïîïðàâîê an ïðè-
âîäèò ê çàìåòíîìó èçìåíåíèþ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñïåê-
òðà êâàçè÷àñòèö He-II E(k), ýíåðãèè îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ E0 è îñîáåííî äëÿ êîíäåíñàòîâ (òàê êàê
ïàðàìåòðû êîíäåíñàòà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ýêñïîíåí-
òà îò ðÿäà, êîòîðûé ïðèõîäèòñÿ îáðûâàòü; E(k) è
E0 ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ïîïðàâêàì, ïîñêîëüêó
äëÿ íèõ ðÿäû íå ñòîÿò â ýêñïîíåíòå [12,19]).

Òåì íå ìåíåå ðàññìîòðåííàÿ íàìè ìîäåëü, íåñî-
ìíåííî, äàåò ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû ãå-
ëèÿ-II: ìîäåëü íå ñîäåðæèò ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåò-
ðîâ, à ðåçóëüòàòû äëÿ ñïåêòðà êâàçè÷àñòèö [17,39] è
îäíî÷àñòè÷íîãî êîíäåíñàòà ïðèáëèæåííî ñîãëàñó-
þòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Ïîêà íå ïðåäëîæåí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âîëíîâûõ
ôóíêöèé ãåëèÿ-II, â êîòîðîì ðàçëîæåíèå ïðîâîäè-
ëîñü áû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó. È ïðîãðåññ ìîæåò
áûòü ñâÿçàí ëèøü ñ ó÷åòîì â óðàâíåíèÿõ ñëåäóþ-
ùèõ ïîïðàâîê an è ÷èñëåííûì ðåøåíèåì ïîëó÷åí-
íûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî äëÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî
îïèñàíèÿ íóæíî ó÷åñòü, ìîæåò áûòü, åùå 10 ïîïðà-
âîê, íî òàêèå óðàâíåíèÿ íåâîçìîæíî ðåøèòü ÷èñ-
ëåííî (à äëÿ êîíäåíñàòîâ è ôîðìóëó ïîëó÷èòü çà-
òðóäíèòåëüíî). Âîçìîæíî, áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå
He-II ñìîãóò äàòü â áóäóùåì òåîðåòèêî-ïîëåâûå
ïîäõîäû. Âñå óðàâíåíèÿ â ìèêðîìîäåëè He-II íóæ-
íî âûâîäèòü èç ïåðâîïðèíöèïîâ, áåç ïîäãîíî÷íûõ
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ïàðàìåòðîâ è íåîáîñíîâàííûõ ïîñòóëàòîâ, à âñå ðàç-
ëîæåíèÿ äîëæíû ïðîâîäèòüñÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåò-
ðó. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, òàêàÿ «èäåàëüíàÿ» ìî-
äåëü ïîêà íå ïðåäëîæåíà. Ðàññìîòðåííûé íàìè
ïîäõîä îáëàäàåò âñåìè ýòèìè ñâîéñòâàìè, êðîìå
ïîñëåäíåãî.
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Investigation of the structure of a composite
condensate for He-II at T = 0

Maksim Tomchenko

We calculate the ground-state wave function
of He-II, �0, in the approximation of «two
sums», that is, as the Jastrow function and first
correction,
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in so doing we find numerically the function
a k2( ) from the Vakarchuk equation that connects

Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ñîñòàâíîãî êîíäåíñàòà äëÿ He-II ïðè T = 0
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a k2( ) and a3 1 2( , )k k with the structure factor.
Using �0 we obtain the amount of the one-parti-
cle and two-particle condensates in He-II at T =
= 0; a formula for the two-particle condensate in
the approximation of «two sums» was derived
for the first time. The model does not have any
free parameters or functions. The theoretical
amount of condensates turn out to be apprecia-
bly dependent on the number of corrections an
involved in ln�0: for the «one sum» approxima-
tion (a3 0� ) we have found that about 27% and

53% of helium atoms belong to the one-particle
and two-particle condensates, respectively; for a
more exact approximation of «two sums»
( )a3 0� we have found 6% (that agrees well with
the experiment) and 16%, respectively. In the
approximation of «two sums» we have also
found that the higher s-particle condensates
( )s � 3 are absent in He-II at T = 0.

Keywords: He-II, wave function, two-particle con-
densate

64 Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2006, ò. 32, ¹ 1

Ìàêñèì Òîì÷åíêî


