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Теоретически изучена многочастичная система атомов с нулевым спином и их связанных двухатом-
ных состояний (молекул), формирующая при нулевой температуре единый бозе-эйнштейновский кон-
денсат. В рамках подхода Гросса–Питаевского исследованы равновесные состояния и динамика такой 
системы. Показано, что в зависимости от величины энергии связи система может существовать в двух 
фазах: атомарно-молекулярного конденсата и конденсата молекул. Найдены основные термодинамиче-
ские характеристики фаз и критерии их устойчивости. Показано, что в обеих фазах имеются две ветви 
коллективных возбуждений: звуковая и с энергией активации. 

Теоретично вивчено багаточастинкову систему атомів з нульовим спіном та їх зв’язаних двоатомних 
станів (молекул), що формує при нульовій температурі єдиний бозе-ейнштейнівський конденсат. У рам-
ках підходу Гросса–Пітаєвського досліджено рівноважні стани та динаміку такої системи. Показано, що 
залежно від величини енергії зв’язку система може існувати в двох фазах: атомарно-молекулярного кон-
денсату і конденсату молекул. Знайдено основні термодинамічні характеристики фаз і критерії їх 
стійкості. Показано, що в обох фазах є дві гілки колективних збуджень: звукова та з енергією активації. 

PACS: 03.75.Kk Динамические свойства конденсатов; коллективные и гидродинамические возмуще-
ния, сверхтекучий поток; 
03.75.Mn Многокомпонентные конденсаты, спинорные конденсаты; 
03.75.Hh Статические свойства конденсатов; термодинамические, статистические и структур-
ные свойства; 
05.30.Jp Бозонные системы. 

Ключевые слова: бозе-система, атомарно-молекулярный конденсат, термодинамика, устойчивость, 
спектр возбуждений. 

1. Введение

Эксперименты по бозе-эйнштейновской конденса-
ции в ультрахолодных разреженных газах щелочных 
металлов [1–3] стимулировали большой теоретический 
и экспериментальный интерес к этому явлению [4–7]. 
Ультрахолодные газы предоставляют уникальную воз-
можность изучать на макроскопическом уровне раз-
личные квантовые эффекты, которые трудно исследо-
вать в других системах. При теоретическом описании 
конденсатов существенным является учет межатомно-
го взаимодействия, отвечающего за коллективные яв-
ления в таких системах [8]. 

Как известно, при парном взаимодействии, потенци-
ал которого имеет достаточно глубокую потенциальную 
яму, пары атомов могут образовывать связанные со-

стояния с дискретными значениями энергии. В этом 
случае при конечных температурах существуют как 
свободные атомы, так и молекулы. В пренебрежении 
взаимодействием между молекулами, при нулевой тем-
пературе все атомы должны соединиться в молекулы с 
наименьшей энергией. Если же учитывать парное взаи-
модействие не только между атомами, но и между ато-
мами и молекулами, а также межмолекулярное взаимо-
действие, то при нулевой температуре как число атомов, 
так и молекул может быть конечно, и определяться из 
условия минимальности полной энергии системы. Та-
ким образом, бозе-эйнштейновский конденсат при ну-
левой температуре, вообще говоря, будет формировать-
ся как атомами, так и их связанными двухатомными 
состояниями, число которых будет зависеть от парамет-
ров потенциала взаимодействия и энергии связи. 
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Межатомное взаимодействие в бозе-эйнштейнов-
ских конденсатах с хорошей степенью точности моде-
лируется длиной рассеяния [4,5]. Важным свойством 
таких систем является возможность контролируемо 
изменять в них межатомное взаимодействие с помо-
щью магнитного поля вблизи резонанса Фешбаха 
[9,10]. В частности, таким образом может быть реали-
зовано условие образования молекулы, когда система 
двух атомов имеет энергетический уровень, близкий к 
нулю. Использование резонанса Фешбаха является 
наиболее удобным способом создания ультрахолодных 
двухатомных связанных состояний, называемых феш-
баховскими молекулами [11,12]. Именно таким обра-
зом были получены молекулы 23Na2 [13] и 133Cs2 [14]. 
Существуют и другие методы получения ультрахолод-
ных молекул: молекулы 23Na2 также создавались пу-
тем однофотонной фотоассоциации бозе-эйнштейнов-
ского конденсата атомов натрия [15], а молекулы 87Rb2 
были образованы в конденсате атомов рубидия путем 
индуцированного двухфотонного рамановского пере-
хода [16]. Недавнее обнаружение фешбаховского резо-
нанса в смеси атомов 23Na и 87Rb [17] открывает воз-
можность создания двухатомных молекул, состоящих из 
разных сортов атомов. Отметим, что в работе [18] на-
блюдалась атомарно-молекулярная когерентность в бо-
зе-эйнштейновском конденсате. В связи с подобными 
экспериментами несомненный интерес представляет 
теоретическое изучение когерентной системы атомов и 
формируемых ими двухатомных связанных состояний. 

Для последовательного микроскопического описа-
ния такой системы следовало бы водить полевые опе-
раторы связанных состояний, которые строятся из по-
левых операторов исходных атомов. Такой подход был 
реализован в низкоэнергетическом приближении, ко-
гда кинетическая энергия частиц мала по сравнению с 
энергией связи составных частиц [19] и применялся к 
изучению замедления света в бозе-эйнштейновском 
конденсате, где необходимо учитывать внутреннюю 
структуру атомов [20]. 

Возможно и более простое полуфеноменологиче-
ское описание [21,22], при котором атомы и фешба-
ховские молекулы описываются различными полевы-
ми операторами, коммутирующими между собой и 
подчиняющимися бозевским соотношениям коммута-
ции. Получаемая в рамках такой модели система нели-
нейных уравнений является обобщением стандартного 
уравнения Гросса–Питаевского на случай атомарно-
молекулярного конденсата. Однако в работах [21,22] 
не затрагивался вопрос об устойчивости возможных 
равновесных состояний и не были получены спектры 
коллективных возбуждений. Этим вопросам, в основ-
ном, и посвящена настоящая статья. 

В предлагаемой работе на основе подхода Гросса–
Питаевского проанализировано основное состояние 
атомарно-молекулярного бозе-эйнштейновского кон-

денсата и показано, что в зависимости от величины 
энергии связи и параметров взаимодействия система 
может существовать в двух фазах: атомарно-молеку-
лярного конденсата и конденсата одних молекул. Най-
дены критерии устойчивости фаз и показано, что в об-
ласти параметров, где возможно существование 
атомарно-молекулярного конденсата, он всегда оказы-
вается стабильным. Молекулярный конденсат стаби-
лен только при тех значениях параметров, когда суще-
ствование атомарно-молекулярной фазы невозможно. 
Вычислены энергия, давление, сжимаемость и концен-
трация связанных пар в системе. Изучены малые коле-
бания конденсата и продемонстрировано, что как в 
атомарно-молекулярной, так и в молекулярной фазах 
имеются две ветви коллективных возбуждений. Наряду 
со звуковой ветвью существуют возбуждения с энер-
гией активации, в которых колеблются плотности ато-
марного и молекулярного конденсатов при постоянной 
полной плотности. 

Найденные спектры коллективных возбуждений сов-
падают с соответствующими выражениями статьи [23], 
которые были получены с использованием метода Бого-
любова [8]. Таким образом, настоящая работа не только 
демонстрирует эквивалентность двух различных подхо-
дов к исследуемой проблеме, но и содержит новые ре-
зультаты, которые дополняют работу [23]. В частности, 
показана согласованность термодинамики со следстви-
ем динамических уравнений: скорость звука, рассчи-
танная на основе найденного выражения для давления, 
совпадает со скоростью звука, получаемой из спектров в 
длинноволновом пределе. Построены зависимости кон-
центрации конденсатных молекул от энергии связи, а 
также давления от концентрации молекул в конденсате. 
Проведено сравнение энергий различных фаз. 

2. Основное состояние 

Рассмотрим многочастичную систему взаимодейст-
вующих бозе-атомов массы m, которые могут образо-
вывать связанные парные состояния (молекулы) с мас-
сой 2m, характеризуемые одним значением параметра 
размерности энергии 0 ,ε  который будем называть 
энергией связи. Отметим, что в двухканальной модели 
фешбаховского резонанса 0 = ,ε ∆ − ν  где ∆  — раз-
ность энергий между наинизшими уровнями непре-
рывного спектра и ν  — так называемый параметр рас-
стройки, который может изменяться магнитным полем 
и принимать как положительные, так и отрицательные 
значения [22]. Число атомов и молекул в конденсате, 
наряду с энергией связи, будет определяться также 
параметрами взаимодействия атомов и молекул и пол-
ной плотностью. 

Исследуемую систему будем описывать полевыми 
операторами ˆ ˆ( )a aψ ≡ ψr  и ˆ ˆ( )b bψ ≡ ψr , где ˆ aψ  — 
оператор уничтожения атома в точке r, а ˆ bψ  — опера-
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тор уничтожения двухатомного связанного состояния в 
точке r (координата центра масс). Для этих полевых 
операторов справедливы обычные бозевские коммута-
ционные соотношения, причем предполагается, что 
операторы, относящиеся к атомам и молекулам, ком-
мутируют между собой. Гамильтониан такой системы 
запишем в виде [21,22]  

 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= ,a b ab abH H H H H V+ + + +  (1) 

где  

 
2 2

†3 † 3
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= ,
2 4a a bbH d r d r

m m
   

ψ − ∆ ψ + ψ − ∆ + ε ψ      
   

∫ ∫
 

  

  (2) 

 † †3 † † 3ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= , = ,
2 2
a b

a a a a a b b bb b
g g

H d r H d rψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ∫ ∫   

  (3) 

†3 †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= ,ab ab a a bbH g d rψ ψ ψ ψ∫  

 †3 † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ= .ab a a b a abV g d r  ψ ψ ψ +ψ ψ ψ ∫  (4) 

Здесь 0Ĥ  — оператор кинетической энергии системы. 
Полное взаимодействие включает в себя взаимодейст-
вия атомов ˆ ,aH  связанных состояний ˆ ,bH  а также 
операторы ˆ abH  и ˆ ,abV  которые обеспечивают связь 
атомарной и молекулярной подсистем, причем âbV  
описывает переходы атомов в состояние молекулы и ее 
распад на отдельные атомы. Таким образом, число 
атомов и число молекул в отдельности, вообще говоря, 
не сохраняется. 

Возникновение состояния с атомарно-молекуляр-
ным конденсатом приводит к отличным от нуля сред-
ним ˆ =a a〈ψ 〉 ψ , ˆ =b b〈ψ 〉 ψ , нарушающим глобальную 
фазовую симметрию. Следствием такого нарушения 
является появление свойства сверхтекучести. Для по-
лучения уравнения Гросса–Питаевского усреднение 
полевого оператора следует проводить по когерентно-
му (глауберовскому) состоянию |ψ〉 , которое является 
собственным вектором оператора уничтожения [24]. 
В данном случае это состояние удовлетворяет условию 

 ˆ | = | ,i iψ ψ〉 ψ ψ〉  (5) 

где ˆ= | | .i iψ 〈ψ ψ ψ〉  Когерентное состояние для ато-
марно-молекулярной системы имеет вид 
| = | | ,a bψ〉 ψ 〉 ψ 〉  причем  

 † 3 * ˆ| = exp( ) | 0 , = ,i i i i ii d rψ 〉 β −β 〉 β ψ ψ∫  (6) 

где = ,i a b  и | 0〉  — вектор вакуумного состояния. 
Усредняя уравнения Гайзенберга  

 ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ= [ , ], = [ , ]a a b bi H i Hψ ψ ψ ψ 

    

по введенному глауберовскому состоянию (5), (6), где 
гамильтониан Ĥ  дается выражениями (1)–(4), прихо-
дим к связанной системе нелинейных уравнений [21], 
обобщающих известное уравнение Гросса–Питаевского 
для бесструктурных частиц:  

 
2

2 2 *= | | | | 2 ,
2a a a ab b a a bi g g g

m
 

ψ − ∆ + ψ + ψ ψ + ψ ψ  
 




   

  (7) 

 
2

2 2 2
0= | | | | .

4b b b ab a b ai g g g
m

 
ψ − ∆ + ε + ψ + ψ ψ + ψ  

 




   

  (8) 

Отметим, что при используемом усреднении среднее 
от произведений пар операторов распадается на произ-
ведение средних, например, 2ˆ ˆ = .a a a〈ψ ψ 〉 ψ  Таким об-
разом, в данном приближении пренебрегается парны-
ми корреляциями [25,26]. Роль парных корреляций для 
рассматриваемых систем изучалась в работе [27]. 

В полученных уравнениях удобно перейти к но-
вым функциям ,aϕ  ,bϕ  которые определяются соот-
ношениями  

 = exp[ / ], = exp[ 2 / ],a a b bi t i tψ ϕ − µ ψ ϕ − µ   (9) 

где параметр ,µ  как будет показано ниже, является хи-
мическим потенциалом. Структура равновесного одно-
родного состояния находится из уравнений (7), (8) с 
учетом формул (9), где ,aϕ  bϕ  не зависят от координат 
и времени. В этом случае приходим к уравнениям 

 ( )2 2 *| | | | 2 = 0,a a ab b a a bg g g−µ + ϕ + ϕ ϕ + ϕ ϕ  (10) 

 ( )2 2 2
0 2 | | | | = 0.b b ab a b ag g gε − µ + ϕ + ϕ ϕ + ϕ  (11) 

Выделяя в комплексных функциях модуль и фазу, 
= exp{ },a an iϕ α  = exp{ },b bn iϕ β  где an  и bn  — 

равновесные плотности атомов и их связанных состоя-
ний в конденсатах, получаем следующие уравнения 
для нахождения вещественных величин ,an  bn  и раз-
ности фаз = 2 :χ α −β  

 ( )2 cos = 0,a a ab b b ag n g n g n n−µ + + + χ   

 2 sin = 0,bg n χ  (12) 

 0( 2 ) cos = 0,ab a b b b ag n g n n gnε − µ + + + χ  

 sin = 0.agn χ  (13) 

Связь химического потенциала µ  с полной плотно-
стью n  находится из соотношения  

 = 2 .a bn n n+  (14) 
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Из полученных уравнений следует, что разность фаз мо-
жет иметь два существенно различных значения, = 0χ  
и = .χ π  Поэтому в уравнениях (12), (13) cos = 1.χ ±  
Важным является то, что в уравнения (12), (13) и во все 
наблюдаемые величины разность фаз всегда входит в 
виде комбинации cos .g χ  Условия термодинамической 
устойчивости, которые будут рассмотрены в следую-
щем разделе, требуют, чтобы 

 cos = | | .g gχ −  (15) 

Отметим, что уравнения (12), (13) имеют два типа 
решений. Первый тип решений = 0,an  0bn ≠  описы-
вает состояние, в котором существует только конденсат 
связанных состояний при полном отсутствии конденса-
та атомов. В этом случае плотность числа молекул свя-
зана с химическим потенциалом соотношением 

 02
= = .

2b
b

nn
g
µ − ε

 (16) 

Второй тип решений 0,an ≠  0bn ≠  соответствует со-
стоянию, в котором оба конденсата сосуществуют. 
Следует обратить внимание на отсутствие решения, 
описывающего только конденсат атомов без наличия в 
нем молекул. Это является следствием учета в полном 
гамильтониане оператора ˆ ,abV  ответственного за учет 
перехода атомов в связанное состояние независимо от 
знака константы связи .g  

Используя первые два уравнения в (12), (13) и вы-
ражение (14) для полной плотности, получаем сле-
дующее кубическое уравнение для положительной 
величины 1/2= ( / ) :by n n  

 
3 2

0 16 = 0,y C y y C− − −  (17) 
где  

 1/20
0

( / ) 2
= ,

| |
a abn g g

C n
g

ε − +
  

 1/2
1

4 4
= .

| |
a ab bg g g

C n
g

− +
 (18) 

Данное уравнение с учетом определения величины y  
позволяет найти равновесную плотность связанных со-
стояний атомов в конденсате как функцию полной 
плотности, констант взаимодействия и энергии связи. 
Условия устойчивости, как будет показано ниже, тре-
буют чтобы 1 > 0.C  В этом случае кубическое уравне-
ние (17) всегда имеет положительное решение. Из того, 
что при = 0,an  = 2,y  а при 0,bn →  ,y →∞  следу-
ет, что физически реализуемые решения должны удов-
летворять неравенству 2.y ≥  При фиксированном 1C  
и допустимых значениях y  параметр 0C  может изме-
няться в пределах 1 0(4 2 )/2 < .C C− + ≤ ∞  Отметим, 
что величина y  связана с концентрацией молекул bc  
формулой 2= / = 1/ ,b bc n n y  область изменения которой 
дается неравенствами 0 < 1/2.bc ≤  

3. Термодинамика и устойчивость 

Атомарно-молекулярный конденсат. Найдем основ-
ные термодинамические характеристики основного со-
стояния атомарно-молекулярного конденсата и иссле-
дуем его на устойчивость. Все величины, относящиеся 
к этой фазе, будем отмечать индексом A. Энергия ос-
новного состояния находится из усреднения гамильто-
ниана (1)–(4) по глауберовскому состоянию (5), (6). 
В результате имеем следующее выражение для плотно-
сти энергии: 

 2 2
0= 2 cos .

2 2
a b

A b a ab a b b a b
g g

n n g n n n gn nε ε + + + + χ   

  (19) 

Химический потенциал, который появляется в уравне-
ниях (10), (11), определяется соотношениями  

 = = .A A
A

n na b
n n

∂ε ∂ε   µ    ∂ ∂   
 (20) 

Плотность термодинамического потенциала =Aω  
A An= ε −µ  имеет вид 

 2
0= ( 2 )

2
a

A A b A a a ab a b
g

n n n g n nω ε − µ −µ + + +  

 2 2 cos
2
b

b a b
g

n gn n+ + χ  (21) 

и с точностью до знака совпадает с давлением 
= ,A Ap −ω  которое с учетом уравнений (12), (13) при-

нимает вид  

 
2 2

= | | .
2 2

a a b b
A ab a b a b

g n g n
p g n n g n n+ + −  (22) 

Необходимые условия устойчивости рассматривае-
мого равновесного состояния должны получаться из 
требования минимума плотности термодинамического 
потенциала по переменным ,an  bn  и χ  при фиксиро-
ванном значении химического потенциала. Такое тре-
бование сводится к условию положительности второй 
вариации, 2 > 0.Aδ ω  Из условия положительности по-
лучаемой квадратичной формы находим следующие 
неравенства, дающие необходимые условия устойчи-
вости основного состояния, 

 2> 0, > 0, cos = | |< 0,a ag g u g g− χ −v  (23) 

где 

 
3/2

| | | |= , = .
2

a
b ab

bb

ng gg u g
nn

+ −v  (24) 

Как видим, последнее неравенство в (23) обеспечивает 
минимальность плотности энергии относительно вы-
бора разности фаз. Таким образом, доказана справед-
ливость соотношения (15). Отметим, что при = 0g  
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найденные неравенства совпадают с условиями устой-
чивости для конденсатов двух сортов атомов, которые 
не зависят от плотностей отдельных компонент [4] 

 2> 0, > 0.a a b abg g g g−  (25) 

В нашем случае при наличии возможности перехода 
атомов в связанное состояние условия устойчивости 
зависят от плотностей. Важно отметить, что требова-
ние положительности постоянной межатомного взаи-
модействия, которая связана с потенциалом межатом-
ного взаимодействия соотношением  

 3= ( ),ag d rV r∫   

не противоречит возможности возникновения связан-
ных состояний, поскольку потенциал, помимо потен-
циальной ямы, обычно имеет и отталкивательную 
сердцевину, за счет которой и может быть обеспечено 
первое из условий (23). 

Из полученных термодинамических соотношений 
следует выражение для сжимаемости  

 
2 2

4 41 1= = .a
A

A a

g udn
n dp n g u

+ −
κ

−

v
v

 (26) 

Положительность данного выражения обеспечивается 
неравенствами (23). Поскольку сжимаемость связана с 
квадратом скорости звука соотношением  

 2 1= ,A
A

c
mnκ

 (27) 

то формула (26) фактически определяет и квадрат ско-
рости звука. Естественно, как будет видно ниже, такое 
же выражение для скорости звука следует из формулы 
для спектра одночастичных возбуждений в длинно-
волновом пределе. 

Выполнение неравенств (23) еще не достаточно для 
того, чтобы равновесие было полностью устойчивым. 
Необходимо потребовать также выполнения условия 
положительности давления (22). При выполнении усло-
вий (25) первые три слагаемых в (22) дают положитель-
ный вклад, в то время как четвертое слагаемое всегда 
отрицательно. Поэтому возможность возникновения от-
рицательного давления определяется величиной 

=| | / .G g n  При *<G G  давление положительно при 
любой концентрации молекул, а при *>G G  появляется 
область концентраций ,bc  при которых < 0.Ap  Крити-
ческая величина *,G  при которой давление обращается в 
нуль, находится из системы алгебраических уравнений: 

*
* *

*

(1 6 )
(4 4 ) (2 ) = ,

2
b

a b ab b a ab
b

c
g g g c g g G

c
−

+ − − −  (28) 

 
2 2

*[(4 4 ) 2( )]
(4 4 )

a b ab b a ab a b ab

a b ab

g g g c g g g g g
g g g

+ − − − + −
=

+ −
  

 * * *= 2 (1 2 ),b bG c c−  (29) 

где *bc  — концентрация, при которой давление обра-
щается в нуль. Следует подчеркнуть, что в отличие от 
конденсата двух сортов атомов, где условия устойчи-
вости (25) также обеспечивают положительность дав-
ления, в данном случае требование положительности 
давления при всех концентрациях приводит к допол-
нительному требованию *< .G G  

В дальнейшем анализ уравнения (17) естественно 
проводить в безразмерных переменных. Для этого вве-
дем характерные значения плотности *n  и энергии 
связи 0*.ε  Удобно в качестве таких характерных зна-
чений выбрать те, при которых параметры (18) прини-
мают значения 0 = 0,C  1 = 4 2C  (последнее условие 
получается из уравнения (17) при 0 = 0,C  = 2).y  
Тогда имеем 

* 0* *
4 4

4 2 = , =| 2 | .
| |

a ab b
a ab

g g g
n g g n

g
− +

ε −  (30) 

Введенные характерные величины (30) определяются 
лишь константами связи, входящими в гамильтониан. В 
принципе, величина g  может изменяться в достаточно 
широких пределах. Если воспользоваться оценками, от-
носящимися к эффекту фешбаховского резонанса, приве-
денными в работах [10,22], находим 30~ 10g −  эрг⋅см3/2. 
Для оценки константы связи 2= 4 /ag a mπ  возьмем 
массу 22~ 10m −  г и длину рассеяния a ~ 10–6 см, так что 

37~ 10ag −  эрг⋅см3. Полагая, что ~ ~ ,ab b ag g g  имеем 
оценки для характерных параметров (30), 14

* ~ 10n  см–3 
и 23

0* ~ 10−ε  эрг. Полученная оценка характерной плот-
ности близка к типичной плотности числа атомов в экс-
периментах с атомарными конденсатами [13]. Вне облас-
ти фешбаховского резонанса для атомарно-молекулярной 
системы оценки могут быть существенно иными.  

Формулы (30) позволяют ввести безразмерные зна-
чения плотности и энергии связи  

 * 0 0 0*/ , = / .n n n≡ ε ε ε   

Отметим, что знак величины 2 a abg g−  не фиксирован 
требованием термодинамической устойчивости, и она 
может быть как положительной, так и отрицательной. 
Параметры 0C  и 1,C  определяемые формулами (18), 
связаны с безразмерными величинами ,n  0ε  следую-
щими соотношениями: 

0
1 0

( sgn(2 ))
= 4 2 , = 4 2 ,a abn g g

C n C
n

ε − −
λ
 





 (31) 

где мы ввели безразмерный положительный коэффи-
циент ,λ  

 
| 2 |

= > 0.
(4 4 )

a ab

a ab b

g g
g g g

−
λ

− +
 (32) 

Величина этого коэффициента не может существенно 
отличаться от единицы. Подставляя (31) в уравнение 
(17), находим зависимость энергии связи от концентра-
ции молекул 2= 1/bc y  и полной плотности атомов :n  
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 0
1 1= 6 sgn(2 ),

4 2 b b a ab
b

n c c n n g g
c

  
 ε − − + −  λ    



    

 0 < 1/2.bc ≤  (33) 

Как видим, энергия связи связана с концентрацией моле-
кул и полной плотностью через единственный безраз-
мерный параметр ,λ  который строится лишь из констант 
взаимодействия. Зависимость давления от концентрации 
молекул и полной плотности дается формулой  

 
2

*

1 2 2 | |=
2

A

aa

p g
g ng n

+ ×   

 
(2 1)

[ 2 s (2 )] .
2 2

b b
b b a ab

c c
c c gn g g

n

 −
× − λ − + 
  

 (34) 

Согласно приведенным выше оценкам для фешбахов-
ского резонанса, коэффициент перед квадратными 
скобками порядка единицы. 

На рис. 1 представлена зависимость концентрации 
молекул в конденсате от энергии связи для различных 
значений полной плотности и фиксированном парамет-
ре = 0,5λ  в случае 2 > 0a abg g− . Как видим, с увели-
чением энергии связи концентрация молекул довольно 
быстро падает, особенно при малой полной плотности. 
Отметим, что возможность существования конечной 
концентрации молекул при положительной энергии свя-
зи обусловлена учетом взаимодействий и коллективным 
характером состояния. Зависимость концентрации мо-
лекул в конденсате от энергии связи в противополож-
ном случае, когда 2 < 0,a abg g−  проиллюстрирована на 
рис. 2. В обоих случаях чисто молекулярный конденсат 

( = 1/2)bc  может существовать только при отрицатель-
ных значениях энергии связи. 

Рисунок 3 представляет давление как функцию кон-
центрации молекул в конденсате при различных зна-
чениях плотности и = 0,5λ  в случае 2 > 0.a abg g−  
Видно, что при малых плотностях возникает область 
отрицательного давления, в которой система неустой-
чива. Область положительных значений давления со-
ответствует устойчивому состоянию. Для отрицатель-
ной разности 2 < 0,a abg g−  отрицательные значения 
давления реализуются при еще меньших плотностях 
(см. рис. 4). 

Молекулярный конденсат. Как отмечалось выше, 
всегда имеется решение (16), описывающее состояние, 
в котором все атомы соединены в молекулы: = 0,an  

= /2.bn n  Термодинамические характеристики такой 
фазы мы будем обозначать индексом B . Поэтому в 
формуле (16) следует полагать .Bµ ≡ µ  Энергия и дав-
ление данного состояния определяются формулами 

 
2 2

0= , = ,
2 8 8

b b
B B

g n g nn pε ε +  (35) 

так что при > 0bg  давление всегда положительно. 
Данное неравенство представляет собой условие тер-
модинамической устойчивости молекулярного конден-
сата. При значениях параметра *> ,G G  когда давление 
в атомарно-молекулярной фазе может быть отрица-
тельным и ее существование в равновесии невозмож-
но, стабильной остается только молекулярная фаза. 

При *<G G  механически стабильными оказываются 
как атомарно-молекулярная, так и молекулярная фазы. 
Реализовываться будет та из них, которая при одинако-

Рис. 1. (Онлайн в цвете) Концентрация молекул bc  как 
функция энергии связи 0ε  для различных значений плотно-
сти при = 0,5λ  и 2 > 0.a abg g−  

Рис. 2. (Онлайн в цвете) Концентрация молекул bc  как 
функция энергии связи 0ε  для различных значений плотно-
сти при = 0,5λ  и 2 < 0.a abg g−  
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вой плотности отвечает меньшей энергии. Сравним 
энергии (19) и (35), выяснив знак их разности: 

 ( ) ( )20= 2 2 (2 )
2 2

a
A B b b ab b b

g
n n n n g n n n

ε
ε − ε − + − − − +  

 ( )2 24 2 | | (2 ) .
8
b

b b b
g

n n g n n n+ − + −  (36) 

Разность энергий обращается в нуль при = 2 bn n , т.е. 
когда все атомы в конденсате связаны в молекулы. Для 
установления знака выражения (36) удобно перейти 
к переменной = / by n n  и воспользоваться формула-
ми (18). В результате имеем  

 0 1
2 2

1 2 2 2( ) = 1 | | 1 .
2 8A B

C Cg n
n yy y

    
ε − ε − − + + +            

  

  (37) 

Поскольку y  изменяется в пределах 2 < ,y≤ ∞  то 
выражение в круглых скобках всегда положительно. 
Поэтому необходимо определить знак выражения в 
квадратных скобках. Используя уравнение (17), можно 
показать, что данная скобка обращается в нуль только 

при = 2y  и cr
0 1= 2 2 /2.C C− −  Таким образом, 

= 2y  (или = 2 )bn n  является единственным значе-
нием переменной ,y  при котором разность энергий 
обращается в нуль. Производя совместно линеариза-
цию уравнения (17) и выражения (37) вблизи равно-
весных значений = 2y  и cr

0 1= 2 2 /2C C− −  и учи-
тывая положительность величины 1C , приходим к 
заключению, что < 0.A Bε − ε  Таким образом, состоя-
ние системы с конденсатом атомов и молекул энерге-
тически более выгодно. Используя первую из формул 
(18), находим критическое значение энергии связи, при 
котором разность энергий обращается в нуль, 

 cr
0 = 2 2 | | .

2
b

ab
g

g n g n ε − − 
 

 (38) 

Знак данной величины, вообще говоря, может быть как 
положительным, так и отрицательным. Однако при 

0abg →  она всегда отрицательна. 
Поэтому при выполнении неравенства cr

0 0> ,ε ε  
когда, в принципе, возможно существование как атомар-
но-молекулярной, так и молекулярной фаз, всегда термо-
динамически стабильной оказывается атомарно-молеку-
лярная фаза. В противоположном случае cr

0 0< ,ε ε  
существование атомарно-молекулярной фазы невоз-
можно, и система находится в состоянии молекулярно-
го конденсата. 

4. Спектр коллективных возбуждений 

Атомарно-молекулярный конденсат. Спектр элемен-
тарных возбуждений в атомарно-молекулярном конден-
сате может быть получен из системы нестационарных 
уравнений (7), (8) с учетом формул (9) путем рассмот-
рения малых осцилляций. Для этого удобно записать 
уравнения (7), (8) в гидродинамическом виде, выделив в 
комплексных параметрах порядка модуль и фазу: 

= exp( ),a an iϕ α  = exp( ).b bn iϕ β  Определив скоро-
сти соотношениями = ( / ) ,a m ∇αv   = ( /2 ) ,b m ∇βv   
приходим к следующей системе уравнений:  

 
4

div( ) = sin ,a b
a a a

gn n
n n+ − χv



 (39) 

 
2

div( ) = sin ,a b
b b b

gn n
n n+ χv



 (40) 

 1 2
( ) = cos ,b

a a a
g n

m m

 µ
+ ∇ ∇ − χ 

  
v v v



  (41) 

 2( ) = cos ,
2 2

a
b b b

b

gn
m m n

 µ
+ ∇ ∇ − χ 

  
v v v



  (42) 

 2 2
1 2

4
[ ] = 2 cos ,b a

a b
b

n n
m g

n
−

χ + − µ −µ − χ  
 v v  (43) 

Рис. 3. (Онлайн в цвете) Давление как функция концентра-
ции молекул сb для различных значений плотностей при 

= 0,5λ  и 2 > 0.a abg g−  

Рис. 4. (Онлайн в цвете) Давление как функция концентра-
ции молекул для различных значений плотностей при 

= 0,5λ  и 2 < 0.a abg g−  
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где 

 
2

1 = ,
2

a
A a a ab b

a

n
g n g n

m n
∆

µ µ − − +


  (44) 

 
2

2 0= 2 .
4

b
A ab a b b

b

n
g n g n

m n
∆

µ µ − ε − − +


  (45) 

Отметим, что наличие в гамильтониане взаимодейст-
вия ˆ ,abV  которое описывает переходы атомов в свя-
занное состояние и развал этого связанного состояния 
на отдельные атомы, приводит к появлению нового 
уравнения для разности фаз .χ  Подчеркнем также, что 
согласно уравнениям (39), (40) число атомов и молекул 
в отдельности не сохраняется. 

Производя стандартную линеаризацию полученной 
системы уравнений вблизи равновесного состояния, 
можно получить уравнения для малых отклонений, 
решение которых будем искать в виде, пропорцио-
нальном exp ( ).Ai i t− ωkr  Условие существования не-
тривиального решения такой системы однородных 
алгебраических уравнений приводит к биквадратному 
дисперсионному уравнению для определения частоты 

Aω  как функции волнового числа: 

 
4 2 = 0,A AA Bω − ω +  (46) 

которое имеет следующие решения [23]:  

 2 2
1

1= 4 ,
2A A A B ω + − 
 

 (47) 

 2 2
2

1= 4 ,
2A A A B ω − − 
 

 (48) 

где  

 
2

2 | |
( ) = (4 4 )a b

a
g n n

A A k g u≡ − + +


v   

 
2 2 4

2
8| | 52 ,

2 2 16
a b

a a b
b

n ng k kg n n
mn m

 +
+ + + + 
  

v  (49) 

и 

 
2

2
2

2 | |
( ) = a b

a
g n n kB B k n g u

m
 ≡ − + 



v  

 
4

2
2

| |
( ) | |

2 2
a a

a b a b
b

g g nn kn n g u g n n
n m

 
+ − + + + 
  

v v  

 
2 6 4 8

3 42 | | .
16 64

a a b
b

n k kg n n g
n m m

 
+ + + + 
  

 v  (50) 

Из приведенных формул следует, что частота про-
странственно-однородных колебаний ( = 0)k  дается 
формулой 

 2
0 2

2 | |
= (4 4 ).a b

A a
g n n

g uω − +


v  (51) 

Эта формула определяет частоту колебаний плотно-
стей атомов и молекул при постоянной полной плотно-
сти. Положительность 2

0Aω  обеспечивается условиями 
устойчивости (23). Таким образом, при = 0k  имеем 

2 2
1 0=A Aω ω  и 2

2 = 0.Aω  Следовательно, в изучаемой 
фазе существуют две ветви возбуждений — одна с 
энергией активации (щелью) 0 ,Aω  а вторая — звуко-
вая. Заметим, что при равной нулю константе связи ,g  
которая ответственна за процессы слияния атомов в 
связанное состояние и его распад на два атома, энерге-
тическая щель отсутствует. 

В случае, когда взаимодействие между атомами и 
их связанными состояниями отсутствует, = = 0,abg g  
мы имеем несвязанные одночастичные возбуждения 
боголюбовского типа: 

 
2 2 2

2
1 = 2 ,

2 2A a a
k k g n
m m
 

ω + 
  



  

 
2 2 2

2
2 = 2 ,

4 4A b b
k k g n
m m
 

ω + 
  

  (52) 

причем 2
1Aω  соответствует спектру для атомов, а 2

2Aω  — 
для связанных состояний. 

Если равна нулю только константа связи ,g  то 
спектры (47), (48) совпадают со спектром одночастич-
ных возбуждений в конденсате из двух сортов атомов 
(см., например, [4]). 

При малых ,k  для звуковой ветви имеем  

 
2 2 2

2 = ,A Ac kω  (53) 
где  

 
2

2 = .
4 4

a
A

a

g unc
m g u

−
+ −
v

v
 (54) 

Отметим, что такое же выражение для скорости звука 
следует из найденной ранее формулы (26) для сжи-
маемости. 

Вторая ветвь в области малых волновых векторов 
описывается формулой  

 
2

2 2 2
1 0

( 8 )
= 2 | | 2 .

2 2
a b

A A a a b A
b

n nk g n n g mc
m n

 +
ω ω + + + − 

  
v   

  (55) 

При больших импульсах имеем 2
1 ~ /2A k mω   и 

2
2 ~ /4 ,A k mω   так что бесщелевая ветвь спектра ле-

жит всегда ниже ветви со щелью. 
Молекулярный конденсат. Для получения спектра эле-
ментарных возбуждений молекулярного конденсата 
необходимо провести линеаризацию уравнений (7), (8) 
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с учетом формул (9) вблизи состояния = 0,aϕ  0.bϕ ≠  
Линейные уравнения имеют вид  

2
2 *| | 2 = 0,

2a B ab b a b ai g g
m

 
δϕ + µ + ∆ − ϕ δϕ − ϕ δϕ  

 




  

  (56) 

2
2 2 *

02 2 | | = 0.
4b B b b b b b bi g g

m
 

δϕ + µ + ∆−ε − ϕ δϕ − ϕ δϕ  
 




  

  (57) 

Видно, что выписанные уравнения для малых отклоне-
ний aδϕ  и bδϕ  не перепутываются. Будем искать ре-
шение уравнения (56) в виде 

 *
1 1= exp[ ] exp[ ].a k B k Bu i i t i i tδϕ − ω − − + ωkr krv   

Тогда из условия совместности получаемых уравнений 
для функций ku  и kv  приходим к следующему спек-
тру возбуждений [23]: 

2 22 2
2 0

1 2 2
41= ,

2 2 2
b b

B ab b
g g nk g n

m
 ε  ω − + − −  

   



 

 (58) 

где учтено выражение для химического потенциала 
02 = ,B b bg nµ ε +  которое следует из уравнения (11) 

при = 0.an  Полученный спектр имеет энергетическую 
щель, величина которой дается выражением 

 
2 2

2 0
0 2 2

41= ,
2 2

b b
B ab b

g g n
g n

ε  ω − − −  
   

 (59) 

или 

 2 cr
0 0 0 0 02

1= ( )( ),
4

B
−ω ε − ε ε − ε



  

где cr
0ε  определяется формулой (38) и 

 0 = 2 2 | | ,
2
b

ab
g

g n g n−  ε − − 
 

  

причем cr
0 0< .−ε ε  Поскольку фаза с молекулярным 

конденсатом стабильна при cr
0< ,ε ε  то щелевой спектр 

(58) в этом случае всегда устойчив. При cr
0 0>ε ε  со-

стояние с молекулярным конденсатом неустойчиво и 
квадрат щели 2

0Bω  становится отрицательным. 
Проводя аналогичную процедуру линеаризации для 

уравнения (57), приходим к другой ветви спектра  

 
2 2 2

2
2 = 2 ,

4 4B b b
k k g n
m m
 

ω + 
  



 (60) 

которая является акустической и совпадает со спек-
тром Боголюбова для частиц с массой 2 .m  Квадрат 
частоты спектра положителен при > 0,bg  что нахо-

дится в соответствии с вышеупомянутым условием 
устойчивости рассматриваемого состояния. Для скоро-
сти звука имеем 

 2 = .
2
b b

B
g n

c
m

 (61) 

Таким образом, в случае молекулярного конденсата мы 
также имеем две ветви спектра — щелевую и акусти-
ческую, причем щелевая ветвь лежит всегда выше аку-
стической моды. Вид спектров схематически представ-
лен на рис. 5. 

Отметим, что такие же спектры возбуждений авто-
ры получили также, используя метод Боголюбова, ос-
нованный на замене операторов конденсатных частиц 
на c  — числа в гамильтониане с последующей диаго-
нализацией его квадратичной части. Когда настоящая 
работа была уже написана, авторам стало известно, что 
метод Боголюбова к данной проблеме применялся в 
[23]. Развитый в настоящей работе подход, основан-
ный на обобщении уравнения Гросса–Питаевского, 
позволяет существенно более просто получать многие 
результаты теории, в частности спектры элементарных 
возбуждений. Таким образом, как отмечено во Введе-
нии, данная работа демонстрирует эквивалентность 
двух различных подходов к исследуемой проблеме и 
содержит новые результаты, дополняющие [23]. 

5. Заключение 

В рамках подхода Гросса–Питаевского теоретиче-
ски изучено основное состояние, устойчивость и кол-
лективные возбуждения бозе-эйнштейновского кон-
денсата, состоящего из атомов и их двухатомных 
связанных состояний. Показано, что в зависимости от 

Рис. 5. Схематический вид спектра элементарных возбужде-
ний. В обоих фазах спектр имеет две ветви — щелевую 1ω  и 
акустическую 2.ω  В случае атомарно-молекулярного кон-
денсата указанные ветви и щель 0ω  определяются формула-
ми (47), (48), (51) соответственно. Для молекулярного кон-
денсата щелевая и акустическая ветви спектра даются 
выражениями (58)–(60). 
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величины энергии связи и параметров взаимодействия, 
основное состояние может формироваться как единым 
конденсатом атомов и молекул (атомарно-молекуляр-
ная фаза), так и конденсатом только молекул (молеку-
лярная фаза). Для обеих фаз вычислены основные тер-
модинамические характеристики: энергия, давление, 
сжимаемость, концентрация пар. Получены условия 
устойчивости атомарно-молекулярного и молекулярно-
го конденсатов. Для атомарно-молекулярного конденса-
та условия устойчивости накладывают ограничения не 
только на величины постоянных взаимодействия, но и 
на плотности числа атомов и молекул в конденсате. В 
случае атомарно-молекулярного конденсата проанали-
зирована зависимость концентрации молекул от энер-
гии связи и полной плотности, а также зависимость 
давления от концентрации молекул и полной плотно-
сти. Показано, что при фиксированной полной плотно-
сти атомов фаза с атомарно-молекулярным конденса-
том всегда имеет меньшую энергию в сравнении с 
молекулярным конденсатом. Молекулярная фаза су-
ществует в области тех параметров, при которых не 
может существовать атомарно-молекулярная фаза. 

Изучены коллективные возбуждения в обеих фазах 
и показано, что в каждой фазе имеется по две ветви 
возбуждений. Одна мода имеет звуковой характер, а во 
второй моде в пределе малых волновых чисел имеется 
энергетическая щель, определяющая частоту простран-
ственно-однородных колебаний. Продемонстрировано, 
что скорости звука, полученные из акустических мод 
спектра, совпадают с соответствующими скоростями, 
найденными из термодинамики. 

Развитый подход, основанный на обобщенном урав-
нении Гросса–Питаевского, позволяет достаточно про-
сто описать равновесное состояние и возбуждения 
конденсата атомов и их двухатомных связанных состоя-
ний. Однако для последовательного описания динамики 
такой системы с учетом релаксационных и диссипатив-
ных процессов данный подход должен быть модифици-
рован. В этом случае система должна описываться свя-
занными уравнениями эволюции, учитывающими как 
динамику конденсата, так и динамику функции распре-
деления квазичастичных возбуждений [28,29]. 

Авторы благодарны Ю.В. Слюсаренко за обсужде-
ние полученных результатов. 
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Ground state and excitations of a Bose–Einstein 
condensate of atoms and their diatomic bound states 

A.S. Peletminskii, S.V. Peletminskii, 
and Yu.M. Poluektov 

We study theoretically a many-body system of 
spinless atoms and their diatomic bound states (or 
molecules) which form a single Bose–Einstein con-
densate at zero temperature. The equilibrium states of 
such a system and its dynamics are analyzed within 
the Gross–Pitaevskii approach. It is shown that the 
system exhibits two phases depending on binding en-
ergy value: it can be in the states with atomic-
molecular condensate or molecular condensate. The 
basic thermodynamic characteristics of the two phases 

and their stability conditions are obtained. Both phases 
are characterized by two branches of collective excita-
tions. The first branch is acoustic mode and the second 
one is gapfull. 

PACS: 03.75.Kk Dynamic properties of conden-
sates; collective and hydrodynamic excita-
tions, superfluid flow; 
03.75.Mn Multicomponent condensates; 
spinor condensates; 
03.75.Hh Static properties of condensates; 
thermodynamical, statistical, and structural 
properties; 
05.30.Jp Boson systems. 
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