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Дан обзор современного состояния экспериментальных и теоретических исследований вигнеровской 
кристаллизации двумерного электронного газа. Вигнеровский кристалл (ВК) был впервые обнаружен 
экспериментально в двумерной электронной системе на поверхности жидкого гелия в 1979 году. Этому 
успеху способствовали исключительная чистота свободной поверхности сверхтекучей жидкости и воз-
можность достаточно точного описания деформационных явлений поляронной природы, сопутствующих 
кристаллизации электронов. Для наблюдения вигнеровской кристаллизации в полупроводниковых дву-
мерных электронных системах потребовались очень чистые образцы гетероструктур (GaAs/GaAlAs) и 
сильные магнитные поля, облегчающие локализацию электронов в проводящем слое. В обзоре обсужда-
ются основные свойства двумерного ВК, присущие обеим вышеупомянутым электронным системам, а 
также главные достижения в изучении транспортных свойств ВК, обусловленных реакцией окружающей 
среды на движение электронной решетки. 

Дано огляд сучасного стану експериментальних і теоретичних досліджень вігнерівської кристалізації 
двовимірного електронного газу. Вігнерівський кристал (ВК) було вперше виявлено експериментально у 
двовимірній електронній системі на поверхні рідкого гелію в 1979 році. Цьому успіху сприяли виняткова 
чистота вільної поверхні надплинної рідини і можливість досить точного опису деформаційних явищ по-
ляронної природи, супутніх кристалізації електронів. Для спостереження вігнерівської кристалізації у 
напівпровідникових двовимірних електронних системах потрібні дуже чисті зразки гетероструктур 
(GaAs/GaAlAs) та сильні магнітні поля, що полегшують локалізацію електронів у провідному шарі. В 
огляді обговорюються основні властивості двовимірного ВК, властиві обом вищезгаданим електронним 
системам, а також головні досягнення у вивченні транспортних властивостей ВК, які обумовлені реакці-
єю навколишнього середовища на рух електронної гратки. 

PACS: 73.20.Qt Электронные тела; 
73.40.–c Электронный транспорт в структурах с границами раздела; 
67.90.+z Другие вопросы в области квантовых жидкостей и твердых тел; 
71.45.Lr Системы с волнами зарядовой плотности. 

Ключевые слова: вигнеровский кристалл, двумерные электронные системы, поверхностные электроны, 
жидкий гелий, нелинейный транспорт. 
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1. Введение 

Теоретическое предсказание кристаллизации элек-
тронного газа низкой плотности было сделано Вигнером 
еще в 1934 году [1], когда простейшая теория, исполь-
зующая приближение невзаимодействующих электро-
нов, хорошо описывала основные свойства металлов. 
Вывод о возможности нового состояния для ферми-
газа частиц, взаимодействующих по закону Кулона, 
следовал из того, что средняя потенциальная энергия 
взаимодействия 1/CU a∝ , приходящаяся на одну час-
тицу, убывает с увеличением среднего расстояния меж-
ду частицами ( a ) медленнее, чем кинетическая энер-
гия 2 2/ .eK ma∼  Поэтому в пределе низкой плотно-
сти, когда C eU K� , частицам энергетически выгодно 
локализоваться в узлах решетки, уменьшив тем самым 
энергию взаимодействия. 

Существенная особенность модели Вигнера — пред-
положение о наличии бесструктурного, не поляризую-
щегося положительного фона, на котором должна про-
исходить локализация электронов. Поэтому появление 
реальной физической системы с подобными свойства-
ми долгое время считалось маловероятным. Следует 
отметить гипотезу о том, что положительные ионы 
звезд, принадлежащих к классу белых карликов, могут 
образовывать вигнеровскую решетку на фоне делока-
лизованных электронов [2]. Значительный интерес к 
вигнеровского кристаллу (ВК) как реальному физиче-
скому объекту появился с прогрессом в исследовании 
двумерных электронных систем низкой плотности в 
полупроводниковых системах и на поверхности жид-
кого гелия. В 1971 г. Крендл и Вильямс [3] предполо-
жили, что невырожденный двумерный газ электронов, 
образующийся над свободной поверхностью жидкого 
гелия, при низких температурах должен переходить в 
кристаллическое состояние. При этом роль положитель-
ного фона играет плоский металлический электрод, 
расположенный в жидкой фазе параллельно поверхно-
сти на расстояниях много больших a и обеспечиваю-
щий однородность плотности электронов вдоль грани-

цы жидкость–пар. Чуть позже Чаплик [4] исследовал 
возможность вигнеровской кристаллизации электронов 
в инверсионных слоях полупроводников. 

Рассматриваемые двумерные электронные систе-
мы удобны еще и тем, что позволяют легко менять 
концентрацию электронов, изменяя потенциал, прило-
женный к одному из электродов. Например, для по-
верхностных электронов (ПЭ) в жидком гелии при 
включенном источнике электронов равновесная поверх-
ностная концентрация en  пропорциональна напряжен-
ности внешнего прижимающего электрического поля 
E⊥  и определяется из условия обращения в нуль сум-
марного электрического поля над заряженной поверх-
ностью: 2 = 0.eE en⊥ − π  Предельная концентрация ПЭ 
ограничена сверху условием устойчивости заряженной 
поверхности жидкого диэлектрика. Так, например, для 
массивного жидкого гелия предельная концентрация 
составляет примерно 92 10⋅  см 2−  [5]. 

Поскольку эффективная масса ПЭ практически сов-
падает с массой свободного электрона em , их кванто-
во-механическая кинетическая энергия оказывается 
существенно меньше не только CU , но и температуры 
( eK T� ), а двумерный электронный газ на поверхно-
сти жидкого гелия является невырожденным. В таких 
условиях фазовая диаграмма электронной системы оп-
ределяется классическим плазменным параметром 

 
2

= = ,eC

e

e nU
K T

π
Γ   

который в обычных экспериментальных условиях много 
больше единицы. Экспериментально установлено [6,7], 
что дальний порядок в системе ПЭ на свободной по-
верхности жидкого гелия появляется при = 131 7.Γ ±  
Интересно отметить, что примерно при тех же услови-
ях, с учетом экранирования взаимодействия, наблюда-
ются явления, связанные с пиннингом двумерной элек-
тронной решетки на поверхности тонкой гелиевой 
пленки ( 200–400d ∼  Å), покрывающей шероховатую 
подложку твердого диэлектрика [8]. 
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Несмотря на то, что ПЭ в гелии подчиняются клас-
сической статистике, их кристаллизация не сводится 
исключительно к пространственному упорядочению 
чисто классических объектов. При кристаллизации 
двумерного электронного газа происходит локализация 
электронов. В случае ПЭ в жидком гелии локализация 
существенно изменяет характер взаимодействия элек-
тронов с жидкой подложкой и даже приводит к значи-
тельному увеличению их эффективной массы при от-
клике системы на низкочастотные поля. 

Электроны в двумерных полупроводниковых сис-
темах при движении вдоль слоя имеют значительно 
меньшую эффективную массу, чем масса свободного 
электрона. Например, для кремниевых инверсионных 
слоев = 0,19 ,em m  а для арсенид-галлиевых систем 

= 0,07 .em m  Это обстоятельство примерно на порядок 
увеличивает квантово-механическую кинетическую энер-
гию электронов. С другой стороны, диэлектрические 
проницаемости полупроводниковых систем примерно 
на порядок больше, чем диэлектрическая проницае-
мость жидкого гелия, что значительно уменьшает энер-
гию кулоновского взаимодействия электронов .CU  
Таким образом, в отсутствие магнитного поля, даже 
при одинаковых концентрациях, кулоновские корреля-
ции для поверхностных электронов в гелии на два по-
рядка более эффективны, чем в полупроводниковых 
двумерных электронных системах. Отметим, что ти-
пичные концентрации электронов в полупроводнико-
вых системах значительно выше, чем для ПЭ в гелии. 

Сказанное выше свидетельствует о том, что в по-
лупроводниковых двумерных электронных системах 
квантовые корреляции должны доминировать над ку-
лоновскими. Это подтверждается открытием такого 
замечательного явления, как квантовый эффект Хол-
ла [9]. В достаточно чистых образцах кулоновское 
взаимодействие приводит к дробному квантовому эф-
фекту Холла [10,11]. Исключение составляет предел 
очень сильного магнитного поля, приложенного пер-
пендикулярно электронному слою [12]. В этом случае 
локализация электрона с характерным радиусом, рав-
ным магнитной длине = / < ,Bl c eB a  не сопровож-
дается увеличением его квантово-механической кине-
тической энергии, а вырождение по собственным 
значениям z-проекции момента импульса снимается 
межэлектронным взаимодействием. Первые свидетель-
ства вигнеровского перехода, индуцированного силь-
ным магнитным полем, в структуре GaAs/GaAlAs были 
получены при обнаружении бесщелевой магнитоплаз-
монной моды [13]. Затем вигнеровская кристаллизация 
регистрировалась по появлению порога для зависимо-
сти сопротивления xxR  от напряженности ведущего 
электрического поля [14–16]. Наблюдаемые при этом 
эффекты оказались подобными тем, что имели место 
при пиннинге ВК над гелиевой пленкой [8]. Непрово-
дящая фаза в структуре GaAs/GaAlAs оказалась воз-

вратной: пороговые явления пропадали, когда степень 
заполнения уровня Ландау 1 / 5ν →  из-за дробного 
квантового эффекта Холла. 

Очень интересными представляются исследования 
так называемых «пиннинговых мод» областей элек-
тронного кристалла, осциллирующих согласованно в 
поле неупорядоченного потенциала. Они проявляются 
в виде максимумов Re ( )xxσ ω  как функции частоты 
[17]. Исчезновение этих максимумов, вызванное на-
гревом системы, интерпретируется как плавление ВК. 
Формально, в пределе / 0Bl a → , такой электронный 
кристалл должен быть подобен классическому ВК, 
реализующемуся на поверхности жидкого гелия. Од-
нако исследования показывают [18], что температура 

mT , при которой исчезают максимумы, в основном 
зависит от отношения /Bl a , или, эквивалентно, от 
степени заполнения уровня Ландау ν , что находится в 
противоречии с теорией плавления классического ВК. 
С другой стороны, оказывается, что mT  возрастает с 
увеличением потенциала беспорядка, что также явля-
ется необычным даже для квантовых систем. Поэтому 

mT , полученная при исследовании пиннингового резо-
нанса, может отличаться от температуры плавления 
идеального вигнеровского кристалла. 

Электронная система на поверхности жидкого гелия 
отличается исключительной чистотой и большой под-
вижностью носителей заряда. Естественными «дефек-
тами» такой системы являются атомы гелиевого газа 
над свободной поверхностью, плотность которого экс-
поненциально убывает при понижении температуры, и 
квантованные капиллярные волны (риплоны), пред-
ставляющие собой своеобразные двумерные фононы. 
В области существования вигнеровского кристалла 
(обычно < 0,8 К)T  плотностью газообразного гелия 
можно пренебречь, рассматривая взаимодействие 
электронов только с возбуждениями свободной по-
верхности жидкого гелия. Поэтому над поверхностью 
жидкого гелия (не пленки) нет пиннинга ВК на дефек-
тах и «пиннинговых мод», наблюдаемых в полупро-
водниковых системах. Вместе с тем локализация элек-
тронов приводит к необычному поляронному эффекту, 
проявляющемуся в появлении лунки на поверхности 
гелия под каждым узлом электронного кристалла [19]. 
Ее размер определяется среднеквадратичным смеще-
нием электронов в узлах кристаллической решетки, а 
глубина обычно не превышает 1 Å. Несмотря на мик-
роскопическую глубину одноэлектронной лунки, ее 
эффективная (присоединенная) масса обычно на два 
порядка превосходит массу свободного электрона. 

Таким образом, в двумерной электронной системе 
над жидким гелием появляется своеобразное полярон-
ное зацепление ВК с поверхностью жидкости, или, 
иными словами, связывание электронной и луночной 
подрешеток. Это зацепление наиболее ярко проявляет-
ся при движении ВК на подложке ферми-жидкости 
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3He , вязкость которой быстро увеличивается с пони-
жением температуры: 21/ Tη ∝ . В этом случае зацеп-
ление электронной и луночной подрешеток приводит к 
резкому падению низкочастотной проводимости кри-
сталла. В быстропеременных ведущих полях луночная 
решетка практически неподвижна, а потенциал взаи-
модействия электронов с этой решеткой приводит к 
существованию оптических мод колебаний ВК с поро-
говой частотой fω , которые в некотором смысле яв-
ляются заменой пиннинговым модам полупроводнико-
вых систем. 

Наличие «мягкой» подложки сверхтекучего гелия с 
хорошо определенными поверхностными возбужде-
ниями, характеризующимися капиллярным законом 
дисперсии 3/2

,r q qω ∝ , сыграло определяющую роль в 
обнаружении вигнеровской кристаллизации ПЭ и до-
казательстве упорядочения электронов в двумерную 
треугольную решетку [6]. При медленном движении 
ВК вдоль поверхности гелия с некоторой частотой ω  
линейный отклик жидкой среды имеет резонансно 
большие слагаемые при ,r gω → ω , где g  — векторы 
обратной решетки электронного кристалла. Для низ-
кочастотных фононов ВК с волновым числом k g�  
резонансный отклик среды приводит к появлению свя-
занных фонон-риплонных мод [20], которые проявля-
ются в виде резонансов проводимости ВК. Очень важ-
но, что большая часть наблюдаемых резонансных 
частот близка к последовательности частот ,r gω , зада-
ваемых набором значений g  для двумерной треуголь-
ной решетки. 

На поверхности сверхтекучего гелия одноэлектрон-
ные лунки имеют высокую подвижность из-за ано-
мально малого затухания капиллярных волн. Поэтому 
в переменных ведущих полях двумерный ВК поверх-
ностных электронов в жидком 4 He  довольно подвиж-
ный объект. При увеличении скорости движения про-
водимость электронного кристалла легко переходит в 
нелинейный режим, обычно при наличии небольшого 
магнитного поля, ориентированного перпендикулярно 
поверхности [21,22]. При этом электронный транспорт 
может сопровождаться такими интересными явления-
ми, как когерентное брэгг-черенковское рассеяние ка-
пиллярных волн [23], развязывание электронной и 
луночной подрешеток [24] или осциллирующая зави-
симость электронной проводимости от амплитуды то-
ка [25]. 

На свободной поверхности ферми-жидкости 3He  
при сверхнизких температурах основной вклад в тор-
можение луночного кристалла возникает из-за рассея-
ния объемных квазичастиц на движущемся рельефе 
поверхности. Поэтому связка электронного и луночно-
го кристаллов оказалась удобным инструментом иссле-
дования объемных возбуждений сверхтекучего гелия 
[26,27]. Сопротивление электронного кристалла резко 
меняет температурную зависимость при переходе из 

гидродинамического режима в баллистический, а так-
же при сверхтекучем переходе ( 0,93 cT � мК). Вариа-
ции сопротивления в коротком интервале температур 
могут составлять несколько порядков. Исследуя под-
вижность ВК, оказалось возможным определить тек-
стуру сверхтекучего 3 He–A  у свободной поверхности 
при наличии магнитного поля [27]. 

Свойства двумерного вигнеровского кристалла уже 
освещались в ряде обзорных статей и монографий 
(см., например, [28,29]). Вместе с тем эксперименталь-
ные и теоретические исследования ВК на поверхности 
жидкого гелия, так же как и исследования кристал-
лизации электронов в полупроводниковых системах, 
индуцированной сильным магнитным полем, быстро 
развиваются. Например, к настоящему времени сложи-
лось понимание нелинейного транспорта вигнеровско-
го кристалла на поверхности жидкого гелия, который 
долгое время оставался интригующей загадкой. Поя-
вились и новые интересные экспериментальные рабо-
ты, в частности исследования реакции кристалла на 
одновременное воздействие ведущих полей разной 
интенсивности и частоты, а также в ячейках различной 
геометрии. Данные исследования позволили по-новому 
взглянуть на динамическое развязывание электронной 
и луночной решеток. Эти новые вопросы, так же как и 
основные достижения в изучении вигнеровского кри-
сталла, полученные в ушедшем веке, отражены в дан-
ном обзоре. Ввиду ограниченности объема, обзор не 
является исчерпывающим. Обсуждаемые здесь явле-
ния отчасти ограничены и личными наклонностями 
авторов. 

2. Основные свойства двумерного вигнеровского 
кристалла 

2.1. Параметры 

Характерные энергии электронной системы часто 
записывают с помощью безразмерного параметра 

1= ( )s B er a n −π , где 2 2= /B ea m e  — боровский ра-
диус. Так, например, для двумерной электронной систе-
мы средняя энергия межэлектронного взаимодействия 

 2 2= / = [Ридб],C e
s

U e n є
єr

π  (1) 

где 4 21 Ридб /2 13,6em e= �  эВ, є  — диэлектриче-
ская постоянная среды. Средняя квантово-механиче-
ская кинетическая энергия электронов с законом дис-
персии 2 2= / 2k k mε  может быть записана в виде 

 
2

2
1= = [Ридб].

2
e e

e
s

n m
K

m m r
π

 (2) 

Для заряженных частиц с эффективной массой em m�  
в средах с диэлектрической проницаемостью 1є ∼  
потенциальная энергия существенно превосходит их 
кинетическую энергию при 1sr � . При этом харак-
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терный плазменный параметр = / = 2 ,C e sU K rΓ  что 
означает физическую эквивалентность параметров Γ  и 

.sr  Очевидно, что в полупроводниковых структурах 
( 10є ∼  и / 10em m∼ ) параметр sr  должен быть еще 
больше, чтобы выполнялось основное условие крис-
таллизации электронов. 

При конечной температуре в пределе низкой плот-
ности энергия Ферми Fε  становится много меньше T 
и двумерная электронная система становится невырож-
денной. В этом случае средняя кинетическая энергия 
электрона равна T, а плазменный параметр 

 
2 4

2
2= =

2
e e

s

e n m e
єT єr T

π
Γ  (3) 

имеет зависимость от sr , противоположную той, что 
получена для вырожденной системы. Отсюда следует, 
что в общем случае параметры sr  и Γ  не являются 
физически эквивалентными. Данный предельный слу-
чай соответствует двумерной электронной системе, 
реализуемой на поверхности жидкого гелия, где 

em m� , а диэлектрические постоянные среды и жид-
кой подложки близки к единице ( 1,056є �  для жидко-
го 4 He  и 1,042є �  для жидкого 3He ). 

Что касается структуры электронной решетки, рас-
четы показывают, что энергетически более выгодна 
двумерная гексагональная решетка [30]. Квадратная 
решетка, имеющая близкую энергию взаимодействия, 
оказывается неустойчивой по отношению к попереч-
ным смещениям для некоторых направлений волново-
го вектора k  [31]. 

2.2. Закон дисперсии коллективных возбуждений 

Закон дисперсии фононных мод двумерного ВК 
( )pΩ k  определяется фурье-образом матрицы силовых 

постоянных Dαβ
k : 

 2 2 22 ( ) = ( ) 4( ) ,yy yy xyxx xx
p D D D D DΩ + ± − +k kk k kk  (4) 

где знак плюс перед корнем соответствует продольным 
фононам ( = )p l , а знак минус — поперечным ( = ).p t  
Для системы частиц, взаимодействующих по закону 
Кулона, матрица силовых постоянных медленно убы-
вает с ростом расстояния, поэтому закон дисперсии 
фононов ВК для произвольных ka  вычислялся с ис-
пользованием метода Эвальда [30] (здесь a  — посто-
янная решетки; для треугольной решетки она связана с 
концентрацией электронов соотношением 2= 2/ 3 ).en a  
Результаты этих расчетов представлены на рис. 1, где 
введена характерная частота 2 3 1/2

0 = (8 / )ee m aω . 
В длинноволновом пределе ( 1ka� ) динамическая 

матрица ВК может быть представлена в виде, содер-
жащем законы дисперсии продольных и поперечных 
фононов: 

 2 2 2
2= ( ) .t l t

k k
D

k
α βαβ

αβΩ δ + Ω − Ωk  (5) 

Такое представление оказывается удобным при описа-
нии динамики кристалла. В этом пределе, с учетом 
экранирования межэлектронного взаимодействия ме-
таллическими электродами, закон дисперсии продоль-
ных фононов lΩ  определяется как [28] 

 
( )

2
2 2 2( ) = ,

cth cth
e

l
n e k

k
m kh kd

π
Ω

+
 (6) 

где h d+  — расстояние между электродами плоского 
конденсатора, внутри которого помещается свободная 
поверхность жидкого гелия. 

Формула (6) совпадает со спектром двумерных 
плазмонов. Зависимость ( ) ,l k kΩ ∝  следующая из 
этой формулы при 1kh�  и 1,kd �  не может быть 
получена в рамках обычной теории упругости, по-
скольку она является следствием дальнодействующего 
характера сил взаимодействия. Здесь и ниже полагаем, 
что диэлектрическая постоянная равна единице или 
включена в определение заряда / .e e є→  В тех же 
условиях поперечные фононы имеют обычный для 
теории упругости линейный закон дисперсии [30] 

 
1/22

( ) = , = 0,138 ,e
t t t

e n
k c k c

m

⎛ ⎞π
⎜ ⎟Ω
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (7) 

поскольку поперечные смещения электронов обычно 
не приводят к макроскопическим вариациям плотности 
заряда. Для скорости поперечного звука экранирование 
кулоновского взаимодействия металлическим электро-
дом существенно сказывается лишь при / 2d a  
(здесь d  — расстояние до электрода) [32]. Такая си-
туация реализуется для ПЭ на гелиевой пленке, по-
крывающей металлическую подложку [33]. При этом 
смягчение фононных мод, вызванное экранированием 
взаимодействия, приводит к возрастанию амплитуды 

Рис. 1. Первая зона Бриллюэна двумерной гексагональной 
решетки (а) с неприводимым элементом, отмеченным жир-
ной линией, и закон дисперсии фононов для волновых векто-
ров вдоль неприводимого элемента (б) [30]. 
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нулевых колебаний и создает принципиальную возмож-
ность реализации квантового режима плавления ВК. 

При наличии постоянного магнитного поля, направ-
ленного перпендикулярно электронному слою, спектр 
фононов двумерного ВК [ ( )k±Ω ] легко находится из 
уравнений движения для заряженных частиц с дина-
мической матрицей Dαβ

k  [4]: 

 2 2 2 2( ) = ( ) / 2l t ck±Ω Ω + Ω + ω ±   

 
22 2 2 2 2( ) / 2 .l t c l t⎡ ⎤± Ω + Ω + ω − Ω Ω⎣ ⎦  (8) 

Здесь = /c eB mcω  — циклотронная частота. Частота 
моды +Ω , соответствующей знаку плюс перед корнем, 
растет с увеличением напряженности магнитного поля. 
Частота второй гибридной моды −Ω , наоборот, умень-
шается. В пределе c lω Ω�  формула (8) описывает 
сильно разнесенные по частоте моды: c+Ω ω� �

/ .l t c−Ω Ω Ω ω� �  Отметим, что обнаружение бесще-
левой гибридной магнитофононной моды ( )k−Ω  в дву-
мерном электронном газе структуры GaAs/GaAlAs 
служило весомым аргументом в пользу регистрации 
вигнеровской кристаллизации, индуцированной магнит-
ным полем [13]. 

Следует отметить, что нахождение фононного спек-
тра ВК в магнитном поле оказалось значительно более 
легким делом, чем определение зависимости средне-
квадратичных смещений 2u〈 〉  от B, даже качествен-
ной. Например, в ряде исследований полагалось, что 
наличие моды 1 / B−Ω ∝  должно приводить к разру-
шению ВК магнитным полем. В действительности си-
туация оказалась скорее противоположной. Поведение 
ВК в магнитном поле представляет особый интерес в 
связи с исследованиями непроводящих фаз двумерной 
электронной системы в полупроводниковых гетеро-
структурах при малой степени заполнения уровня Лан-
дау 2= 2 eBl nν π  [14–16,34]. 

2.3. Среднеквадратичные смещения 

При наличии магнитного поля квантование коле-
баний ВК несколько усложняется по сравнению со 
стандартной процедурой, установленной для обычных 
кристаллов. Дело в том, что гамильтониан электрон-
ной решетки содержит недиагональные слагаемые 

, ,c l tQ −ω k kP  (здесь ,pQ k  и ,p −kP  — нормальные коор-
динаты и импульсы продольных и поперечных мод), 
которые, даже в длинноволновом пределе, приводят к 
связыванию продольных и поперечных колебаний. 
Очевидно, что такой гамильтониан не может быть 
приведен к нормальному виду с помощью обычного 
канонического преобразования, затрагивающего толь-
ко координаты ,pQ k . Обобщение процедуры диагона-
лизации гамильтониана ВК в магнитном поле найдено 
в работе [35]. Элегантный метод, позволяющий обойти 
указанную выше трудность [36], основывается на ка-

ноническом преобразовании, которое сводится к вза-
имному переименованию координат и импульсов по-
перечных мод. Этот класс преобразований обычно 
приводят в качестве примера эквивалентности коорди-
нат и импульсов в гамильтоновом формализме. После 
применения этого преобразования гамильтониан диа-
гонализуется стандартным образом. 

Окончательное выражение для оператора смещений 
электрона из узла lR  может быть представлено в сле-
дующем виде [36]: 

 ( ), ,
= ,

= e h.c. ,
2

i
p p

e pp
a

N m+ −
+

Ω∑ ∑ kRll k k
k

u E  (9) 

где †
,pa k  и ,pa k  — операторы рождения и уничтоже-

ния для мод с = ,p + − , а ,p kE  — новые векторы по-
ляризации, которые при наличии магнитного поля уже 
не являются ортонормированными: 

 
2 2 2

2
, 2 2

2
= 1,

p l t
p

+ −

Ω − Ω − Ω
≠

Ω − Ω
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 , , 2 2= 0.l t
c

∗
+ −
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Ω − Ω
ω ≠

Ω − Ω
k kE E  (11) 

Новое условие нормировки сводится к сумме 
2 2

, ,| | | | = 2+ −+k kE E . 
Используя (9), легко найти выражение для средне-

квадратичных смещений электронов [36]: 

 
2

,2

= ,
= cth .

2 2
p p

e pp
u

mN T+ −

Ω⎛ ⎞
〈 〉 ⎜ ⎟⎜ ⎟Ω ⎝ ⎠

∑ ∑ k

k

E
 (12) 

В пределе 0B →  это выражение становится эквива-
лентным общепринятой формуле, так как 2

,| | 1p →kE . 
В противоположном пределе сильных магнитных по-
лей имеем 2 2 2 2

,| | ( ) / 1l t c− Ω + Ω ωkE � �  и 2
,| | 2.+ kE �  

Поэтому фактор 2
,| |− kE  полностью компенсирует 

эффект смягчения частоты −Ω , вызванный магнитным 
полем. В общем случае, с использованием (10), выра-
жение (12) может быть приведено к виду 

 
2 2 2

2
4 2 2
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2
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p l t p

p
e p p l t

u
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  (13) 
доказывающему эквивалентность (12) и полученной 
ранее формулы [35,37]. 

Рассмотрим сначала ситуацию без магнитного поля. 
В этом случае, полагая (6) и (7) справедливыми вплоть 
до = 4m ek nπ  (дебаевское приближение) и считая 
систему ограниченной ( 0 = 2 /k k L≥ π , где L  — харак-
терный размер системы в плоскости), можно получить 
следующее выражение: 

 2 2
0 2

0

1 exp ( / )
= ln .

1 exp ( / )2
t m

te t

c k TTu u
c k Tmn c

⎡ ⎤− −
〈 〉 〈 〉 + ⎢ ⎥− −π ⎣ ⎦

 (14) 
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Здесь 2
0u〈 〉  представляет собой вклад нулевых колеба-

ний продольных и поперечных мод 

 
2
0
2 2= 1 2 0,138 / 3 = ,

st m

u A
ra mc k a

〈 〉 ⎡ ⎤+⎣ ⎦  (15) 

а фактор 0,463.A�  Ввиду ( ) ( )l tk kΩ Ω�  при 1ka�  
во втором слагаемом формулы (14), характеризующем 
тепловые колебания, оставлен только вклад попереч-
ной моды. 

Из-за логарифмической расходимости 2 2
0u u〈 〉 − 〈 〉 ∝

0ln ( / )tT T c k∝  в пределе L → ∞  представляется весь-
ма сомнительным использование критерия плавления 
Линдемана в его обычной форме, 2 2 2

0/ =u a〈 〉 δ  (здесь 
0δ  — численный параметр, примерно равный 0,131). 

Считается хорошо установленным, что в классическом 
пределе вигнеровский переход в двумерной электрон-
ной системе описывается теорией Костерлица–Таулес-
са [38]. В этой теории температура плавления не зави-
сит от размера системы и определяется из условия 
обращения в нуль свободной энергии отдельной дис-
локации двумерного кристалла. Вместе с тем и анализ, 
основанный на среднеквадратичных смещениях, тоже 
оказывается интересным, особенно для квантового 
предела. Прежде всего отметим, что при характерных 
размерах экспериментальной ячейки 1L ∼ см и обыч-
ных гелиевых температурах легко реализуется предел 

2 2.u a〈 〉�  
Чтобы правильно включить тепловые колебания в 

критерий плавления Линдемана для двумерной решет-
ки, вместо 2u〈 〉  можно использовать выражение [39] 

 2( ) ( ) ,+ −u R a u R  (16) 

описывающее корреляцию смещений для ближайших 
соседей. В таком определении обрезается вклад длин-
новолновых фононов, для которых ( ) ( ).+u R a u R�  В 
то же время для нескоррелированного движения бли-
жайших соседей из-за коротковолновых фононов вы-
ражение (16) сводится к 22 .u〈 〉  Поэтому параметр 
Линдемана 0′δ  для модифицированного критерия плав-
ления, использующего (16), отличается от классичес-
кого параметра 0.δ  Численные расчеты методом Мон-
те-Карло дают значение 0 0,3′δ �  [40]. Если интересо-
ваться только вкладом коротковолновых фононов, то 
приведенная оценка для параметра 0′δ  приводит к зна-
чению 0 0= / 2 0,212′δ δ �  для обычного параметра 
Линдемана. Этим можно воспользоваться при опреде-
лении критических значений параметров sr  и Γ  в 
квантовом режиме плавления. 

Рассмотрим случай = 0.T  Прежде всего отметим, 
что, согласно (15), критическое значение параметра sr  
сильно зависит от параметра Линдемана: 4

0 .sr
−∝ δ  

При этом для классического эмпирического значения 
0 = 0,131δ  находим 728.sr �  Такую явно завышенную 

оценку можно было бы списать на неточность дебаев-

ского приближения. Однако для электронов на поверх-
ности жидкого 3He  при сверхнизких температурах 
( 1T ∼ мК) дебаевское приближение для 2

0u〈 〉  пре-
красно описывает динамические свойства ВК, обу-
словленные движением луночной решетки [26,41]. По-
этому в двумерном случае параметр 0δ  должен быть 
существенно больше классического эмпирического 
значения. Это подтверждает приведенный выше анализ 
модифицированного критерия Линдемана. Если пред-
положить, что для квантового режима плавления мож-
но использовать значение параметра 0 ,′δ  найденное 
для тепловых колебаний, то 0δ  следует положить рав-
ным 0,212, что приводит к совершенно другим оцен-
кам для критических значений параметров: 106sr �  и 

212.Γ �  Новые критические значения для sr  и Γ  уже 
значительно ближе к экспериментальной оценке 

= 131,Γ  найденной для классического ВК, и к теоре-
тической оценке, полученной с использованием дисло-
кационного критерия плавления. 

Для системы ПЭ на поверхности гелиевой пленки, 
покрывающей металлическую подложку толщиной 

300d ∼  Å, экранирование кулоновского взаимодейст-
вия приводит к тому, что величина 2 2

0 /u a〈 〉  как функция 
параметра = 2 /y d a  достигает минимума 2(0,128 )  
при 0,6y �  и возрастает при дальнейшем уменьшении 
этого параметра [32]. Если принять параметр Линде-
мана равным 0,212, то, согласно приведенной оценке, 
имеется достаточно большая область значений < 0,6,y  
где возможно существование электронного кристалла с 
дипольным взаимодействием. При малых концентра-
циях такой кристалл плавится вследствие возрастания 
амплитуды нулевых колебаний [33]. 

Ранние утверждения о плавлении ВК магнитным 
полем связывались со смягчением моды .−Ω  В преде-
ле сильных полей, когда c lω Ω�  и 2 ,T−Ω �  точ-
ное выражение (13) дает 

 2
2 2
, ,

1 1 ,
e t l

Tu
mN−

⎛ ⎞
⎜ ⎟〈 〉 +
⎜ ⎟Ω Ω⎝ ⎠

∑
k k k

�  (17) 

что совпадает с вкладом тепловых продольных и попе-
речных колебаний при = 0B  и 2 ( )l mT kΩ� . В то 
же время вклад нулевых колебаний пропорционален 

 
2

, ,

, ,

1l k

k t k c B
−

−

Ω
→ ∝

Ω Ω ω
kE

 (18) 

и исчезает в пределе B → ∞ . 
В дебаевском приближении асимптотики для вклада 

нулевых колебаний обеих мод выглядят следующим 
образом: 

 2 2 2 2= , 1,94 ,B Bu l u l+ −〈 〉 〈 〉 �  (19) 

где = /Bl c eB . Из (19) следует, что амплитуда ну-
левых колебаний электронов в сильном магнитном по-
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ле не зависит от их массы. Этот вывод очень важен для 
полупроводниковых систем, где эффективная масса но-
сителей много меньше массы свободного электрона. В 
то же время смягчения фононных мод lΩ  и tΩ , вы-
званные большим значением ,є  взаимокомпенсируют-
ся, как это видно, например, из соотношения (18). 

Оба вклада, 2u+〈 〉  и 2 ,u−〈 〉  одинаковым образом убы-
вают с ростом магнитного поля. Если их использовать 
в критерии Линдемана, то для критического значения 
параметра sr  и критической концентрации можно по-
лучить следующие соотношения: 

 
2

( ) ( ) 0
2

0
0,9 , 0,393 .c cB

s e
B B

l
r n B

a l
δ

∝
δ

� �  (20) 

Таким образом, сильное магнитное поле сдвигает кри-
вую плавления в область больших концентраций элек-
тронов. Например, для 0 = 0,212δ  и = 15 TлB  имеем 
оценку ( ) 10 –24 10 см ,c

en ⋅�  что неплохо согласуется 
с экспериментальными данными, полученными для 
двумерной электронной системы в гетероструктуре 
GaAs/AlGaAs [34] и приведенными на рис. 2. В облас-
ти сильных магнитных полей ( > 10 TлB ) наблюдается 
непроводящая фаза HFIP ( < 1/ 5ν ), которую связыва-
ют с образованием ВК. При > 1 / 5ν  имеется также не-
большая область возвратной непроводящей фазы RIP. 

2.4. Фазовая диаграмма 

Как отмечалось выше, в классическом пределе плав-
ление двумерного вигнеровского кристалла хорошо 
описывается теорией Костерлица–Таулесса [38,42]. В 
этой теории существенную роль играет понятие топо-
логического дальнего порядка (напомним, что для дву-
мерных систем нет обычного трансляционного дальнего 
порядка), а фазовый переход связан со спонтанным 
появлением дефектов, разрушающих этот дальний по-

рядок. Для вигнеровского кристалла таким дефектом 
является дислокация. 

Очень важно, что в двумерном случае дислокация 
не имеет дислокационной линии и поэтому ее упругая 
энергия dU  не пропорциональна размеру системы L. 
В выражении для свободной энергии дислокации 

= d dF U TS−  упругая энергия и энтропийное слагае-
мое dTS  имеют одинаковую зависимость от размера 
системы: они пропорциональны ln ( / ).L a  Условие = 0F  
определяет температуру плавления mT , выше которой 
в системе спонтанно появляются дислокации, разру-
шающие топологический дальний порядок. Ниже тем-
пературы плавления из-за наличия логарифмически 
большого параметра ln ( / )L a  одиночные дислокации 
маловероятны, а фононы сосуществуют с разряжен-
ным газом пар дислокаций, имеющих противополож-
ные векторы Бюргерса. Можно также говорить, что 
плавление кристалла обусловлено распадом (диссо-
циацией) дислокационных пар. 

Используя формулы теории упругости для dU , ко-
эффициент Пуассона ВК можно положить равным 
единице ввиду l tc c� . В этом случае критическая 
температура mT  связана с поперечной скоростью звука 
соотношением [42] 

 
2 2

= .
4

e t
m

n a mc
T

π
 (21) 

Для tc  из (7) формула (21) приводит к критическо-
му значению параметра 78,7,Γ �  что несколько мень-
ше экспериментальной оценки = 131 7,Γ ±  полученной 
для электронов на свободной поверхности жидкого ге-
лия [6,7]. 

Дальнейшее уточнение теоретической оценки для 
параметра Γ  связано с учетом ангармонизмов, приво-
дящих к температурным поправкам к упругому моду-
лю [43] 

 ( )2 2( ) (0) 1 30,8 / ,t tc T c − Γ�  (22) 

а также с учетом конечной плотности дислокационных 
пар. Этот подход позволяет значительно приблизить 
теоретическую оценку ( 128Γ � ) к эксперименталь-
ным данным. 

Следует отметить, что тепловое смягчение попе-
речной моды, даваемое формулой (22), подтверждается 
прямыми измерениями для электронов на поверхности 
жидкого гелия [44,45]. На рис. 3 показаны эксперимен-
тальные данные для поперечного упругого модуля 

2=t e tmn cμ  как функции температуры. При подходе к 
критической температуре mT T→  линейное убывание 

( )t Tμ  сменяется резким падением. 
Близость оценок для критического значения пара-

метра ,Γ  полученных в классическом ( 131Γ ≈ ) и кван-
товом ( 200Γ ≈  для 0 = 0,212)δ  пределах, позволяет 
построить универсальную фазовую диаграмму ВК, 
предположив, следуя [46], что плазменный параметр 

Рис. 2. Сопротивление двумерного электронного газа в
структуре GaAs/AlGaAs как функция магнитного поля при

= 38T  мК и 10= 4,8 10en ⋅  см 2−  [34]. 
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постоянен вдоль кривой плавления [ ( , ) = const]en TΓ  
во всей области параметров. В этом случае можно по-
лучить параметрическое уравнение для кривой плавле-
ния, используя выражение для кинетической энергии 
невзаимодействующих электронов. Результаты этих 
расчетов представлены на рис. 4. 

Здесь максимально возможные значения электрон-
ной концентрации и температуры электронного кри-
сталла обозначены как 

 
4

2
2 2

4 2= ( ) , 0,39
( )

c B c c
c

men a T−Γ
π Γ

�  (23) 

соответственно. Примечательно, что зависимость ( ),en T  
описывающая кривую плавления, достигает обеих низ-
котемпературных границ с нулевой производной. 

Несмотря на некоторую искусственность предпо-
ложения о постоянстве критического значения пара-
метра Γ  вдоль кривой плавления, фазовая диаграмма 
Платцмана и Фукуямы является хорошей иллюстраци-

ей общей ситуации с вигнеровской кристаллизацией 
двумерного электронного газа. 

Развитие теории дислокационного плавления для 
двумерных систем показало, что переход кристалл–
жидкость должен происходить в два этапа [47]. Снача-
ла при достаточно высокой температуре происходит 
диссоциация дислокационных пар и переход системы в 
фазу «жидкого кристалла» со степенным убыванием 
ориентационного порядка. Переход в изотропную жид-
кую фазу проходит при более высокой температуре из-
за распаривания дисклинаций. 

Двумерный вигнеровский кристалл имеет простей-
шую гексагональную решетку. Для пространственно 
разделенных заряженных слоев возможно образование 
двухслойного вигнеровского кристалла, в котором 
возникают разнообразные структурные фазовые пере-
ходы [48]. Структура решетки двухслойного электрон-
ного кристалла может измениться при варьировании 
параметра /d a  (здесь d  — расстояние между слоями), 
относительной концентрации 1 1 2= /( )c N N N+  и тем-
пературы. Для полупроводниковых двухслойных элек-
тронных систем фазовая диаграмма рассчитывалась в 
работе [49]. 

2.5. Динамический структурный фактор 

В теории твердого тела динамический структурный 
фактор (ДСФ) обычно вводится при описании сечения 
рассеяния медленных нейтронов и рентгеновских лу-
чей в борновском приближении [50]. Неудивительно, 
что данная корреляционная функция оказывается по-
лезной и при описании транспортных свойств вигне-
ровского кристалла на поверхности жидкого гелия, 
взаимодействующего с капиллярными волнами [29,51]. 
В связи с этим кратко рассмотрим основные прибли-
жения, используемые для описания этой корреляцион-
ной функции. 

Формально ДСФ ( , )S ωq  определяется как фурье-
образ корреляционной функции плотность–плотность 

1 ( ) (0)eN n t n−
−q q . Здесь = exp( )n i−∑q ll qr  — опера-

тор плотности, ( ) =tlr  ( )t+l lR u , а lu  — смещение 
электрона из узла lR . Для lu  из (9) стандартные пре-
образования приводят к выражению 

 { }( , ) = e exp ( , ) ,i
qS i t h t dt

∞
−

−∞

ω ω −∑ ∫qRl

l
q l  (24) 

где 
 2( , ) = 2 [ (0,0) ( , )],q p p

p
h t q w w t−∑l l  (25) 

 

2( )
, ( ),

,
,

= e
4

q
p i tp k

p p k
e p k

E
w n

N m
− −Ω⎡ +⎢⎣Ω∑

k kRl

k
  

 
( ),

,( 1) e ,
i tp k

p kn
−Ω ⎤+ + ⎥⎦

kRl  (26) 

Рис. 3. Поперечный упругий модуль двумерного ВК как
функция температуры [45]. 
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Рис. 4. Фазовая диаграмма двумерного вигнеровского кри-
сталла [46]. 
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,p kn  — функция распределения фононов ВК, а ( )
,
q

pE k  
означает проекцию вектора поляризации на направле-
ние q . Для упрощения вычислений обычно исполь-
зуется изотропное дебаевское приближение =l tc c . В 
этом случае ( ) 2

,| | = 1.q
pp E∑ k  Для двумерного ВК нужно 

учесть, что существует только одна акустическая мода 
и в длинноволновом пределе , ,t k l kΩ Ω� . Поэтому 
вкладом тепловых продольных фононов в ДСФ во 
многих случаях можно пренебречь. В большинстве 
случаев ( ) 2

,| |q
pE k  можно заменить усредненным по уг-

лам значением 2
,| | / 2.p kE  При наличии магнитного 

поля нужно учитывать, что векторы поляризации не 
являются ортонормированными. 

В отсутствие магнитного поля для высоких темпе-
ратур ( 22 1pq w � ) основной вклад в интеграл (24) 
дают малые времена, где разность (0,0) ( , )p pw w t− l  
мала. В этом случае разложение ( , )pw tl  в ряд по 

,p ktΩ  до квадратичных слагаемых и использование 
некогерентного приближения ( = 0l ) дает 

 
2( )

( , ) = exp ,
4
q

q e q e
S q

K K

⎡ ⎤ε − ωπ ⎢ ⎥ω −
ε ε⎢ ⎥⎣ ⎦

 (27) 

где 2 2= / 2q q mε , 

 ( )1
, ,

,
= (2 ) 1/ 2e e p k p k

p
K N n− Ω +∑

k
 (28) 

представляет собой среднюю кинетическую энергию 
электронов. Выражение (27) совпадает с ДСФ для не-
вырожденного двумерного электронного газа, если 
положить = .eK T  Как функция частоты оно имеет 
широкий максимум при ω  равном энергии возбужде-
ний qε  в электронном газе. 

Низкотемпературное приближение ( 22 1pq w � ) 
для обычных кристаллов подразумевает разложение в 
ряд по параметру 22 ( , )ppq w t∑ l . Это разложение дает 
упругое слагаемое, однофононное слагаемое, двухфо-
нонное слагаемое и т.д.: (elas) (1ph) (2ph)= ...S S S S+ + + . 
Первые два члена этого ряда имеют вид 

 
2(elas) = 2 e ( ) ,
Wq

eS N
−

π δ ω δ∑ q,g
g

 (29) 

     {
2

2 ,(1ph)
, ,

,,
= e ( )

W pq
p k p k

e p kp
S n

m
−π

δ ω + Ω ×
Ω∑ k

k

qE
  

 }, ,( 1) ( ) ,p k p kn+ −× δ + + δ ω − Ω δ∑ ∑q k,g q k,g
g g

 (30) 

где 2 2= /4.qW q u〈 〉  В двумерном случае возникает 
проблема корректного определения фактора Дебая–
Валлера exp ( 2 ),qW−  так как среднеквадратичные сме-
щения для бесконечной системы логарифмически рас-
ходятся. Формально можно ограничиться утверждени-
ем, что реальная система имеет конечные размеры и 
при достаточно низких температурах 2 qW  становится 

малым. С другой стороны, следуя [52], заметим, что 
разность (0,0) ( , )p pw w t− l  не расходится для беско-
нечной системы и при низких температурах является 
малой. При анализе вклада длинноволновых тепло-
вых возбуждений следует учесть, что многофонон-
ные поправки к низкотемпературному приближению 

(elas) (1ph)S S S+�  могут рассматриваться в некогерент-
ном приближении ( = 0l ) [50], что приводит к компен-
сации больших тепловых слагаемых в qW . Поэтому 
для двумерной системы в факторе Дебая–Валлера, вхо-
дящего в (29) и (30), можно заменить ( ) (0).q qW T W→  
Это приближение будет использовано ниже при анали-
зе высокочастотной проводимости ВК на поверхности 
жидкого гелия. 

При наличии сильного магнитного поля, ориенти-
рованного перпендикулярно электронному слою, для 
ДСФ вигнеровского кристалла оказывается возмож-
ным необычное приближение, которое является неко-
торой комбинацией низкотемпературного и высоко-
температурного приближений. Дело в том, что в 
сильных магнитных полях одна из фононных частот 

,k−Ω  становится очень низкой, а другая ,k+Ω  ограни-
чена снизу большой циклотронной частотой. В этом 
пределе при вычислении вклада низкочастотной моды 
можно применить разложение по параметру ,kt−Ω , а 
вклад высокочастотной моды найти, используя разло-
жение по параметру 22 (0, )q w t+ . При этом никаких 
расходимостей, связанных с бесконечным размером 
системы, не возникает, а выражение для ДСФ можно 
записать в виде [29,53] 

 
1/2

=0

2( , ) =
!

n
q

C n

x
S q

n

−∞π
ω ×

Γ ∑   

 
2 2 2

2

( / 4 )
exp ,c q C

q
q C

n x T
x

x

⎡ ⎤ω − ω − Γ
⎢ ⎥× − −
⎢ ⎥Γ⎣ ⎦

 (31) 

где 2 2= / 2q Bx q l  и 

 2 2
, , ,= | | (2 1).c

C k k
e

n
N − − −
ω

Γ Ω +∑ k
k

E  (32) 

В сильном магнитном поле C cΓ ω�  и ( , )S q ω  имеет 
резкие максимумы при ω  равном возможным энерги-
ям возбуждения двумерного электронного газа в маг-
нитном поле .cn ω  

Подобное приближение для резонансного слагаемо-
го ( = 1n ) использовалось в работе [54] при описании 
циклотронного резонанса ВК. Следует отметить, что 
формула (31) содержит все кванты циклотронного 
движения ( cnω ), что очень важно для правильного 
описания ширины циклотронного резонанса. В пределе 

0CΓ →  формула (31) переходит в ДСФ идеального 
невырожденного двумерного электронного газа в маг-
нитном поле. Таким образом, роль кулоновского взаи-
модействия здесь сводится к уширению и небольшому 
смещению положения пиков ( , )S q ω . 
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Интересно отметить, что выражение (31) имеет тот 
же вид, что и ДСФ двумерного электронного газа, на-
ходящегося в перпендикулярном магнитном поле и в 
продольном случайном квазиоднородном электриче-
ском поле ,fE  имеющем нормальное распределение с 
дисперсией (0) 2( ) /2,fE  где (0) = / 2C BfE elΓ  [55]. В 
теории двумерной электронной жидкости [56] таким 
случайным электрическим полем, действующим на 
каждый отдельный электрон, является поле остальных 
электронов, которое появляется из-за флуктуационного 
смещения центра циклотронной орбиты из положения 
локального равновесия. Для сильного магнитного поля 

Bl a�  электрическое поле флуктуационного проис-
хождения fE  можно приближенно считать квазиодно-
родным. Это обстоятельство позволяет использовать 
(31) для описания влияния кулоновских эффектов на 
квантовый перенос в двумерном электронном газе на 
поверхности жидкого гелия [55] и магнитоосцилляций 
проводимости, индуцированных микроволновым излу-
чением [57–59]. 

С другой стороны, похожесть корреляционных функ-
ций плотность–плотность у ВК и кулоновской жид-
кости в сильном магнитном поле делает форму ли-
нии циклотронного резонанса и магнитопроводимость 
не чувствительными к вигнеровскому переходу. Этот 
вывод подтверждается экспериментальными исследо-
ваниями циклотронного резонанса ПЭ в гелии, прове-
денными в широком интервале температур и концен-
траций электронов [60,61]. 

3. Особенности динамики на деформируемой 
подложке 

3.1. Общие соотношения 

Прежде всего следует отметить, что все деформаци-
онные явления на поверхности жидкого гелия, инду-
цированные вигнеровским переходом, имеют очень 
малый энергетический масштаб и не могут повлиять на 
положение самого перехода. Даже при значительных 
прижимающих полях, порядка 700 В/см, характерная 
энергия взаимодействия электрона с лункой eE⊥ξ  
(здесь ξ  — смещение поверхности под электроном) по 
абсолютной величине не превышает 7 мК. Поэтому лу-
ночная решетка [19], возникающая на поверхности ге-
лия в результате локализации электронов и неодно-
родности распределения заряда, представляет собой 
явление, сопутствующее вигнеровской кристаллизации. 
В этом смысле ситуация с кристаллизацией электронов 
на поверхности жидкого гелия существенно отличает-
ся от положения дел в полупроводниковых системах, 
где, как уже отмечалось, температура плавления ока-
зывается зависящей от потенциала пиннинга [18]. 

Малость энергии взаимодействия не означает сла-
бость реакции жидкой среды на движение электронной 
решетки. При медленном перемещении решетки (низ-

кочастотных колебаниях) деформационный рельеф 
сопровождает электроны и переносит огромную массу 
( 100d eM m∼ ), а в случае жидкого 3He  является и ос-
новной причиной релаксации электронного импульса. 
Поэтому иногда говорят, что электрон-риплонная сис-
тема находится в режиме сильной связи, несмотря на 
малость энергии взаимодействия в масштабе характер-
ных электронных энергий. 

Важная особенность рассматриваемой системы — 
наличие резонансной реакции поверхности жидкого 
гелия на возмущения электронной решетки внешними 
переменными электрическими полями. Например, еще 
до обнаружения ВК на поверхности гелия было отме-
чено теоретически, что при наличии переменного поля 
определенной частоты, перпендикулярного электрон-
ному слою, на поверхности гелия могут резонансно 
возбуждаться стоячие капиллярные волны [19,62]. Со-
ответствующие резонансные частоты совпадают с час-
тотами капиллярных волн, волновые векторы которых 
равны векторам обратной электронной решетки g: 

 
3/2

3/2
, 1/4

2= , = .
3

r n n n e ng g n pα π
ω

ρ
 (33) 

Здесь α  и ρ  — коэффициент поверхностного на-
тяжения и плотность жидкого гелия соответственно, 
абсолютные величины векторов g нумеруются цело-
численным индексом = 1, 2, 3, ...n  в порядке возрас-
тания, а набор чисел np  задается структурой решетки. 
Например, для треугольной решетки 2 2=np i j ij+ +  
( , = 0, 1, 2, ...)i j ± ±  и имеем набор чисел: =1, 3, 4, 7, 9, ... .np  
Обнаружение последовательности резонансных частот 

,r nω  может не только свидетельствовать о наличии 
упорядочения в электронной системе, но и нести ин-
формацию о структуре электронной решетки. 

С экспериментальной точки зрения, значительно 
более эффективным оказалось возбуждение электрон-
риплонных резонансов при воздействии на ВК не по-
перечным, а продольным переменным электрическим 
полем [6]. При этом практически все давление, созда-
ваемое на поверхности гелия локализованными элек-
тронами, находящимися в постоянном прижимающем 
поле E⊥  и поле поляризационных сил, вовлекается в 
осциллирующую по времени часть задачи. В экспери-
менте продольное электрическое поле, как правило, 
оказывается неоднородным, и резонансный отклик по-
верхности жидкого гелия приводит к связыванию длин-
новолновых фононов ВК с риплонами, имеющими вол-
новой вектор, близкий к g  [20]. 

Взаимодействие поверхностных возбуждений жид-
кого гелия с электронами, колеблющимися в узлах ре-
шетки lR , описывается гамильтонианом вида 

 ( )int = exp ,qH U i iξ +∑ ∑q l l
q l

qR qu  (34) 
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где †= ( )qQ b b−ξ +q q q  — фурье-компоненты оператора 
смещения поверхности ( );ξ r  bq  и †bq  — операторы 
рождения и уничтожения риплонов; 2

,= / 2 ;q r qQ q ρω  
lu  — оператор смещения электронов в узлах решетки. 

Для удобства здесь и ниже площадь поверхности гелия 
полагается равной единице. В теории электрон-рип-
лонного взаимодействия [29] поляризационная часть 
функции = ( )q qU e E E⊥ +  определяется как 

 ( )
2 2

2 2
11 1

( 1)= /4 , = ,
2 4 ( 1)q
q e єeE w q

є
Λ −

γ Λ
−

 (35) 

где є  — диэлектрическая проницаемость жидкого 
гелия, параметр 1γ  характеризует скорость убывания 
электронной волновой функции в газовой фазе 

1 1[ ( ) exp ( )f z z z∝ −γ ; обычно 6
1 10γ ∼  см 1− ]. В общем 

случае функция 11( )w x  имеет довольно громоздкий вид 

 
( )

11 3/2
1 11 1( ) = ln ,

1 1

y
w y

y yy

⎛ ⎞+ −
− + ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎝ ⎠

  

но при низких температурах достаточно хорошо рабо-
тает асимптотика 11( ) 0,5 ln (4/ ) 1.w x x −�  

При описании связанных фонон-риплонных мод 
используется самосогласованный подход [63,64], кото-
рый в некотором смысле подобен поляронной задаче. 
Локализация электронов, индуцированная вигнеров-
ским переходом, приводит к деформации среды, в дан-
ном случае к образованию под электронами поверхно-
стных лунок. В свою очередь лунки на поверхности 
гелия оказывают влияние на амплитуду тепловых ко-
лебаний электронов, взаимодействующих с деформа-
ционным рельефом. Здесь речь идет о высокочастот-
ных колебаниях электронов в узлах решетки, для 
которых одноэлектронные лунки можно считать не-
подвижными. На низких частотах ,1rω ω�  поверхно-
стные лунки перемещаются синхронно с электронами, 
перенося огромную массу и существенно понижая час-
тоту соответствующих фононов. Можно сказать, что 
электрон-риплонное взаимодействие приводит к рас-
щеплению фононного спектра ВК на быстрые (оптиче-
ские) и медленные (акустические) моды. 

Взаимодействие электрона с неподвижной лункой 
приводит к появлению характерной пороговой (оптиче-
ской) частоты ,1f rω ω�  в спектре колебаний кристал-
ла, где ,1rω  из (33). Частоты оптических мод ВК опре-
деляются простым соотношением 2 2 2

, ( ) = ( ).f p f pk kΩ ω + Ω  
Для такого спектра легко находится характерный раз-
мер электронного пятна 2 ,fu〈 〉  формирующего рав-
новесную электронную лунку: 

 2 2 2
0

1ln ,
1 exp ( / )f T

f
u u u

T

⎛ ⎞
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ω⎝ ⎠

�  (36) 

где 2 2= / (2 ).T e e tu T m n cπ  Таким образом, выражение для 
среднеквадратичных смещений, зависящих от ,fω  и 
выражение для пороговой частоты 

 
2 2 /22 2= e

2
g u fe

f g
n

U
m

− 〈 〉
ω

α ∑
g

 (37) 

как функции 2
fu〈 〉  образуют систему самосогласован-

ных уравнений. В общем случае решение находится 
численно. 

Следует отметить, что точное решение уравнений 
(36) и (37), представленное на рис. 5 (сплошная линия), 
во всей области температур оказывается удивительно 
близким к простой аналитической формуле (штриховая 
линия) [64] 

 
2 2

2 20 1
,2 2

1

ln ( / 3 )
1 / 4

T
f f a

T

u u T V
u u

g u
〈 〉 +

≡
−

�  (38) 

(здесь 1/2= ( / )n s gn
V n m Uα ), полученной в предполо-

жении, что основной вклад в 2
fu〈 〉  дают слагаемые с 

1| | .g=g  Отметим, что при использовании этой упро-
щенной аналитической формулы вдали от температуры 
плавления в выражениях типа (37) в соответствующих 
суммах по g необходимо учитывать достаточно боль-
шое число слагаемых с 1| | > .gg  

Анализ реакции жидкой среды на движение элек-
тронной решетки вдоль свободной поверхности удобно 
начать с рассмотрения простейшего случая, когда ВК 
движется как целое во внешнем однородном электри-
ческом поле низкой частоты ( fω ω� ). При этом 
смещения электронов в узлах решетки lu  приобретают 
однородную добавку ( )tu . В частном случае постоян-
ной скорости ВК v  имеем ( ) = .t tu v  Условие fω ω�  
позволяет провести усреднение уравнений движения 
по высокочастотным модам, в результате которого в 
формулах рядом с qU  появляется дополнительный фак-
тор e ,Wq−  где 2 2= /4q fW q u〈 〉 . В связи с этим удобно 
ввести обозначение = exp ( ).q q qU U W−  Однородность 
низкочастотных смещений ВК приводит к тому, что в 
уравнении для поверхностного рельефа, сопутствую-
щего заданному движению электронной решетки, 

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0,02

0,04

T, К   

3He
ne = 4,5·10 см

8 –2

2
2

/
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Рис. 5. Среднеквадратичные смещения в оптической моде 
ВК в зависимости от T: точное решение самосогласованных 
уравнений (сплошная линия) и аналитическая формула (38) 
(штриховая линия). 
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 2 ( )
,2 = e ,g e i t

r g
U n g −ξ + γ ξ + ω ξ −

ρ
gu

g g g g  (39) 

остаются только волновые векторы, совпадающие с 
векторами обратной решетки. Здесь γg  представляет 
собой затухание капиллярных волн. Правая часть (39) 
описывает давление электронной решетки на поверх-
ность жидкого гелия. 

При анализе связанных фонон-риплонных мод сле-
дует различать случаи жидких 4 He  и 3He . При темпе-
ратурах, меньших температуры плавления ВК, жидкий 
4 He  уже является сверхтекучим и затухание капил-
лярных волн аномально мало [65]: 

 
42

1
= ,

60q
T q
s

⎛ ⎞π
γ ⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

 (40) 

где 1s  — скорость первого звука. Например, для 
9= 10en  см 2−  и = 0,5 КT  оценка дает 4

1 ,1/ 10 .r
−γ ω ∼  

Поэтому для жидкого 4 He  затуханием риплонов во 
многих случаях можно пренебречь. Для жидкого 3He  
при низких температурах ситуация может оказаться 
противоположной ( 1 ,1/ > 1rγ ω ), потому что вязкость 
ферми-жидкости возрастает с понижением температу-
ры, 2.T −η ∝  В гидродинамическом режиме для очень 
вязкой жидкости коэффициент затухания qγ  можно 
положить равным 2 /qη ρ . 

При сверхнизких температурах 0,02 КT  длина 
свободного пробега квазичастиц в объеме жидкого 
3He  становится значительно больше, чем длина ка-
пиллярных волн с .q g∼  В этом пределе коэффициент 
затухания определяется характером отражения объем-
ных квазичастиц на искривленной поверхности ферми-
жидкости. Для зеркального отражения он оказывается 
очень большим [41]: 

 
4

2
( )

= 2 ( / ) ,
8

F
q F

k
f T qγ Δ

π ρ
 (41) 

где Fk  — импульс квазичастиц жидкого 3He  на по-
верхности Ферми, Δ  — энергетическая щель, появ-
ляющаяся при сверхтекучем переходе ( 0,93 мКT ≤ ), а 

1( ) = (e 1) .x
Ff x −+  Интересно отметить, что формулы 

для затухания капиллярных волн (40) и (41), получен-
ные для больших длин свободного пробега элементар-
ных возбуждений жидких 4 He  и 3 He,  имеют одина-
ковую зависимость от волнового вектора q qγ ∝ , что 
существенно отличается от результата гидродинамиче-
ского описания. 

Уравнение (39) имеет точное решение 

 ˆ( ) = sin ( )
ˆ

t
e g

g
g

n gU
t t t

−∞

⎡ ⎤′ξ − ω − ×⎣ ⎦ρω ∫g   

 exp ( ) ( )gi t t t dt⎡ ⎤′ ′ ′× − + γ −⎣ ⎦gu  (42) 

(здесь 2 2
,ˆ = ),g r g gω ω − γ  которое оказывается очень 

полезным и при анализе нелинейных явлений в прово-

димости ВК. Пределы интегрирования выбраны таким 
образом, чтобы при = 0u  получалось решение стати-
ческой задачи 

 
2 2 /4

0 2
,

( ) = e cos ( ).
q u fe

g
r g

n g
U

− 〈 〉
ξ −

ρω
∑
g

r gr  (43) 

Функция 0 ( )ξ r  описывает рельеф поверхности жид-
кого гелия под электронной решеткой, который оп-
ределяется двумя характерными длинами: 2

fu〈 〉  и 
постоянной решетки а. При этом глубина отдельной 
лунки обычно не превышает одного ангстрема. 

Характерный рельеф поверхности жидкого гелия под 
электронной решеткой показан на рис. 6. Расчеты [41] 
проводились для случая жидкого 3He  при темпера-
турах ( = 1,34T мК), значительно меньших температу-
ры плавления кристалла электронов с 8 –2=1,5 10 см .en ⋅  
Для неподвижного ВК лунки на свободной поверхно-
сти жидкого гелия (сплошная линия) симметричны 
относительно положений максимумов электронной 
плотности (пунктир). При больших скоростях движе-
ния электронной решетки вдоль поверхности (нели-
нейный режим) лунки деформируются и становятся 
несимметричными (штриховая линия), чтобы средняя 
сила, действующая на электроны со стороны рельефа 
поверхности, была конечной и соответствовала силе 
трения, действующей на луночную решетку со сторо-
ны объемных квазичастиц жидкости. 

Формула (42) позволяет в общем виде найти силу, 
действующую на электронный кристалл со стороны 
луночной решетки: int= / .D ee H− ∂ ∂∑F r  После ус-
реднения по высокочастотным модам и подстановки 
решения (42) получаем [25] 

 
2

ˆ= sin ( )
ˆ

t
e gD

g
e g

n gU
t t

N
−∞

⎡ ⎤′ω − ×⎣ ⎦ρω∑ ∫
g

F
g  

 [ ]{ }( )
e sin ( ) ( ) .

t tg t t dt
′γ −

′ ′× −g u u  (44) 

Рис. 6. Рельеф поверхности жидкого 3He , индуцированный 
неподвижным ВК (сплошная линия) и кристаллом, движу-
щимся с большой скоростью (штриховая линия) [41]. 
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Данное выражение представляет собой силу реакции 
жидкой среды на движение электронной решетки с 
заданной зависимостью ( ).tu  Очевидно, что для не-
подвижного ВК [ ( ) = 0tu ] эта сила обращается в нуль. 
Очень важно, что формула (44) описывает реакцию 
жидкой подложки даже в нелинейном режиме, когда 
параметр ( )t⋅g u  не является малым. 

3.2. Линейное приближение для реакции жидкой среды 

В предположении ( ) e i tt − ω∝u  линейный отклик для 
реакции жидкой подложки (44) получается разложени-
ем подынтегральной функции в ряд по параметру 

[ ]( ) ( ) :t t′−g u u  

 2( ) ( ).D e eN m ω λ ωF u u�  (45) 
Здесь 

 
2 2
, ,
2 2 2

,
( ) = 1 ,

2
r n r n

n
n r n n

C
i

⎡ ⎤ω ω
⎢ ⎥λ ω −
⎢ ⎥ω ω − ω − γ ω⎣ ⎦

∑  (46) 

 
22 /22

2
,

1= e 1,
2

fg u en
n gn ge r n n

n
C U

m
− 〈 〉

αω
∑

g =
 (47) 

nγ  — затухание капиллярных волн при = .nq g  В 
обычных экспериментальных условиях [6] безразмер-
ные коэффициенты nC  велики при малых значениях 
индекса n  (например, 2

1 10C ∼ ). Вблизи температуры 
плавления они быстро убывают с ростом номера n, а 
вдали от точки перехода mT T�  в суммах по n  при-
ходится учитывать большое число слагаемых. 

Формулы (45) и (46) позволяют легко проследить за 
изменением реакции жидкой подложки при варьирова-
нии частоты сигнала ω . Рассмотрим реальную часть 
функции отклика 

 
2 2 2
,2

, 2 2 2 2 2
=1 ,

( ) 4
Re ( ) = .

( ) 4
r n n

n r n
n r n n

C
∞ ω − ω − γ

λ ω ω
ω − ω + γ ω

∑  (48) 

Прежде всего следует отметить, что эта низкочастот-
ная формула формально дает правильное поведение 
для силы, действующей на электроны, даже в пределе 
высоких частот ,1,rω ω�  

 2( )
Re .D

e f
e

m
N

− ω
F u

u�  (49) 

Очевидно, что это выражение описывает колебания 
электронов в поле неподвижной луночной решетки 
(здесь 2 2

,=f n r nnCω ω∑ ). 
Для исследования связанных фонон-риплонных мод 

наиболее интересна реакция поверхности в области 
частот ,1rω ω . При этом следует различать случаи 
жидких 4 He  и 3He . Например, для жидкого 3He  
формула (49) справедлива даже в низкочастотном ре-
жиме ( ,r nω ω ), если ,n r nγ ω� . В этом случае из-за 
сильной вязкости луночная решетка не успевает за пе-
ремещениями электронов, а реакция поверхности име-
ет осцилляторный вид с характерной частотой .fω  

Экспериментальные данные [66] для температурной 
зависимости ,fω  приведенные на рис. 7, демонстри-
руют хорошее согласие с расчетами, использующими 
самосогласованный подход [64] для вычисления вели-
чины 2

fu〈 〉  как функции температуры и дебаевское 
приближение для описания вклада нулевых колебаний 

2
0 .u〈 〉  Хорошо видно, что вдали от температуры плав-

ления суммарный вклад всех слагаемых в сумме по n  
значительно превышает вклад первого слагаемого, по-
казанный пунктиром. 

В случае жидкого 4 He  низкочастотный предел 
,1( rω ω� ) формулы (48) дает 

 Re ( ) = / ,n D e
n

C M mλ ω ∑�  (50) 

где DM  представляет собой присоединенную массу 
одноэлектронной лунки. Такое поведение функции 
линейного отклика ( 2Re D e DN M ωF u� ) означает, что 
на низких частотах поверхностные лунки успевают 
перемещаться вслед за электронами, увеличивая тем 
самым их инерционную массу. При приближении час-
тоты колебаний кристалла к ,r nω  реальная и мнимая 
части функции ( )λ ω  резко возрастают, что соответст-
вует резонансному возбуждению электронной решет-
кой капиллярных волн с .q g�  

При описании проводимости ВК, особенно над 
жидким 3He , важное значение имеет и мнимая часть 
функции ( ) :λ ω  

 
4
,

2 2 2 2 2 2
,

21Im ( ) = .
( ) 4

n r n
n

n r n n
C

γ ωω
λ ω

ω ω − ω + γ ω
∑  (51) 

Рис. 7. Температурная зависимость пороговой частоты для 
оптических мод ВК: экспериментальные данные [66] (круж-
ки), теоретический расчет с использованием теории [64] 
(сплошная линия) и расчет, учитывающий только вклад сла-
гаемых с 1| | g=g  (пунктир). 
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Так, например, = Im ( )Dν ω λ ω  представляет собой 
эффективную частоту столкновений, характеризую-
щую скорость релаксации импульса для электронной 
решетки, обусловленную торможением лунок. В этом 
случае сила, действующая на электроны со стороны 
поверхностного рельефа, пропорциональна скорости 
электронов D e e DN m− νF u� . По величине она равна 
силе трения луночной решетки fricF , которая форми-
руется объемными возбуждениями жидкого гелия и 
направлена в противоположную сторону. Для жидкого 
4 He  величина Dν  очень мала, а скорость релаксации 
импульса электронов определяется главным образом 
их рассеянием на тепловых поверхностных возбужде-
ниях жидкости с 1q g� . 

3.3. Связанные фонон-риплонные моды 

В интересующей нас области волновых векторов 
частоты риплонов 2

,r qω  значительно меньше характер-
ной частоты фононов ВК 0ω , введенной на рис. 1. По-
этому пересечение спектров риплонов и фононов воз-
можно только при +q g k�  и k g�  благодаря пери-
одичности закона дисперсии фононов ( ) = ( ).p pΩ Ω +k k g  
При нахождении уравнения для связанных фонон-
риплонных мод условие k g�  позволяет воспользо-
ваться формулой для линейного отклика на однород-
ные смещения (45). Например, в отсутствие магнитно-
го поля связь между фурье-компонентой электронных 
смещений ku  и фурье-компонентой внешнего про-
дольного поля kE  легко находится из уравнений дви-
жения, в которых обычное инерционное слагаемое 

2
em− ω ku  заменяется на слагаемое [ ]2 1 ( ) ,em− ω + λ ω ku  

учитывающее отклик деформированной поверхности. 
Вводя функцию ( ) = 1 ( )ω + λ ωZ , эту связь можно за-
писать в виде выражения для проводимости ВК [67]: 

 
2

2 2( , ) = .
( )

e

e l e

e n ik
m k i

ω
σ ω

ω − Ω + ωνZ
 (52) 

Слагаемое eiων  в знаменателе (52) учитывает эффекты 
диссипации за счет столкновений электронов с обыч-
ными тепловыми возбуждениями поверхности гелия. 

Скорость поглощения энергии системой пропорцио-
нальна реальной части ( , ).xx kσ ω  Для анализа резо-
нансных аномалий поглощения ее удобно записать в 
обезразмеренном виде, вводя 2

0 = / :e e ee n mσ ν  

 
2

2 22 2 20

ImRe = .
Re Im

e e

l e

⎡ ⎤ν ω ων + ωσ ⎣ ⎦
σ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ω − Ω + ων + ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Z

Z Z
 (53) 

Из соотношения (53) следует, что поглощение резо-
нансно возрастает при 2 2Re = 0.lω − ΩZ  В пределе 

0nγ →  это условие записывается в следующем виде: 

 
2 2

,2 2
2 2

=1 ,
= ( ).r n

n l
n r n

C k
∞ ω ω

ω + Ω
ω − ω

∑  (54) 

Соотношение (54) представляет собой уравнение для 
связанных продольных фонон-риплонных мод. Ана-
логичное уравнение для поперечных фонон-риплон-
ных мод получается заменой ( )l kΩ  на ( )t kΩ . Резо-
нансные слагаемые, входящие в сумму по n, позволяют 
уравнять левую часть формулы (54) с большой правой 
частью при , .r nω ω∼  

Графическое решение уравнения для связанных фо-
нон-риплонных мод приведено на рис. 8 для двух тем-
ператур жидкого гелия: 0,4 и 0,2 К. Решения, соот-
ветствующие связанным колебаниям, даются точками 
пересечения функции 2 2Re ( ) = [1 Re ( )]ω ω ω + λZ  и 
горизонтальной прямой 2 ( ).l kΩ  Набор волновых век-
торов продольных фононов ik , возбуждаемых в систе-
ме, задается условием обращения в нуль радиального 
тока на границе. На рисунке показаны горизонтальные 
прямые 2 2

,1( ) /l rkΩ ω  для двух наименьших волновых 
векторов 1k  и 2.k  

На рис. 8 представлен также график 2 2
,1Re ( ) / rω ω ωZ  

для достаточно большого значения коэффициента за-
тухания риплонов, рассчитанного для жидкого 3He  
при = 0,4 К.T  Интересно, что и в этом случае воз-
можно заметное возрастание поглощения вблизи резо-
нансной частоты, найденной для малого затухания 

4
1 ,1/ 10r

−γ ω ∼  и обозначенной на рисунке буквой W. 
Частоты связанных колебаний расположены при 

,< r nω ω , когда соответствующий резонансный член в 
сумме по n  положителен. Связанные моды, частоты 
которых меньше ,1rω , будем называть медленными 
модами и обозначать s, ( )p kΩ  по аналогии с высоко-

Рис. 8. Графическое решение уравнения для связанных фо-
нон-риплонных мод. Горизонтальные прямые соответствуют
значениям 2 2

,1( )/l rkΩ ω  при 1k  и 2.k  Функция 2 2
,1Re ( ) / rω ω ωZ

для температур 0,4 К  (сплошная линия) и 0,2 К  (штриховая 
линия) рассчитана с очень малым затуханием риплонов. Для 
затухания риплонов, соответствующего жидкому 3He  при 

= 0,4 К,T  та же функция показана пунктиром. 
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частотной модой , ( )f p kΩ , обсуждавшейся выше. В 
пределе ,1rω ω�  возникает очевидная перенормиров-
ка частот фононов ВК , ( ) ( ) / ( )s p p e e Dk k m m MΩ Ω +�  
за счет присоединенной массы лунок. Промежуточные 
моды, близкие к ,r nω  с > 1n , обозначим , ( )n p kΩ . 

Резонансы проводимости хорошо выражены даже 
при значительной скорости импульсной релаксации 
электронов ,1e rν ω∼ , поскольку 2 2Re l eω − Ω ωνZ �  
при 1 1C � . Пример спектра поглощения ВК показан 
на рис. 9 для 1= 2k k �  см 1− . Здесь приведены рас-
четы 1 0Re ( , ) /kσ ω σ  для температур 0,4 и 0,2 К при 
условии 2

1 ,1/ 10r
−γ ω � . В качестве eν  используется 

импульсная частота столкновений электронов с рипло-
нами, вычисленная для жидкого состояния электрон-
ной системы. Положение характерных частот рипло-
нов ,r nω  показано стрелками. 

Структура резонансной кривой Re ( )xxσ ω  опреде-
ляется совместным действием резонансных знаменате-
лей у реальной и мнимой частей функции ( )λ ω . На-
пример, максимумы поглощения на рис. 9 строго 
соответствуют точкам, отмеченным на рис. 8 кружка-
ми. При этом никаких дополнительных аномалий по-
глощения вблизи частоты ,1,rω  связанных с конечным 
затуханием и наличием спадающего участка у зависи-
мости 2 Re ( )ω ωZ , не появляется, даже для затухания, 
соответствующего жидкому 3He  (пунктир). 

Очевидно также, что антирезонанс амплитуды ко-
лебаний кристалла на частоте близкой к ,1rω , обуслов-
ленный резким возрастанием Re ( ),ωZ  не приводит к 
аномалии поглощения. В выражении для Re σ  этот ан-
тирезонанс полностью компенсируется резким изме-
нением фазы колебаний за счет возрастания Im ( ).ωZ  
Интересно отметить, что для случая жидкого 3He  при 

= 0,4 КT  тоже наблюдается максимум поглощения 
вблизи частот, соответствующих связанным модам 

, ( )s p kΩ  и 2, ( ).p kΩ  С понижением температуры и эти 
максимумы пропадают из-за быстрого возрастания 
вязкости ферми-жидкости. 

Первое сообщение об экспериментальном наблюде-
нии электрон-риплонных резонансов, свидетельству-
ющих о кристаллизации двумерного электронного газа 
на поверхности сверхтекучего гелия, сделано в работе 
Граймса и Адамса [6]. Объяснение этого эксперимента 
дано в сопутствующей теоретической работе Фишера, 
Гальперина и Платцмана [20]. Переменное ведущее элек-
трическое поле, индуцированное в экспериментальной 
ячейке, имело аксиальную симметрию. Стоячие фо-
нон-риплонные волны возбуждались лишь для опреде-
ленного набора волновых чисел 1/ ek R∼ , где eR  — 
характерный радиус электронной системы. 

Экспериментальные данные [6] представлены на 
рис. 10. Хорошо видно, что при небольшом понижении 
температуры от 0,46 до 0,42 К кривая поглощения как 
функция частоты сигнала приобретает резонансную 
структуру. Происхождение резонансных частот, обо-
значенных буквами X, Y, Z и W, пояснено на рис. 8. 

В условиях сильной связи ( 1 1C � ) резонансы W и 
X имеют заметное смещение вниз от характерной час-
тоты ,1rω . Их положение определяется значением фак-
тора Дебая–Валлера 2e ,Wg−  где 2 22 = / 2.g fW g u〈 〉  В 
оригинальной работе [20] разделение электронных ко-
лебаний на высокочастотные и низкочастотные прово-
дилось с помощью ряда упрощающих предположений, 
таких как введение обрезающего волнового вектора ck  
для быстрых мод и использование его в качестве под-
гоночного параметра. Нахождение 2e Wg−  из первых 
принципов потребовало дополнительных усилий. Здесь 
прежде всего следует отметить гармоническое при-
ближение для описания связанных фонон-риплон-

 

Рис. 9. Типичный спектр электрон-риплонных резонансов
проводимости вигнеровского кристалла 1 0Re ( , ) /kσ ω σ  для
двух значений фактора Дебая–Валлера, соответствующих

= 0,4 КT  (сплошная линия) и = 0,2 КT  (штриховая линия).
Пунктирная линия рассчитана для затухания риплонов в
жидком 3He  при = 0,4 К.T  Стрелками показано положение
характерных частот риплонов , .r nω  
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Рис. 10. Экспериментальное наблюдение внезапного появле-
ния электрон-риплонных резонансов, свидетельствующих о 
вигнеровской кристаллизации поверхностных электронов в 
гелии [6]. 
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ных мод [52]. К сожалению, этот подход приводит к 
значениям 

1
,gW  существенно меньшим, чем значения, 

необходимые для правильного описания положений 
низкочастотных резонансов в эксперименте Граймса и 
Адамса [6]. Самосогласованный метод [63,64], обсуж-
давшийся выше, лучше описывает экспериментальные 
данные, поскольку дает существенно большие значения 

2 ,fu〈 〉  чем гармоническое приближение, что характер-
но для поляронных задач. Подробные эксперименталь-
ные исследования [68] показали, что температурная 
зависимость положения резонансных частот W и X 
(см. рис. 11) хорошо описывается в рамках самосогла-
сованного подхода. 

Вблизи температуры плавления, из-за фактора Де-
бая–Валлера 2e ,Wg−  коэффициенты nC  быстро убыва-
ют с возрастанием индекса: 1 2 3C C C� � . В таких 
условиях резонансы Y и Z близки к частотам ,2rω  и 

,3rω  соответственно и свидетельствуют о пространст-
венном упорядочении электронов в простую треуголь-
ную решетку. Интересно, что в поcледующих экспери-
ментах [69] электрон-риплонные резонансы наблюдались 
вплоть до частот ,13rω , соответствующих значению 

2 2
13 13 1= / = 28p g g  (см. рис. 12). При этом отклонения 

частот ( ), 1n l kΩ  от соответствующих риплонных час-
тот ,r nω  становятся пренебрежимо малыми уже при 

8.n ≥  Условия данного эксперимента подобраны та-
ким образом, чтобы выделить сигнал от резонансов с 
большим значением np  за счет низкочастотных резо-
нансов. 

Даже относительно слабое магнитное поле 
( 100 Э),B ∼  перпендикулярное электронному слою, 
сильно меняет спектр связанных фонон-риплонных ко-
лебаний. Рассмотрим сначала высокочастотные (опти-
ческие) моды, для которых деформационный рельеф 

поверхности можно считать неподвижным. В этом 
случае спектр колебаний легко находится из формулы 
(8) заменой частот ( )p kΩ  с = ,p l t  на 2 2 ( )f p kω + Ω . 
Мода, соответствующая знаку плюс перед радикалом, 
сдвигается по частоте вверх, а мода, соответствующая 
знаку минус, опускается. В пределе c fω ω�  частота 

,f −Ω  убывает обратно пропорционально B: 

 
2 2 2 2

2
, 2 2

( )( )
( ) .f l f t

f
c l

−
ω + Ω ω + Ω

Ω
ω + Ω

�  (55) 

Таким образом, для сильных магнитных полей гибрид-
ная оптическая мода ,f −Ω  заходит в низкочастотную 
область, и исходное предположение о высокой частоте 
оптических мод нарушается. 

Сказанное выше делает невозможным корректное 
самосогласованное описание фактора Дебая–Валлера 

2e ,Wg−  используемое при нахождении связанных фо-
нон-риплонных мод. Исключение составляет случай 
очень низких температур, когда среднеквадратичные 
смещения формируются в основном нулевыми колеба-
ниями, а 2 2

02 / 2.gW g u〈 〉�  При наличии магнитного 
поля спектр низкочастотных (акустических) связанных 
фонон-риплонных мод определяется уравнением 

 2 2 2 2 2 2= .l t c⎡ ⎤ ⎡ ⎤ω − Ω ω − Ω ω ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦Z Z  (56) 

Следует отметить, что для изменения спектра акусти-
ческих мод нужны значительно более сильные магнит-
ные поля, чем для изменения частот оптических мод. 
Близость оптических и акустических мод при наличии 
магнитного поля не мешает их экспериментальной 
идентификации, поскольку они ведут себя противопо-
ложным образом при изменении прижимающего поля 
[70]: частота оптических мод возрастает, а частота аку-
стических убывает при увеличении E⊥ . 

Для частоты , ,s −Ω  пренебрегая связыванием с рип-
лонами, имеющими nq g�  с > 1n , находим 

Рис. 11. Температурная зависимость резонансных частот W и
X, полученная в эксперименте [68] при 9 2= 1,3 10 см ,en −⋅
сравнивается с результатами самосогласованного подхода к
определению фактора Дебая–Валлера [64]. Штриховая линия
учитывает изменение зависимости ( )Tα  из-за наличия малой
примеси 3He . 
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 , 2 2
1

.l t
s

c lC
−

Ω Ω
Ω

ω + Ω
�  (57) 

Отсюда следует, что в пределе сильных полей 
1 ( )c lC kω Ω�  акустическая мода , ( )s k−Ω  переходит 

в закон дисперсии ( ),k−Ω  полученный для плоской 
подложки. Происходит это из-за того, что поляронные 
изменения частот s, 1/p p CΩ ∝ Ω  (здесь = ,p l t ) и 
циклотронной частоты 1/c c C∗ω ω�  в пределе сильных 
полей полностью компенсируют друг друга. 

4. Транспортные свойства 

Как отмечалось выше, вигнеровская кристаллизация 
в твердотельных системах сопровождается переходом 
электронов в непроводящее состояние из-за пиннинга 
электронной решетки на примесях и других неодно-
родностях [14,15]. В отличие от полупроводниковых 
систем поверхность жидкого гелия свободна от такого 
рода дефектов и предоставляет уникальную возмож-
ность исследования транспортных свойств весьма под-
вижного двумерного вигнеровского кристалла. 

4.1. Методы измерения 

Специфика системы ПЭ в гелии не позволяет про-
водить прямые измерения статической проводимости, 
поэтому в эксперименте ведущее электрическое поле 
имеет конечную частоту ω . Среди бесконтактных ме-
тодов измерения проводимости ПЭ чаще всего исполь-
зуются резонансные методы, такие как циклотронный 
резонанс [60,71], классический плазменный резонанс 
[72,73] или различные модификации метода Соммера–
Таннера [74], основанные на измерении характеристик 
токов, наведенных в электродах измерительной ячей-
ки движущимися электронами. Резонансные методы 
подразумевают использование переменных полей до-
статочно высокой частоты eω ν� . К сожалению, на 
таких высоких частотах проводимость электронов, на-
ходящихся в кристаллической фазе, как правило, почти 
не отличается от проводимости жидкой фазы. 

При измерениях транспортных свойств жидкой фа-
зы ПЭ с помощью метода Соммера–Таннера обычно 
реализуется противоположный предельный случай 

eω ν� , где eν  — импульсная частота столкновений 
электронов с риплонами и атомами гелиевого пара над 
поверхностью. Измерения проводимости в таких усло-
виях приводят к данным, не зависящим от частоты 
внешнего поля, что позволяет считать их эквивалент-
ными измерениям статической проводимости. При ха-
рактерных гелиевых температурах 0,5 КT ∼  частота 
столкновений eν  для жидкой фазы электронов оказы-
вается порядка 810  с 1−  и выше, в зависимости от на-
пряженности прижимающего электрического поля .E⊥  
Вклад в eν  поляризационного слагаемого в гамиль-
тониане взаимодействия (34) приближенно прямо про-

порционален температуре жидкого гелия, а вклад взаи-
модействия вида eE⊥ξ  пропорционален / eT T  и в рав-
новесии не зависит от температуры. 

Суть метода Соммера–Таннера состоит в измерении 
токов в электродах, имеющих емкостную связь с элек-
тронным слоем. Схема типичной измерительной ячей-
ки, имеющей аксиальную симметрию, показана на 
рис. 13. Она представляет собой плоский конденсатор 
радиусом R, основные электроды которого ориентиро-
ваны горизонтально. Поверхность жидкого гелия раз-
мещается между этими электродами и заряжается с 
помощью внешнего источника электронов, например 
нити накаливания. Вспомогательные (охранные) элек-
троды используются для создания резкой границы для 
профиля электронной плотности. На один из основных 
электродов (в данном случае, нижний) подается посто-
янное напряжение, создающее электрическое поле ,E⊥  
прижимающее электроны к поверхности гелия. Рав-
новесная концентрация ПЭ определяется из условия 
обращения в нуль полного электрического поля на 
больших расстояниях от свободной поверхности гелия 
( ):z a�  = 2 .eE en⊥ π  Противоположный электрод (верх-
ний) состоит из трех измерительных частей (элек-
тродов). Проводимость ПЭ в гелии определяется в ре-
зультате анализа соотношения между переменным 
напряжением возбуждения на входном электроде inV  и 
током, индуцированным на выходном электроде, что 
требует определенной электрической модели ячейки. 

В исследованиях, использующих емкостную мето-
дику, предлагались различные модели ячейки, такие 
как модель с сосредоточенными параметрами [74,75], 
модель длинной линии [76,77], а также модели, в кото-
рых более полно рассматривалась электродинамиче-
ская задача о движении электронов в ячейке [78,79]. 
При этом анализировались ячейки как с прямоуголь-
ной, так и круговой геометрией. 

При экспериментальном исследовании транспорт-
ных свойств ВК очень важно убедиться, что кристал-
лическое состояние электронной системы не портит 
основных формул электрической модели ячейки, кото-
рые, как правило, выводятся для газового состояния. 
Например, в круговой геометрии при наличии магнит-
ного поля холловская скорость электронов ( )Hv r ≡

Рис. 13. Типичная схема измерительной ячейки. 
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( ) = ( )/rr cE r Bϕ≡ v  (здесь rE  — радиальная компо-
нента ведущего электрического поля) находится в про-
тиворечии с вращательным движением электронного 
кристалла как целого ( ) .r rϕ ∝v  Теоретический анализ 
уравнений движения двумерного ВК [26] показывает, 
что формулы электрической модели ячейки для кри-
сталлического состояния ПЭ подобны формулам, по-
лученным для жидкого состояния [77] (модель длин-
ной линии, 1kd � ), только для достаточно высоких 
частот ведущего поля rE , когда 

 2 2 2( ) / .e ti c Rω ω − ων �Z  (58) 

При этом измеряемая величина 

 
[ ]

2

22
( )

=
( )

e e
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e c e

e n i
m i

ν − ω ω
σ

ω + ν − ω ω

Z

Z
 (59) 

в условиях сильной связи ВК с жидкой подложкой мо-
жет существенно отличаться от результата низкочас-
тотного предела 0ω → . 

Важно, что Re xxσ  из (59) зависит не только от дис-
сипативной компоненты Im ,Z  но и от компоненты 
Re ,Z  описывающей изменение эффективной массы 
электронов. Например, в отсутствие магнитного поля для 
измеряемой подвижности электронов = Re /xx eenμ σ  
имеем 

 
2 2

1 ( Im ) ( Re )
= .

Im
e e

e

m
e

− ν + ω + ω
μ

ν + ω
Z Z

Z
 (60) 

Отсюда следует, что для ВК, несмотря на условие 
eω ν� , инерционное слагаемое Reω Z  может ока-

заться сравнимым с eν  вследствие большой массы 
поверхностной лунки ( Re 1Z� ). В этом случае, даже 
при неизменной электронной компоненте eν , вигне-
ровский переход может сопровождаться резким воз-
растанием 1( )−μ ω  из-за появления большого инерци-
онного слагаемого Re ( ) = /d eM mω λ ω ω . 

При произвольном соотношении между k  и d  дос-
таточно подробно исследована задача определения 
параметров электронного слоя, расположенного в 
ячейке с круговой геометрией [79]. Решение системы 
уравнений Максвелла, описывающих распространение 
электромагнитного поля в ячейке, позволяет устано-
вить связь между выходным током из ячейки J  и на-
пряжением возбуждения: in=J GV , где 
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02 2
=1
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( ) ( )
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e l

n e i A
G G

n e i m k
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λ

λ λ

ω
+

ωχ ω − Ω
∑  (61) 

представляет собой комплексный кондактанс, 0G  — 
кондактанс ячейки в отсутствие электронов, kλ  — 
волновые векторы плазмонов, возбуждаемых в систе-
ме, Aλ  — некие коэффициенты, зависящие от геомет-
рических характеристик ячейки, ( )χ ω  — величина, 
обратная проводимости электронного слоя в однород-

ном электрическом поле. Сравнение (61) с приведен-
ной выше формулой (52) дает следующие соотношения: 

 2 2
( Im ) ReRe = , Im = .e

e e

m m
e n e n

ν + ω ω
χ χ −

Z Z  (62) 

В таком подходе при произвольных частотах ведуще-
го поля удается разделить диссипативные и инерци-
онные слагаемые: реальная часть χ  пропорциональ-
на эффективной частоте столкновений Im ,eν + ω Z  а 
ее мнимая часть пропорциональна эффективной массе 

= e DM m M∗ + . 
Несмотря на то, что в методике Соммера и Таннера 

при измерении происходят низкочастотные вариации 
плотности электронов с длиной волны 1/ ,k L∼  пара-
метры токов, наведенных в электроде, выражаются че-
рез проводимость электронов в однородном электри-
ческом поле. В обозначениях (53) и (62) измеряемой 
частотой столкновений является сумма = ,e Dν ν + ν  
где = Im ( )Dν ω λ ω  описывает релаксацию импульса, 
обусловленную торможением одноэлектронной лунки 
на поверхности жидкого гелия, а eν  — импульсная 
частота релаксации электронов за счет остальных взаи-
модействий. Поскольку коэффициент затухания капил-
лярных волн ,gγ  определяющий Im ( )λ ω , по-разному 
ведет себя для жидких 4 He  и 3He , эти два случая 
требуют отдельного рассмотрения. 

4.2. Подвижность над жидким 3He  

Теория проводимости ВК над жидкой подложкой 
позволяет достаточно точно описать экспериментально 
наблюдаемые явления, если в качестве подложки ис-
пользуется жидкий 3He . В этом случае при низких 
частотах ведущего поля скорость релаксации импульса 
электронов Dν , обусловленная торможением лунок, 
значительно превышает скорость релаксации импульса 
за счет взаимодействия с тепловыми возбуждениями 
поверхности eν . Поэтому особенности взаимодейст-
вия элементарных возбуждений ВК с тепловыми по-
верхностными возбуждениями жидкого 3He  не оказы-
вают существенного влияния на проводимость 
электронного слоя. 

Типичная температурная зависимость сопротивле-
ния ПЭ над жидким 3He  показана на рис. 14 для 

8= 1,5 10en ⋅  см 2− . Вертикальная прямая (штрих-пунк-
тир) разделяет температурную ось на область, где 
электроны находятся в жидкой фазе (L), и область, где 
электроны образуют вигнеровский кристалл (S). В жид-
кой фазе = 0Dν , а eν  и 1 / σ  убывают с уменьшением 
температуры, так как плотность атомов гелия над по-
верхностью вымерзает с экспоненциальной скоростью, 
а распределение риплонов ( )r

qN T∝  для характерных q, 
участвующих в рассеянии электронов ( 2 ).q k≤  

Переход в кристаллическое состояние сопровожда-
ется скачком сопротивления, так как при переходе по-
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является вклад в импульсную релаксацию от поверх-
ностных лунок 

 
23 (0) (0)

2
,

= , = ,e
D g g g

e e r g

n g
g U

m n
η

ν ξ ξ −
ρω

∑
g

 (63) 

который при mT T�  оказывается много больше eν . 
Здесь (0)

gξ  представляет собой фурье-компоненту сме-
щения поверхности 0 ( )ξ r  в неподвижной луночной 
решетке (см. (43)). Скачок сопротивления электронов 
вызван поляронным зацеплением вигнеровского кри-
сталла с вязкой подложкой. 

С уменьшением температуры дальнейшее возраста-
ние сопротивления обусловлено увеличением вязкости 
ферми-жидкости 21/ Tη ∝  и возрастанием (0)

gξ  из-за 
фактора 2 2exp ( /4),fg u− 〈 〉  входящего в определение 

.gU  Несмотря на то, что движение ВК обязательно 
деформирует луночную решетку, чтобы средняя сила, 
действующая на электроны со стороны искривленной 
поверхности, равнялась силе вязкого трения луночной 
решетки fricF  (см., например, рис. 6), линейная прово-
димость и Dν  выражаются только через равновесные 
характеристики системы, такие как (0)

gξ , в полном со-
ответствии с общей теорией линейного отклика. 

В области 20 мКT  температурная зависимость 
1 / σ  выходит на насыщение, так как длина свободного 
пробега квазичастиц в жидком 3He  становится больше 
периода решетки. В этом случае сила трения луночной 
решетки определяется зеркальным отражением объем-
ных возбуждений ферми-жидкости от искривленной 
поверхности и может быть записана в виде [26] 

 
(qp) 4 22 (0)

2
( )

= 2 ( ) ,
8

F
D F g

e e

k
f g

m n
ν Δ ξ

π
∑
g

 (64) 

где ( )Ff ε  — функция распределения квазичастиц. В 
нормальной фазе жидкого 3He  энергетическая щель 

Δ  равна нулю и, следовательно, 2 ( ) = 1Ff Δ . Сильная 
зависимость Dν  от значения импульса квазичастиц на 
поверхности Ферми (qp)

Fk  позволяет экспериментально 
проверить различные теоретические модели жидкого 
3He  [29]. 
Еще один важный температурный режим для сопро-

тивления ВК возникает ниже температуры сверхтекуче-
го перехода < 0,93cT T � мК, где в спектре возбужде-
ний жидкости появляется щель ( ) 2 2

, ,= ( ) ,S
p pE Eσ σ + Δ  

здесь =p k , σ  — спиновый индекс, ,pE σ  — энерге-
тический спектр нормальной ферми-жидкости. Энер-
гетическая щель уменьшает число объемных возбуж-
дений и, следовательно, уменьшает скорость передачи 
импульса от луночной решетки к ферми-жидкости, что 
приводит к экспоненциальному вымерзанию сопро-
тивления ВК: 

 
[ ]

( ) 2= .
( ) exp ( ) / 1

cT
T T T

σ
σ Δ +

 (65) 

Для температурной зависимости ( )TΔ  обычно исполь-
зуется следующая интерполяционная формула: 

 ( ) = (0) th 1 ,
(0)

cT
T

T

∗⎡ ⎤Δ
Δ Δ −⎢ ⎥

Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (66) 

где (0) = 1,74 cTΔ  и 3,06 .cT∗Δ �  
Таким образом, несмотря на небольшую глубину од-

ноэлектронных поверхностных лунок, индуцированных 
вигнеровской кристаллизацией, и малость 610 ,−∇ξ ∼  
поляронное связывание электронной решетки и по-
верхности ферми-жидкости приводит к огромным из-
менениям сопротивления ВК (более чем на три поряд-
ка). Хорошее численное согласие между теорией и 
экспериментом позволяет использовать вигнеровский 
кристалл поверхностных электронов как чувствитель-
ный инструмент для исследования квазичастичных воз-
буждений в сверхтекучем 3He . Например, ВК успешно 
использовался для определения текстуры сверхтекучей 
A-фазы вблизи свободной поверхности при наличии 
параллельного магнитного поля [27,82]. 

4.3. Высокочастотная проводимость 

Высокочастотный предел важен для определе-
ния затухания фононов и ширины плазменного резо-
нанса. При высоких частотах ведущего электрического 
поля ,1rω ω�  электронная решетка колеблется в поле 
практически неподвижных лунок. В этом случае ре-
лаксация импульса определяется чисто электронной 
составляющей eν . Для вычисления электронной про-
водимости в пределе высоких частот удобно использо-
вать подход, основанный на так называемой функции 
памяти [83]. При этом эффективная частота столкно-
вений ПЭ вполне определяется равновесным динами-
ческим структурным фактором электронной системы 

( , )S ωq  с помощью простого соотношения [29] 

Рис. 14. Сопротивление ВК над жидким 3He : данные [80,81],
теория [26,41]. 
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/ , 21 e( ) =

8

T r q
e q

e
U

m

− ω ω−
ν ω ×

α ω∑
q

  

 ( ) (r)
, ,( 1) ( , ) ( , )r

q r q q r qN S N S⎡ ⎤× + ω − ω + ω + ω⎣ ⎦q q . (67) 

Здесь ( )r
qN  — функция распределения риплонов. Два 

характерных слагаемых в квадратных скобках опи-
сывают вклады процессов рождения и уничтожения 
риплонов соответственно. Следует отметить, что в пре-
дельном случае 0ω →  формула (67) переходит в ре-
зультат, полученный для статической проводимости 
сильнокоррелированной двумерной электронной сис-
темы [51]. Поэтому для ПЭ в гелии можно считать, что 
формула (67) правильно описывает импульсную релак-
сацию электронов во всем диапазоне частот. 

Прежде всего следует отметить сильную частотную 
зависимость ( ),eν ω  возникающую при низких темпе-
ратурах, когда / Tω  становится больше единицы. Это 
чисто квантовый эффект, следующий из флуктуацион-
но-диссипативной теоремы. Он не зависит от фазового 
состояния электронной системы. Рассмотрим, напри-
мер, высокотемпературное приближение для ДСФ из 
(27), применимое как к кристаллической фазе ( > DT T , 
где DT  — дебаевская температура), так и к газовой 
фазе ( =eK T ). Для ВК средняя кинетическая энергия 
электронов eK  из (28), как правило, существенно от-
личается от температуры. Используя приближение (27), 
в формуле (67) можно пренебречь qω  в аргументе 
ДСФ и считать ( )

,/ 1r
q r qN T ω� � , что дает 

 
/ 2

2
(1 e )( )

( ) =
2

T

e
eE T− ω

⊥−
ν ω ×

πα ω
  

 
2

2

0
( ) exp ,

4 e
G x x dx

K x

∞ ⎡ ⎤⎛ ⎞ω⎢ ⎥× − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  (68) 

где 

 
2 2 2 2

11 2
2

( ) = 1 ,T Tk x k x
G x w

eE⊥

⎛ ⎞Λ
+ ⎜ ⎟⎜ ⎟γ⎝ ⎠

 (69) 

= 2T ek mK , а параметр 1−γ  характеризует степень 
затухания электронной волновой функции в газовой 
фазе гелия. 

Интеграл в правой части (68) почти не зависит от 
параметра / ,eKω  входящего в подынтегральную 
функцию. Это хорошо видно в пределе сильных при-
жимающих полей, когда ( ) 1G x �  и интеграл равен 
числу / 2π . Поэтому частотная зависимость eν  в ос-
новном определяется предынтегральным множите-
лем [84]: 

 
/(1 e )( ) (0).
T

e e
T − ω−

ν ω ν
ω

�  (70) 

Отсюда следует, что при <T ω  эффективная частота 
столкновений приобретает дополнительный множи-

тель /T ω , по сравнению с результатом, полученным 
для = 0.ω  Такое поведение частоты столкновений на-
блюдается экспериментально [66,85] при измерении 
ширины плазменного резонанса. 

При низких температурах приближение (27) для 
ДСФ ВК, вообще говоря, неприменимо. В этом случае 
простейшее приближение сводится к упругому слагае-
мому (29), для которого фононы ВК не участвуют в 
рассеянии риплонов. При этом эффективная частота 
столкновений ВК имеет вид, соответствующий резо-
нансному возбуждению стоячих каппилярных волн, 
подробно обсуждавшемуся выше. 

При исследовании вклада неупругих процессов рас-
сеяния следует еще раз вернуться к определению 
функции 2 2= /4gW g u〈 〉 , которая расходится для теп-
ловых возбуждений бесконечного двумерного кри-
сталла. Отметим, что в пределе сильной связи ( 1 1C � ) 
низкочастотные фононы ВК, ответственные за расхо-
димость, перенормируются в результате взаимодейст-
вия с риплонами, а соответствующие линейные (по 
электронным смещениям) слагаемые в гамильтониане 
взаимодействия, приводящие к однофононным про-
цессам, учтены при нахождении спектра связанных 
фонон-риплонных колебаний. Неучтенными остаются 
процессы рассеяния с участием высокочастотных фо-
нонных мод и многофононные процессы с участием 
низкочастотных мод. В случае жидкого 3He  при низ-
ких температурах вкладом низкочастотных мод мож-
но пренебречь из-за сильной вязкости. В этом случае 

2 2= /4g fW g u〈 〉  не зависит от размера системы. Не-
смотря на это, если ограничиваться только однофо-
нонными слагаемыми в ДСФ из (30), более правиль-
ным является приближение ( ) (0)g gW T W→ , которое 
учитывает компенсацию вклада в gW  тепловых коле-
баний большой амплитуды, возникающую вследствие 
многофононных процессов (см. обсуждение, приве-
денное после формулы (30)). 

Для высоких частот вклад однофононных слагае-
мых поперечной моды ( 2 2 2 2

, =f t f tc kΩ ω + ) в формуле 
(30) является основным. Его можно преобразовать к 
следующему виду: 

22
(1ph)

,2 /
e( , ) = ( ) .

4 (1 e )

Wq

fT
e t

qS
m c

−

− Ω
Ω θ Ω − ω δ

−
∑ q g
g

q  (71) 

Здесь и ниже используем обозначение Ω  для частотно-
го аргумента ДСФ, так как в общем случае, согласно 
(67), он отличается от частоты ведущего поля ω. 

Использование приближения (71) в (67) дает [84] 

 
22 /2(1ph) 2 2

2 2( ) | | e
32

fg u
e g

e t

T g U
m c

− 〈 〉ν ω ×
α ω

∑
g

�  

 [ ( ) ( )],g f g f× θ ω− ω − ω + θ ω+ ω − ω  (72) 



Ю.П. Монарха, В.Е. Сивоконь 

1376 Low Temperature Physics/Физика низких температур, 2012, т. 38, № 12 

где первое слагаемое соответствует процессам излуче-
ния риплонов, а второе — процессам поглощения. В 
предельном случае 0fω →  и gω ω�  [ ( )g fθ ω−ω −ω +

( ) 2]g f+ θ ω+ ω −ω →  соотношение (72) переходит в 
результат приближения слабой связи [86,87], если по-
ложить 2 2

0 .fu u〈 〉 → 〈 〉  Следуя [86], можно было бы сде-
лать вывод, что даже в пределе слабой связи низко-
температурная асимптотика (72) должна существенно 
отличаться от выражения, полученного для невырож-
денного электронного газа (68), поскольку в форму-
лу (72) входит скорость поперечного звука, отсутст-
вующая в газовой фазе. Однако более подробный ана-
лиз [84] приводит к противоположному выводу. Дело в 
том, что при низких температурах скорость звука вхо-
дит в ответ в комбинации 2

0 ,tc u〈 〉  которая, соглас-
но (15), не зависит от .tc  Более того, выражение (68) 
при =eK T  и приближение (72) для эффективной час-
тоты столкновений оказываются близкими даже чис-
ленно в широком интервале ω  и en . Такое же поведе-
ние эффективной частоты столкновений характерно и 
для случае сильной связи, если fω ω� . 

Сравнение различных приближений для eν  приве-
дено на рис. 15 при 8= 10en  см 2−  и 9= 3 10ω ⋅  с 1− . 
Хорошо видно, что результаты квантовой теории пере-
носа, использующей приближение (27) для ДСФ (фор-
мула (68), сплошные линии), для ВК ( > ,eK T  «Solid») 
и невырожденного газа ( =eK T , «Gas») в области низ-
ких температур сильно отличаются от соответствую-
щих результатов квазиклассического приближения 
(штриховые линии). При этом частота столкновений 
для ВК существенно выше, чем для электронного газа, 
из-за энергии нулевых колебаний ( >eK T ). 

В области низких температур приближение (68) те-
ряет силу, и его следует заменить на однофононную 
формулу из (72), показанную на рис. 15 для двух при-

ближений: 1) 2 2( ) = /4g fW T g u〈 〉  (штрих-пунктир) и 
2) = (0)g gW W  (пунктир). Резкое падение кривой для 
первого приближения в области высоких температур 
связано с уменьшением фактора Дебая–Валлера вслед-
ствие тепловых колебаний. В действительности в этой 
области должен быть рост частоты столкновений из-за 
вклада многофононных процессов рассеяния, а соот-
ветствующая кривая должна выходить на сплошную 
линию, рассчитанную для высокотемпературного при-
ближения. Компенсация вклада тепловых колебаний в 

gW  многофононными слагаемыми учитывается при-
ближением = (0)g gW W . Поэтому можно ожидать, что 
частота столкновений ВК ( )e Tν  будет монотонно воз-
растать вдоль пунктирной линии, рассчитанной для 
однофононных процессов с ( ) = (0)g gW T W , до ее пе-
ресечения с результатом высокотемпературного при-
ближения. В области пересечения ( )e Tν  должна плав-
но переходить в результат, даваемый формулой (68) 
(сплошная линия «Solid»). 

Таким образом, в низкотемпературном пределе вы-
сокочастотные проводимости ВК и электронного газа 
оказываются близкими. Исключение составляет случай 
частот ,1f rω → ω ω� . При этом первое слагаемое в 
квадратных скобках выражения (72) зануляется или 
становится значительно меньше второго слагаемого, 
что приводит к двукратному уменьшению ( )e Tν  по 
сравнению с результатом теории слабой связи. Этот 
эффект наблюдался при измерении ширины плазмен-
ного резонанса [85]. На рис. 16 хорошо видно, что ши-
рина плазменного резонанса с частотой внешнего поля 

Рис. 15. Эффективная частота столкновений eν  как функция
температуры для различных теоретических моделей, обсуж-
даемых в тексте. 
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= ( )f Tω ω  даже для такого классического объекта, как 
вигнеровский кристалл, ведет себя в соответствии с 
результатом квантовой теории переноса, резко умень-
шаясь в области <T ω . Численно ширина резонанса 
соответствует частоте столкновений, примерно в два 
раза меньшей, чем результат, получающийся в теории 
слабой связи. 

При сверхнизких температурах ширина резонанса 
выходит на плато. При включении слабого магнитного 
поля (150 Гс) и одновременном увеличении концен-
трации электронов примерно в 2,6 раза высота плато 
возрастает почти на два порядка. Причина появления 
этого необычного плато пока не найдена. 

4.4. Подвижность над жидким 4 He  

Как отмечалось выше, затухание капиллярных волн 
в жидком 4 He  настолько мало, что торможением по-
верхностных лунок можно пренебречь ( D eν ν� ). 
В этом случае изменения в проводимости электро-
нов, вызванные вигнеровским переходом, связаны с 
электронной составляющей eν , если можно пре-
небречь инерционным членом Reω Z  в формуле (60). 
Типичное поведение низкочастотной подвижности 
ПЭ над жидким 4 He  показано на рис. 17 для 

8 2= 6,3 10 смen −⋅  [88]. В жидкой фазе ( > mT T ) под-
вижность электронов ведет себя подобно подвиж-
ности невырожденного электронного газа (пунктир) 
в условиях, когда межэлектронные столкновения кон-
тролируют распределение электронного импульса 
( ).e e e−ν ν�  

Для жидкой фазы ПЭ расхождение результатов экспе-
римента и теоретической кривой сильно зависит от элек-
тронной плотности. Например, при 8= 0,53 10en ⋅  см 2−  
экспериментальные данные довольно точно ложатся на 
расчетную линию одноэлектронного приближения 
[88]. Некоторое дополнительное увеличение eν  в об-
ласти больших концентраций электронов появляется 
вследствие реализации режима частых межэлектрон-
ных столкновений e e e−ν ν�  (пунктир), соответст-
вующего результатам (67) и (68) для ( )0eν ω → . Даже 
если положить, что eν  совпадает с высокотемпера-
турной асимптотикой, найденной для ВК ( e eT K→ , 
точечная линия), этого будет недостаточно для объяс-
нения отклонения экспериментальных данных от рас-
четных кривых для жидкой фазы ПЭ. 

Из рис. 17 следует, что переход электронной систе-
мы в кристаллическое состояние приводит к резкому 
(примерно двукратному) увеличению эксперименталь-
ных значений для 1.−μ  Резкий максимум в области 
перехода, возможно, связан с наличием термоактиви-
рованных дислокаций и дислокационных пар, плот-
ность которых быстро уменьшается при понижении 
температуры. Следует отметить также небольшой плав-
ный рост сопротивления ВК при понижении темпе-
ратуры. 

К сожалению, строгое теоретическое описание про-
водимости ВК в области низких частот ведущего поля 
сталкивается с серьезными трудностями вследствие 
того, что фонон-риплонная система находится в режи-
ме сильной связи. Это, вообще говоря, не позволяет 
использовать ДСФ свободного ВК для описания часто-
ты столкновений в формуле (67). Вместе с тем имеет 
смысл упомянуть основные результаты, полученные 
для режима слабой связи. 

В области низких частот однофононное приближе-
ние для ДСФ электронной решетки на плоской под-
ложке определяется, в основном, поперечными фоно-
нами с :k g�  

 
2 2(1ph)

,2( , ) = e
4

Wq

e t

qS q
m c

−
Ω δ ×∑ q g

g
  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 ,B Bn n⎡ ⎤× Ω + θ Ω + Ω θ −Ω⎣ ⎦  (73) 

где ( )Bn ε  — функция распределения Бозе. Непосред-
ственное использование этого приближения в формуле 
(67) при TΩ �  дает 

 
2 2 2

2 2
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1 1= e .
| | | |32

Wg
e g

r g r ge t

T g U
m c

− ⎡ ⎤
ν +⎢ ⎥

ω − ω ω + ωα ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑
g

  

  (74) 

Вдали от резонансов ( ,r gω ω� ) величина eν  не зави-
сит от частоты поля, и для условий рис. 17 оказывается 
более чем на порядок выше значений, следующих из 
приведенных экспериментальных данных. Такое силь-

Рис. 17. Величина, обратная подвижности ПЭ над жидким
4He , как функция температуры: данные [88] (кружки); рас-
чет для невырожденного электронного газа в режиме частых
межэлектронных столкновений (пунктир); расчет по форму-
ле (68) со средней кинетической энергией ВК >eK T  (то-
чечная линия); расчет, учитывающий изменение эффектив-
ной массы электрона (сплошная линия). 
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ное расхождение теории слабой связи и эксперимента 
объясняется тем, что линейные по lu  слагаемые га-
мильтониана электрон-риплонного взаимодействия 
(34), приводящие к (74), в условиях сильной связи учи-
тываются перенормировкой фононных частот ВК 

( )s kΩ . Остающиеся взаимодействия, например мно-
гофононные процессы, и слагаемое с (r) = 0qN  в одно-
фононном приближении для низкочастотной моды, не 
учтенное при классическом описании фонон-риплон-
ного связывания, приводят к частотам столкновений 
ВК порядка значений, найденных для невырожденного 
электронного газа. 

Сильная связь фононов ВК с поверхностными воз-
буждениями жидкого гелия приводит к резкому увели-
чению инерционного слагаемого Reω Z  в формуле (60) 
для измеряемой подвижности. Для частоты ведущего 
поля, использованной в эксперименте [88] (1 МГц), ве-
личина /d eM mω  имеет тот же порядок, что и eν . По-
этому резкое возрастание 1−μ  в основном связано с 
изменением инерционного слагаемого при вигнеров-
ском переходе. Используя приближение =1 ( )dM T+ ×Z

( )/m eT T m× θ −  и соотношение 2= /131m eT e nπ  можно 
рассчитать скачок 1( )−μ ω , вызванный кристаллизаци-
ей электронов (рис. 17, сплошная линия). Если подо-
гнать теоретическое значение eν  к эксперименталь-
ным данным в жидкой фазе с помощью постоянного 
численного коэффициента, то теоретический расчет 
(штриховая линия) будет неплохо описывать измене-
ния подвижности при вигнеровском переходе. Вклад 
инерционного слагаемого должен уменьшаться с по-
нижением частоты ω , что соответствует эксперимен-
тальным наблюдениям [89]. Резкий максимум 1−μ  в 
окрестности фазового перехода, приписываемый дис-
локационным парам [88,89], может быть связан с до-
полнительными инерционными слагаемыми. 

4.5. Циклотронный резонанс 

Пожалуй, наиболее полно релаксационные свойства 
ПЭ в гелии исследованы с использованием циклотрон-
ного резонанса [55,61]. Измерения проводились в дос-
таточно широкой области температур и электронных 
концентраций. По ряду причин, уже упоминавшихся 
здесь, никаких существенных аномалий для ширины 
резонанса, которые можно было бы связать с вигне-
ровским переходом, обнаружено не было. Вместе с 
тем, уже после обнаружения ВК поверхностных элек-
тронов, были проведены эксперименты по исследова-
нию циклотронного резонанса ВК [90], результаты 
которых для ширины резонанса, представленные на 
рис. 18 (кружки), противоречили теоретическим пред-
сказаниям [54] (штриховая линия). Объяснение этого 
противоречия было дано значительно позднее [53] в 
связи с исследованием влияния сильного кулоновского 
взаимодействия на магнитотранспорт двумерного 
электронного газа. 

Теория циклотронного резонанса в вигнеровском 
кристалле [53] связывает ширину резонанса CRγ  с 
равновесным ДСФ электронной системы ( , )S q Ω  с 
помощью соотношения = 2 ( )CR eγ ν ω  и приведенной 
выше формулы (67) для ( )eν ω . В сильных магнитных 
полях для ( , )S q Ω  можно использовать выражение 
(31), которое не содержит параметров, расходящихся в 
пределе .L → ∞  Подстановка этого приближения в 
формулу (67) приводит к следующему результату: 

 

/2( ) 1 e
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2
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eE l l⊥
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 (77) 

CΓ  — характерное кулоновское уширение ДСФ, введен-
ное в (32). Остальные обозначения те же, что и в (69). 

При проведении численных расчетов по форму-
ле (75) важно не ограничиваться только резонансным 
слагаемым c = 1n  (такое ограничение эквивалент-
но приближению [54], результат которого показан на 
рис. 18 штриховой линией). Учет остальных членов 
суммы по n  (сплошная линия) существенно изменяет 
зависимость ( ).CR enγ  Падение ширины резонанса с 

Рис. 18. Ширина циклотронного резонанса в электронном 
кристалле на поверхности жидкого гелия: эксперименталь-
ные данные [90] (кружки), теоретическое предсказание [54] 
(штриховая линия) и расчет по формуле (75) [53] (сплошная 
линия). 
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увеличением ,en  имеющее место в области малых 
концентраций, быстро сменяется возрастанием. Это 
устраняет противоречие между экспериментом и тео-
рией, обсуждавшееся в [90]. Эффект падения ширины 
циклотронного резонанса в области малых ,en  так же 
как и последующий рост ( ),CR enγ  наблюдались и в 
жидкой фазе ПЭ [55,61]. Хорошее соответствие между 
данными для CRγ , полученными в жидкой фазе ПЭ и 
кристаллической фазе, позволяет использовать форму-
лу (31) для описания ДСФ ( , )S q Ω  и транспортных 
свойств двумерной кулоновской жидкости, в которой 
средняя потенциальная энергия взаимодействия элек-
тронов много больше средней кинетической энергии. 

Таким образом, теория линейной проводимости ВК 
достаточно хорошо описывает импульсную релакса-
цию ПЭ eν  в условиях, когда применимо приближе-
ние слабой связи между фононами ВК и поверхност-
ными возбуждениями жидкого гелия (высокочастотная 
проводимость, циклотронный резонанс). В низкочас-
тотном пределе, когда наиболее существенно прояв-
ляется режим сильной связи между фононами ВК и 
риплонами, электронная составляющая эффективной 
частоты столкновений не имеет достаточно точного 
описания. Есть лишь качественное понимание значи-
тельного уменьшения скорости релаксации импульса 
электронов по сравнению с результатом теории слабой 
связи и оценка по порядку величины, соответствующая 
поведению сильнокоррелированной электронной жид-
кости. В этом пределе достаточно точно находятся эф-
фективная частота столкновений ВК, обусловленная 
торможением поверхностных лунок Dν , которая до-
минирует для ПЭ над жидким 3He , и инерционные 
слагаемые ( Reω Z ) в выражении для электронной 
проводимости над жидким 4 He , вызванные появлени-
ем массивных лунок. 

5. Нелинейные явления 

5.1. Основные экспериментальные результаты 
и модели 

Поведение электронного кристалла над свободной 
поверхностью жидкого гелия в переменных ведущих 
полях большой амплитуды характеризуется многочис-
ленными и своеобразными нелинейными явлениями. 
Прежде всего отметим, что пиннинг ВК на статических 
неоднородностях и сопутствующие ему нелинейные 
явления оказываются возможными для системы ПЭ 
над гелиевой пленкой, покрывающей твердую подлож-
ку. Ниже критической температуры mT  сопротивление 
системы экспоненциально возрастает c понижением 
температуры 0= exp ( / )mR R T T−γ  [8], как показано на 
рис. 19, что соответствует пиннингу кристалла на де-
фектах твердой подложки. С увеличением амплитуды 
ведущего поля E, изменяющегося пропорционально 
напряжению возбуждения inV , сопротивление не ме-

няется, пока поле не достигнет некоторого порогового 
значения th 5E �  мВ/см (см. вставку на рис. 19). В об-
ласти th>E E  сопротивление кристалла плавно умень-
шается, а затем при некотором критическом значении 

= 100NE E ∼  мВ/см резко появляется широкополос-
ный шум большой амплитуды. Этот шум, по-видимо-
му, обусловлен неравномерным скольжением ВК в по-
ле потенциала пиннинга. 

Подобные явления (пороговая зависимость сопро-
тивления от ведущего поля и широкополосный шум) 
наблюдались и в двумерном электронном газе по-
лупроводниковых структур, помещенных в сильное 
магнитное поле [14–16]. С увеличением температуры 
пороговая зависимость от ведущего поля сменяется 
плавной квадратичной зависимостью. При нагреве ис-
чезает также и широкополосный шум, что свидетель-
ствует о плавлении ВК. Характерная зависимость по-
рогового потенциала thV  от величины, обратной 
степени заполнения уровня Ландау ( 1−ν ), приведена 
на рис. 20. Хорошо видно, что, кроме непроводящей 
фазы, расположенной в области сильных магнитных 
полей ( < 1/ 5ν ), имеется возвратная непроводящая 
фаза (RIP) в области 2 / 9 > > 1/ 5ν . Такое поведение 
порогового потенциала хорошо коррелирует с зависи-
мостью ( )xxR B , представленной ранее на рис. 2. Важ-
но, что порог проводимости появляется одновременно 
с магнитоплазменными резонансами для гибридной 
моды ( )k−Ω  [15]. 

Как отмечалось выше, на свободной поверхности 
жидкого гелия нет статических дефектов, поэтому 
здесь возможно лишь поляронное связывание ВК с 
поверхностью жидкого гелия, в результате которого 
возникает зацепление электронной и луночной подре-
шеток. В отсутствие магнитного поля в ячейке цилин-
дрической геометрии обычно возбуждается радиальное 

Рис. 19. Сопротивление ВК на поверхности гелиевой пленки, 
покрывающей шероховатую твердую подложку, как функция 
температуры для 9 2= 2 10 смen −⋅  и = 380d Å [8]. На встав-
ке показана зависимость сопротивления от напряжения воз-
буждения inV  при 9 2= 5 10 см ,en −⋅  = 320d Å и = 690T  мК.
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движение электронов и соответствующие ему измене-
ния электронной плотности. Электронная скорость rv  
зависит от расстояния до центра r  и достигает макси-
мума при некотором значении r, примерно равном по-
ловине радиуса электрода. Включение постоянного 
магнитного поля, перпендикулярного электронному 
слою, индуцирует вращение электронов вокруг оси 
симметрии с некоторой скоростью rvϕ �v . В жидком 
состоянии ϕv  совпадает со скоростью холловского 
дрейфа Hv . Для кристаллического состояния это усло-
вие приближенно выполняется лишь для достаточно 
высоких частот переменного ведущего поля, удовле-
творяющих условию (58). 

При низких частотах и больших амплитудах неод-
нородного электрического поля rE , ориентированного 
вдоль радиуса, в электронном кристалле, находящемся 
в магнитном поле, возникают поперечные напряжения, 
которые могут разрушить упорядоченное состояние 
электронов. Такой сценарий, по утверждению авторов, 
реализован в работе Гианетта и Вайлена [21]. В ней 
при достаточно большом фиксированном значении ам-
плитуды ведущего поля max 0,35E �  В/см наблюда-
лись скачки величины обратной магнитопроводимо-
сти ВК как функции напряженности магнитного поля 
(см. рис. 21). Это явление сопровождалось гистерези-
сом: скачок 1

xx
−σ  вверх происходил при cB ↑ , заметно 

превышающем значение cB ↓  для резкого падения 
вниз. В кристаллической фазе магнитосопротивление 
почти не зависело от напряженности магнитного поля. 
После скачка вверх наблюдался классический рост 
величины 1 2 2

0( ) (1 / )xx c eB R−σ + ω ν�  (здесь 0R  — сопро-
тивление при = 0B ), соответствующий поведению не-

вырожденного электронного газа в слабом магнитном 
поле. Поэтому авторы предположили, что после скачка 
электронная система не упорядочена из-за так назы-
ваемого сдвигового плавления ВК. При изменении ам-
плитуды ведущего поля значения cB ↑  и cB ↓  изменя-
лись обратно пропорционально maxE . 

Иное объяснение скачка магнитосопротивления ВК 
в сильных ведущих полях было выдвинуто в работах 
Ширахама и Коно [22,91]. В этих исследованиях изме-
рялась величина 1

xx
−σ  как функция амплитуды потен-

циала возмущения inV , подаваемого на электрод, при 
постоянном значении напряженности магнитного поля. 
Эти экспериментальные данные показаны на рис. 22. 
Хорошо видно, что фазовый переход в электронной 
системе качественно меняет зависимость 1

in( )xx V−σ . 
Если выше температуры плавления 1

xx
−σ  слабо зависит 

от inV  и при малых возмущениях можно говорить о 
линейном режиме, то ниже температуры перехода во 
всем используемом диапазоне inV  нет линейного ре-
жима. При самых слабых возмущениях величина 1

xx
−σ  

быстро возрастает с увеличением inV , достигает мак-
симума, затем резко падает, переходит в слабоосцил-
лирующий режим (для = 8,5T  мК), и при некотором 
критическом значении, зависящем от T, скачком изме-
няется более чем на порядок. Для объяснения скачка 

1
xx
−σ  авторы предложили модель скользящего ВК. В 

этой модели при достаточно сильном ведущем поле 
электронная решетка соскальзывает с периодического 
потенциального рельефа, создаваемого луночной ре-
шеткой. При этом считается, что рельеф поверхности 
под электронами не изменяется при движении ВК, по-
ка ведущее поле E&  не превысит некоторого критиче-

Рис. 20. Пороговый потенциал как функция обратной степе-
ни заполнения уровня Ландау для двумерной электронной
системы в структуре GaAs/GaAlAs [15]. 
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ского значения порядка max( )E⊥ ∇ξ . После этого лу-
ночный кристалл исчезает, а упорядоченное состояние 
электронов остается. 

В связи с двумя упомянутыми выше эксперимента-
ми следует отметить интересные измерения подвижно-
сти ВК как функции амплитуды ведущего поля [92], 
проведенные в нулевом магнитном поле (рис. 23). С 
увеличением ведущего поля подвижность ВК сначала 
быстро уменьшается, что, по-видимому, соответствует 
спадающему участку 1

in( )xx V−σ  на рис. 22, где c eω ν�  
и, следовательно, 1 1/xx e

−σ ∝ ν . Затем при некотором 
критическом значении ведущего поля, порядка 
10 мВ/см, наблюдается скачок, а после него подвиж-
ность начинает возрастать с увеличением поля. В этой 
работе также высказывалось предположение о том, что 

скачкообразное изменение подвижности электронов 
обусловлено соскальзыванием ВК с потенциального 
рельефа луночной решетки, хотя не исключалась воз-
можность, что причина такой аномалии — пластиче-
ская деформация кристалла. 

Последующие теоретические исследования показа-
ли, что при быстром движении ВК по поверхности ге-
лия возникают новые интересные явления, связанные с 
изменением рельефа поверхности под движущимися 
электронами. 

5.2. Брэгг-черенковское излучение 

Основные изменения, происходщие с проводимо-
стью ВК при быстром движении вдоль поверхности 
гелия, можно качественно понять, рассматривая беско-
нечную электронную систему в скрещенных магнит-
ном и электрическом полях, не зависящих от времени. 
В обычных экспериментальных условиях холловская 
скорость электронов Hv  много больше их скорости 
вдоль ведущего поля. Ввиду особенностей спектра 
капиллярных волн ( 3/2

,r q qω ∝ ) фазовая скорость рип-
лонов, участвующих в рассеянии электронов, очень 
мала. Поэтому в данной системе легко реализуется 
черенковское излучение риплонов. При наличии про-
странственного упорядочения электроны, двигающиеся 
как целое с большой скоростью, могут излучать по-
верхностные возбуждения когерентно [23]. Этот эф-
фект был назван излучением Брэгга–Черенкова (БЧ). 

Первоначально когерентное БЧ излучение рассмат-
ривалось в предположении слабой связи между фоно-
нами ВК и риплонами [23]. При этом использовалось 
соотношение типа (67), связывающее эффективную час-
тоту столкновений (силу трения, действующую на ВК) 
и ДСФ электронной системы ( , )S ωq . Вследствие того, 
что электронная система находится в равновесии в 
системе координат, движущейся с холловской ско-
ростью, галилеевская инвариантность дает ( , )S ωq �

0 ( , · ),HS ω −q q v�  где 0S  — ДСФ равновесной систе-
мы. В постоянном ведущем поле ( = 0)ω  резонансное 
возрастание эффективной частоты столкновений eν  
при ,H r g⋅ → ωg v  легко увидеть из однофононного 
приближения для eν , приведенного в (74). В этом вы-
ражении частоту поля ω  следует заменить на H− ⋅g v . 
Отметим, что оба слагаемых в квадратных скобках 
выражения (74) дают резонансный вклад в частоту 
столкновений, поскольку H⋅g v  меняет знак при заме-
не → −g g . 

Для ПЭ в гелии реализуется режим сильной свя-
зи между ВК и риплонами. В этом пределе правая 
часть уравнения (39), описывающая давление электро-
нов на поверхность жидкого гелия, пропорциональна 
exp ( ),i t− ⋅g v  что эквивалентно наличию переменного 
по времени возмущения с частотой =ω ⋅g v  (здесь 
v — скорость ВК). При этом решение (39) может быть 
записано в виде ( ) exp ( ),i tξ − ⋅g v g v  где 

Рис. 22. Обратная проводимость 1
xx
−σ  как функция амплитуды

потенциала возмущения при 8 2=1,1 10 см ,en −⋅  /2 =100 кГцω π
и = 92,5E⊥  В/см [22]. 
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2 2
,

( ) = .
( ) 2

e g

r g g

n gU

i
ξ −

⎡ ⎤ρ ω − ⋅ − γ ⋅⎣ ⎦
g v

g v g v
 (78) 

Отсюда следует, что глубина поверхностных лунок 
резко возрастает, когда ,r g⋅ → ωg v , что соответствует 
условию для БЧ излучения капиллярных волн. При 
наличии достаточно сильного магнитного поля .Hv v�  
В таком подходе очевидно, что нелинейные БЧ резо-
нансы для постоянного ведущего поля возникают по-
добно электрон-риплонным резонансам при слабом 
переменном ведущем поле. Соотношение (78) получе-
но в предположении о стационарном ( = 0ω ) движении 
недеформируемого ВК, сильно связанного с луночной 
решеткой. Фононы ВК лишь формируют распределе-
ние электронной плотности в узлах решетки. 

Увеличение глубины поверхностной лунки должно 
приводить к увеличению eе присоединенной массы 

( )dM ⋅g v  и силы DF , действующей на электроны со 
стороны лунок. Из-за конечного затухания риплонов 
сила DF  имеет резкий максимум при ,= r g⋅ ωg v . При 
увеличении ведущего поля сверх порогового значения 

th max= ( )DE F  баланс сил, действующих на электрон-
ную решетку, оказывается невозможным и происходит 
динамическое развязывание электронной и луночной 
подрешеток [24]. При этом пороговая скорость thv  
привязана к наименьшей фазовой скорости риплонов 

(v)
, 11

/r g gω  вдоль заданного направления. Считается, 
что при развязывании подрешеток упорядочение элек-
тронной системы сохраняется. Поэтому, в некоторым 
смысле, модель ВК, соскальзывающего с недеформи-
руемого рельефа поверхности [22], можно рассматри-
вать как упрощенную модель развязывания электрон-
ной и луночной подрешеток. 

Приведенный выше анализ основывается на ста-
ционарной модели, когда ведущее электрическое поле 
не зависит от времени. В эксперименте с ПЭ исполь-
зуются не постоянные, а переменные ведущие поля. 
При этом за период колебаний тока ВК может не-
сколько раз выполняться условие для БЧ излучения. 
Для слабого затухания капиллярных волн возмущения 
поверхности, вызванные прохождением этих критиче-
ских точек, не успевают релаксировать к началу ново-
го периода колебаний и в системе реализуется новый 
режим БЧ излучения. Теоретический анализ показы-
вает, что из-за конечной частоты ведущего поля не-
линейные соотношения между основными фурье-
компонентами ведущего поля E&  и скорости ВК суще-
ственно изменяются [25]. Формула (44) связывает си-
лу, действующую на ВК со стороны луночной решетки 

DF , и смещение кристалла как целого ( )u t . Считая ток 
заданным, полагаем, что смещения кристалла проис-
ходят вдоль оси x  и имеют простую гармоническую 
зависимость от времени: ( )( )

0( ) = ( / ) sin ,xxu t tω ωv  где 
( )
0
xv  — амплитуда скорости. В равновесии электриче-

ское поле должно соответствовать условию = DeE F& , 
поэтому зависимость ( ),E t&  соответствующая задан-
ному движению ( ),xu t  вполне определяется соотноше-
нием (44). 

В экспериментах с переменным ведущим полем, как 
правило, измеряются основные компоненты фурье-сиг-
нала. Поэтому рассмотрим только главные Фурье-ком-
поненты, считая 

 ( ) cos ( ) sin ( ).c st t tω + ωE E E& �  (79) 

Подстановка заданной зависимости ( ) ( )xu t  в (44) по-
зволяет легко найти ( )x

cE  и ( )x
sE . Вводя характерную 

скорость ( ) ( )
, ,= / ,x x

r g r g gωv  окончательный результат 
может быть представлен в следующем виде [25,93]: 

 ( )
( ) 2

( )( )
, 0 2

,
=

x
gxx e

c s
r g

g gUn
E

e
×

ρ ω
∑
g

v   

 ( )( ) ( )
, , , ,0 / , / , / ,x x

c s r g g r g r gQ× γ ω ω ωv v  (80) 

где 

 ( ) 2

0
, , = 4 sin (2 )e y

cQ y
∞

′− γ′ ′ ′γ ω ×∫v   

 [ ]1cos ( ) 2 sin ( ) / ,y J y dy′ ′ ′ ′× ω ω ωv  (81) 

( )nJ z  — функция Бесселя, выражение для функции 
sQ  отличается от выражения для cQ  простой заменой 

cos ( )y′ω  на sin ( ),y′ω  а затухание риплонов считаем 
малым ( ,ˆ g r gω ω� ). Параметры ,′ ′γv  и ′ω  представ-
ляют собой обезразмеренные скорость ВК, затухание 
риплонов и частоту ведущего поля. 

Интегралы cQ  и sQ  как функции безразмерной ско-
рости ( ) ( )

,0= /x x
r g′v v v  описывают нелинейную динамику 

двумерного вигнеровского кристалла в широкой облас-
ти частот ведущего поля. Для низких частот ,1rω ω�  
в выражении (79) преобладает косинус-компонента 
Фурье ( ( ) ( )x x

c sE E� ), которая осциллирует в фазе с 
электронной скоростью ( )( )

0( ) = cos ( ).xx t tωv v  В этом 
случае зависимость ( )cQ ′v  имеет форму зубца пилы. 
Например, в адиабатическом режиме gω γ�  при 

0gγ →  имеем 

 
2

2 ( 1)( ,0,0) .
) 1

cQ
′θ −′ →

′ ′ −

vv
v (v

 (82) 

Таким образом, фурье-компонента cE  резко возраста-
ет при ( ) ( )

,0= / 1x x
r g′ →v v v , что соответствует когерент-

ному БЧ излучению капиллярных волн. Интересно 
отметить, что хвосты функции ( )cQ ′v  не зависят от 
слабого затухания риплонов и оказываются конечными 
даже при = 0gγ . 

В большинстве экспериментов с ПЭ в гелии реализу-
ется неадиабатический режим <gγ ω , когда большие 
смещения поверхности гелия, возбуждаемые электрон-
ной решеткой при прохождения условия ( ) ( )

,( ) = ,x x
r gtv v  

не успевают полностью релаксировать за период коле-
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баний тока. В этом случае токовые характеристики ВК 
могут сильно отличаться от результатов для адиабати-
ческого и стационарного режимов. График функции 

( ),cQ ′v  описывающей форму БЧ максимумов ( )( )
0( ),xx

cE v  
приведен на рис. 24 для различных частот ведущего 
поля. При очень низкой частоте = 0,001′ω � = 0,05′γ  
кривая ( )cQ ′v  подобна асимптотике (82), полученной 
для адиабатического режима в пределе = 0.′γ  Ее фор-
ма напоминает вид зубца пилы с резким левым краем. 
Увеличение частоты ведущего поля при фиксирован-
ном затухании ′γ  делает левый край кривой более 
плавным. В то же время на правом хвосте функции 

( )cQ ′v  появляются характерные осцилляции, период 
которых зависит от соотношения между ω  и , .r gω  Эти 
осцилляции появляются из-за интерференции рип-
лонов, излученных в разные моменты времени, при 
условии, что амплитуда колебаний скорости превы-
шает ( )

,
x

r gv . 
Поскольку ( )cQ ′v  резко возрастает при ( ) ( )

,0 ,x x
r g→v v  

соответствующая компонента поля ( )( )
0( )xx

cE v  из-
меняется при практически неизменной скорости ВК. 
Такое явление наблюдалось экспериментально при 

/ 2 4ω π∼ кГц [94]. Ограничение, накладываемое на 
амплитуду скорости, приводит к магнитопроводимости 

,xxσ  пропорциональной амплитуде входного напря-
жения inV , что коррелирует со спадающим участком 
на зависимости 1

in( )xx V−σ  в экспериментах [22,91] 
(рис. 22). Следует отметить также, что осцилляции 
проводимости как функции амплитуды холловской 
скорости, подобные осцилляциям на правом крыле 
зависимости ( ),cQ ′v  наблюдались экспериментально 
для ПЭ в ограниченной геометрии [95]. 

В случае очень высоких частот ведущего поля 
,r gω ω�  и слабого затухания риплонов, в выражении 

(79) преобладает синус-компонента Фурье ( ) ( ) ,x x
s cE E�  

которая осциллирует в фазе с колебаниями смещения 

ВК ( )
0( ) = sin ( ),xu t u tω  а не скорости, как это было 

для низких частот (здесь ( )
0 0= /xu ωv ). Сравнение ком-

понент ( )x
sE  и ( )x

cE  приведено на рис. 25 для доста-
точно малого затухания ,/ = 0,05,g r gγ ω  которое все 
же значительно больше затухания риплонов в чистом 
4 He.  Важно, что компонента ( )x

sE  не зависит от сла-
бого затухания, а ( )x

cE  убывает при уменьшении .gγ  
Поэтому для жидкого 4 He  компонентой ( )x

cE  можно 
пренебречь. В режиме заданного тока кривая ( )

0( )x
sE u  

описывает синус-компоненту силы [ ( )
0( )x

seE u ], дейст-
вующей на ВК со стороны луночной решетки при быс-
тропеременных смещениях определенной амплитуды. 

Если в эксперименте реализуется режим заданного 
напряжения, то при ведущих полях, амплитуда кото-
рых превышает пороговое значение ( )

th max= ( )x
sE E , 

баланс сил, приложенных к ВК, оказывается невоз-
можным. При этом система должна перейти в новое 
состояние с большой амплитудой колебаний. Для ус-
ловий рис. 25 величина th 56E �  мВ/см. Этот переход 
напоминает модель ВК, соскальзывающего с непод-
вижного рельефа поверхности. Действительно, на вы-
соких частотах ,r gω ω�  луночная решетка почти не 
движется, а пороговое значение thE  не зависит от за-
тухания риплонов. Даже численно модель соскальзы-
вающего ВК дает значение th 46E �  мВ/см, близкое к 
значению, следующему из рис. 25. 

5.3. Нелинейная проводимость на поверхности 
ферми-жидкости 

Как отмечено выше, сильная вязкость ферми-жид-
кости приводит к тому, что релаксация импульса ВК 
над 3He  в основном определяется эффектами тормо-
жения поверхностных лунок ( D eν ν� ). В этом случае 
линейный режим проводимости ВК реализуется в 
обычных для эксперимента с ПЭ в гелии ведущих по-

Рис. 24. Изменения формы отдельного ВЧ пика для –E& v
характеристики, описываемого функцией ( ),cQ ′v  при раз-
личных частотах переменного тока ( ,= / r g′ω ω ω ). 
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Рис. 25. Сравнение компонент Фурье ( )x
sE  (сплошная линия) 

и ( )x
cE  (пунктир), приведенных в (80), как функций ампли-

туды высокочастотных ( /2 = 37ω π МГц) смещений ВК 0u
при = 0,15T  К и 8= 8,5 10en ⋅  см 2−  [93]. 
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лях, а экспериментальные данные хорошо согласуются 
(см. рис. 14) с простым теоретическим описанием про-
цесса передачи импульса от движущейся лунки к объ-
емным возбуждениям жидкого 3He.  В то же время 
оказывается, что очень большие значения коэффици-
ента затухания риплонов gγ  могут приводить к нели-
нейному режиму проводимости ВК при скоростях дви-
жения, значительно меньших критической скорости 

1 , 11
= /r g gωv  для БЧ излучения капиллярных волн 

[41,96]. 
Причину указанной выше нелинейности легко по-

нять из формулы (78) для деформационного рельефа 
( ),gξ v  движущегося с некоторой произвольной скоро-

стью v. В этой формуле ⋅g v  играет роль частоты 
внешнего возмущения. Если для малых значений ко-
эффициента затухания, характерных для жидкого 4 He,  
величина | ( ) |gξ v  возрастает при ,r g⋅ → ωg v  из-за 
БЧ эффекта, то при очень большом его значении 

,g r gγ ω�  величина | ( ) |gξ v  убывает при увеличении 
скорости, так как параметр 2 gγ ⋅g v  в знаменателе пра-
вой части формулы (78) значительно превосходит 

2( ) .⋅g v  
Типичная E −& v  характеристика, рассчитанная с 

учетом конечности электронного вклада ( ) = const,eν v  
представлена на рис. 26. При малых скоростях движе-
ния сила DF , действующая на ВК со стороны луноч-
ной решетки, линейно возрастает с увеличением скоро-
сти ( ,E ∝& v  здесь = /DE F e& ). Следует отметить, что 

DF  равна по величине силе трения fric ,F  действующей 
на луночную решетку со стороны жидкого гелия, и 
направлена в противоположную сторону. Из-за умень-
шения | ( ) |gξ v  на кривой ( )E& v  появляется максимум, 
а затем происходит быстрое спадание силы трения лу-

ночной решетки. Очевидно, что при ведущих полях ,E&  
превышающих пороговое значение th max( / ) ,DE F e≡  
баланс сил, действующих на ВК, оказывается невоз-
можным для малых скоростей движения 1< .v v  Соот-
ветствующее критическое значение v  будем называть 
пороговой скоростью thv . При больших скоростях 

1�v v  возможно новое равновесие из-за наличия 
электронной составляющей в частоте релаксации им-
пульса eν . При измерениях проводимости ПЭ в гелии 
часто фиксируется ток в системе, поэтому спадающий 
участок кривой ( )E& v  также хорошо наблюдается экс-
периментально [96]. 

При изменении температуры в широком интервале 
пороговое значение поля thE  изменяется в значительно 
меньшей степени, чем пороговое значение скорости th.v  
Это обстоятельство хорошо иллюстрирует рис. 27, где 
представлены экспериментальные данные и теоретиче-
ские расчеты. Сильная температурная зависимость thv  
обусловлена тем, что нелинейная добавка в знаменате-
ле формулы (78) 2 gγ ⋅g v  пропорциональна коэффици-
енту затухания риплонов. Поэтому th ( ) 1/ ( )gT T∝ γv . 
На рис. 27 теоретическая кривая th ( )Tv  подогнана к 
экспериментальным данным с помощью коэффициента 
пропорциональности порядка единицы. Поскольку для 
жидкого 3He  сопротивление ВК пропорционально ,gγ  
вполне очевидна корреляция между зависимостями 

th ( )Tv  и ( )Tσ  (см. рис. 14). Представляется удиви-
тельным, что расчетная зависимость th ( )E T  на рис. 27 
ведет себя подобно пороговому полю (0)

th ( )E T  в моде-
ли соскальзывания ВК по недеформируемой луночной 
решетке. При этом, как правило, thE  немного меньше 

(0)
thE  [41]. 

Рис. 26. Типичная E −& v  характеристика для нелинейного
транспорта двумерного ВК на поверхности жидкого 3He
(сплошная линия) [41]. Пороговое значение ведущего поля

(0)
thE  для модели соскальзывания ВК на недеформируемом

рельефе поверхности показано штрих-пунктирной линией. 
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Рис. 27. Температурные зависимости пороговых значений 
поля (кружки — эксперимент, сплошная линия — теория) и 
скорости (треугольники — эксперимент, штриховая линия —
теория) для ВК над жидким 3He  при 8 2= 1,5 10 смen −⋅  [96].
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5.4. Эксперименты с двумя возмущающими полями 

В обсуждавшихся выше экспериментах одно и то же 
электрическое поле одновременно вызывало сильное 
возмущение вигнеровской решетки и использовалось 
для измерения характеристик системы, таких как про-
водимость и эффективная масса. Возможна и другая 
постановка эксперимента, когда сильное нелинейное 
возмущение ВК производится одним электрическим 
полем (обычно, высокой частоты), а для измерения 
проводимости используется слабое ведущее поле дру-
гой частоты. В таком подходе знание линейной прово-
димости в отсутствие разрушающего поля позволяет 
определить, насколько возмущаемая электронная сис-
тема далека от своего равновесного состояния. Первый 
эксперимент такого рода был проведен с использова-
нием микроволнового (МВ) излучения [97]. 

Следует напомнить, что в направлении, перпен-
дикулярном поверхности жидкого гелия, спектр ПЭ 
подобен спектру атома водорода 2= / ,l R lε −Δ  где 

= 1, 2, 3, ...l , а RΔ  — характерная ридберговская энер-
гия ( 8RΔ � К для жидкого 4 He  и 4,2RΔ �  К для 
жидкого 3He ). Прижимающее электрическое поле 
приводит к сдвигу поверхностных уровней (линейный 
эффект Штарка), что позволяет подстраивать элек-
тронную систему в резонанс к микроволновому излу-
чению заданной частоты. Резонансные свойства ПЭ, 
связанные с возбуждением ридберговских уровней, 
подробно изучались в самом начале исследований этой 
электронной системы. Недавние исследования прово-
димости ПЭ в условиях МВ резонанса показали, что в 
жидкой фазе электронная система легко перегревается 
из-за квазиупругого распада электронов с возбужден-
ного на основной поверхностный уровень [98]. Проис-
ходит это потому, что почти вся энергия возбуждения 

2 1ε − ε  переходит в кинетическую энергию продольно-
го движения электрона, которая затем перераспре-
деляется между всеми ПЭ вследствие частых меж-
электронных столкновений. При этом теоретическая 
зависимость ( )eTσ  позволяла достаточно точно оце-
нить степень неравновесности электронной системы. 

В кристаллическом состоянии ПЭ резонансное МВ 
излучение также должно приводить к разогреву элек-
тронной подсистемы и в конце концов привести к 
плавлению ВК. В эксперименте [97] для измерения 

1
xx
−σ  над жидким 3He  использовалось относительно 

слабое магнитное поле = 160zB Э. В отсутствие МВ 
излучения величина 1 1/xx

−σ ∝ ν  резко уменьшалась с 
понижением температуры в области = 170mT T�  мК 
из-за поляронного эффекта, приводящего к появлению 
поверхностных лунок и связанной с ними дополни-
тельной частоты релаксации импульса Dν . Ниже тем-
пературы плавления ( = 150T  мК) при наличии резо-
нансного МВ излучения величина 1

xx
−σ  сильно 

возрастала (примерно в 5 раз). В то же время анало-

гичное облучение жидкой фазы ПЭ при = 190T  мК 
приводило к значительно меньшему увеличению 1

xx
−σ , 

порядка 25%. Большое увеличение 1
xx
−σ  для =150мКT  

объяснялось плавлением ВК и потерей большой лу-
ночной составляющей в импульсной частоте релакса-
ции Dν . 

Неожиданным оказалось плавное изменение фото-
проводимости как функции мощности МВ излучения, 
что контрастирует с резкой температурной зависимо-
стью 1

xx
−σ  вблизи фазового перехода. Авторы [97] объ-

ясняют такое поведение локальным разрушением ВК 
при каждом акте распада возбужденного поверхност-
ного состояния. Распад возбужденного поверхностного 
состояния в некотором смысле подобен выстрелу элек-
троном с большой кинетической энергией продольного 
движения по ближайшим соседям ВК. В результате 
разрушение кристалла и потеря лунок вначале проис-
ходят локально, что приводит к значительно более 
плавному изменению проводимости ВК, чем при одно-
родном нагреве системы. 

В работе [97] исследовалось также влияние резо-
нансного МВ излучения на зависимость 1( )xx B−σ  для 
достаточно больших значений ведущего электрическо-
го поля. Напомним, что для ПЭ над жидким 4 He  эта 
зависимость характеризуется скачкообразными изме-
нениями и гистерезисом [21], показанными на рис. 21. 
В случае жидкой подложки 3He  в отсутствие МВ из-
лучения наблюдаются более плавные изменения, пред-
ставленные на рис. 28 (кружки). В отличие от ПЭ над 
жидким 4 He  здесь величина 1

xx
−σ  как функция 2B  в 

области слабых магнитных полей классически возрас-
тает со скоростью, соответствующей малой подвиж-
ности поверхностных лунок на поверхности жидкого 
3He . Затем при некотором критическом значении cB  
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Рис. 28. Величина 1
xx
−σ  как функция 2B  для ПЭ над жидким 

3He  при = 100T  мК, 7 –2= 5,5 10  смen ⋅  и различных значе-
ниях мощности МВ излучения: = 0MWP  (кружки), < 0,01мкВт
(ромбы), 0,02 мкВт  (квадраты) и 5,1мкВт  (треугольники) [97].
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происходит резкое увеличение 1
xx
−σ  (скачок) и переход 

экспериментальных данных на другую классическую 
зависимость, соответствующую существенно большей 
подвижности электронов. Очевидно, что наблюдаемый 
скачок связан с резким уменьшением импульсной час-
тоты релаксации вследствие потери поверхностных 
лунок. Удивительным оказалось то, что облучение ВК 
микроволновым излучением даже очень малой мощно-
сти 0,01мкВтP  сильно уменьшает пороговое значе-
ние магнитного поля .cB  При этом и величина скачка 
уменьшается настолько, что он становится практиче-
ски незаметным, а зависимость 1

xx
−σ  от 2B  приобрета-

ет характерный излом. Причина такого сильного влия-
ния МВ излучения на нелинейный магнитотранспорт 
ВК пока не установлена. При дальнейшем увеличении 
мощности МВ излучения исчезает и излом и зависи-
мость 1( )xx B−σ  приобретает классический вид, соответ-
ствующий частоте столкновений, не зависящей от на-
пряженности магнитного поля. 

В отличие от поперечного резонансного возбужде-
ния электронов ВК, приводящего к разогреву элек-
тронной системы, в работе [93] реализован случай 
сильного продольного возбуждения ВК электрическим 
полем достаточно высокой частоты ,> .r gω ω  При этом 

измерения подвижности ( = 0B , жидкий 4 He ) и эф-
фективной массы M ∗  проводились с помощью друго-
го продольного поля малой частоты и амплитуды. 
Экспериментальные данные для подвижности и эф-
фективной массы, определявшихся согласно выраже-
ниям (61) и (62), представлены на рис. 29 в зависимо-
сти от амплитуды высокочастотного разрушающего 
потенциала dV  и напряженности разрушающего поля 

dE . Хорошо видно, что сопротивление ВК плавно 
возрастает с увеличением напряженности разрушаю-
щего поля в широкой области значений dE , и только в 
полях порядка 30  мВ/см наблюдаются максимум и 
признаки падения сопротивления. Качественно такое 
поведение напоминает максимум сопротивления рав-
новесного ВК как функции температуры вблизи точки 
вигнеровского перехода. К сожалению, по указанным 
выше причинам, даже в равновесии низкочастотная 
проводимость ВК над жидким 4 He  пока не имеет дос-
таточно точного теоретического описания. Что касает-
ся эффективной массы электронов в упорядоченном 
состоянии, то ее самосогласованное описание оказыва-
ется очень хорошим. Поэтому представляется интерес-
ным сравнить теоретические расчеты присоединенной 
массы лунок DM  при наличии быстропеременного 
потенциала возбуждения с данными, представленными 
на рис. 29(б). 

Прежде всего, следует понять, можно ли свести на-
блюдаемые изменения M ∗  к простому увеличению 
эффективной температуры электронной подсистемы. 
Расчетная зависимость ( )D eM T  и равновесные данные 
для M ∗  при =eT T  представлены на рис. 30. Хорошо 
видно, что в широкой области eT  до температуры 
плавления эффективная масса плавно уменьшается в 
несколько раз перед началом резкого падения, соответ-

Рис. 29. Величина обратная подвижности ВК (а) и эффектив-
ная масса носителей заряда (б) как функции амплитуд разру-
шающего потенциала dV  (нижние оси) и электрического поля

dE  (верхние оси) при = 0,15T  мК и 8 –2= 8,5 10 смen ⋅  [93]. 
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Рис. 30. Зависимость низкочастотной эффективной массы 
электронов *M  от температуры электронного слоя [93]: рав-
новесные ( =eT T ) данные (кружки и квадрат), теоретиче-
ский расчет (сплошная линия). 
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ствующего фазовому переходу. На рис. 29(б) такое 
плавное падение M ∗  отсутствует. Здесь эффективная 
масса почти не зависит от dE , а для некоторых данных 
наблюдается даже плавное возрастание M ∗ , пока не 
начнется резкое падение в области 30dE ∼  мВ/см. 
Таким образом, действие сильного продольного высо-
кочастного разрушающего поля не сводится к нагрева-
нию ВК, как для резонансного МВ излучения. 

При одновременном наличии быстрых и медленных 
однородных смещений ВК, вызванных внешними по-
лями, линейный отклик поверхности жидкого гелия 
может быть найден точно, подобно решению (44). Для 
нахождения связи между силой реакции жидкой среды 

DF  и амплитудой низкочастотных смещений кристал-
ла можно провести усреднение по периоду высоко-
частотных колебаний кристалла. Это позволяет найти 
выражение для эффективной массы как функции ам-
плитуды высокочастотных смещений кристалла (0)

du  в 
разрушающем поле dE  [93]. На рис. 31 представлены 
результаты расчета (0)( )D dM u  для условий рис. 29(б) и 
двух произвольных значений затухания риплонов. 
Возрастание эффективной массы при малых смещени-
ях (0)

du  связано с увеличением глубины поверхност-
ных лунок из-за ВЧ излучения. Для однородных сме-
щений значение в максимуме увеличивается при 
уменьшении затухания. Для неоднородных смещений, 
имеющих место в эксперименте, условие ВЧ излуче-
ния одновременно выполняется только для малой час-
ти электронов. Поэтому в реальных условиях макси-
мум (0)( )D dM u  размазан вследствие неоднородности 
разрушающего электрического поля. С другой сторо-
ны, уменьшение gγ  делает падение присоединенной 
массы в области (0) 0,1du a�  более резким, что соот-
ветствует данным, представленным на рис. 29(б). 

Из рис. 25 следует, что для получения амплитуд вы-
сокочастотных смещений (0)0,1 < < 0,2da u a, необходи-
мых для появления резкого падения DM , амплитуда 
разрушающего электрического поля должна удовле-
творять условию 21  мВ/см < < 56dE  мВ/см, что впол-
не соответствует экспериментальной оценке. Отметим, 
что приведенные оценки для dE  не зависят от слабого 
затухания риплонов. Представляется интересным, что 
и модель скольжения ВК по недеформируемому релье-
фу лунок дает близкую оценку для критического ве-
дущего поля th = 46E  мВ/см. Следует однако иметь в 
виду, что в точном анализе [93] рельеф лунок сущест-
венно изменяется при увеличении (0)

du : средняя по пе-
риоду высокочастотных колебаний глубина лунки 

(0)ξ  уменьшается, а зависимость ( )xξ  в минимуме 
становится более плоской, поскольку электроны боль-
ше времени проводят в точках поворота, чем вблизи 
равновесного минимума. 

Таким образом, резкое падение низкочастотной эф-
фективной массы электронов, вызванное присутствием 
сильного быстропеременного ведущего поля, по-
видимому, обусловлено развязыванием электронной и 
луночной подрешеток, следующим из рис. 25 и возни-
кающим при относительно небольших амплитудах 
колебаний электронов (0) 0,2 .du a∼  При амплитудах 
высокочастотных колебаний, превышающих критиче-
ское значение, ВК может перейти в новое состояние 
динамического равновесия со значительно большей 
амплитудой колебаний (0) > .du a  При этом, однако, 
нельзя утверждать, что для таких больших амплитуд 
колебаний ограниченность размеров системы не при-
ведет к разрушению кристалла. 

Подводя итоги обсуждения проблем нелинейного 
транспорта двумерного ВК на поверхности жидкого 
гелия, отметим, что к настоящему времени достигнуто 
достаточно полное понимание процессов, происходя-
щих при быстром движении электронной решетки над 
жидким 3He . Это связано с тем, что импульсная ре-
лаксация ВК на поверхности ферми-жидкости обу-
словлена, главным образом, поляронным эффектом и 
торможением поверхностных лунок, которые с хоро-
шей точностью удается описать теоретически. Для не-
линейной проводимости ВК над сверхтекучим 4 He  
также имеется строгое и вполне согласующееся с экс-
периментом описание явлений, связанных с излучени-
ем Брэгга–Черенкова. 

По поводу скачка 1( ),xx B−σ  наблюдавшегося при 
значительном увеличении потенциала возмущения 

in ,V  пока нельзя сделать окончательные выводы. По-
нимание этого явления затруднено тем, что экспери-
ментальные данные для обратной магнитопроводимо-
сти представлены в зависимости от потенциала, 
подаваемого на электрод inV , а не от амплитуды веду-
щего электрического поля E& , реализуемого в элек-
тронном слое. Прояснить эту ситуацию могли бы не-

Рис. 31. Присоединенная масса отдельной поверхностной
лунки для ВК на поверхности жидкого гелия как функция
амплитуды высокочастотных смещений электронной решет-
ки ( / 2 = 37ω π  МГц) [93]. 
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линейные –E& v  характеристики системы в окрестно-
сти указанной аномалии. Пока же обе модели — сдви-
говое плавление ВК и развязывание электронной и 
луночной подрешеток при прохождении БЧ порога 
скорости без разрушения упорядочения электронов — 
могут в равной степени рассматриваться причиной 
наблюдаемого скачка обратной магнитопроводимости. 
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Two-dimensional Wigner solid 
(Review Article) 

Yu.P. Monarkha and V.E. Syvokon 

The current status of experimental and theoretical 
investigations of Wigner crystallization of a two-di-
mensional electron gas is reviewed. The Wigner solid 
(WS) was first observed in the two-dimensional elec-
tron system formed on the surface of liquid helium 
in 1979. The exceptional cleanness of the free surface 
of superfluid helium and the possibility of accurate de-
scription of deformation phenomena of polaronic ori-
gin accompanying the crystallization of electrons were 
instrumental in this success. High-quality samples of 
heterostructures (GaAs/GaAlAs) and high magnetic 
fields facilitating electron localization in the conduct-
ing layer were necessary to observe the Wigner crys-
tallization in semiconductor two-dimensional electron 
systems. This review discusses the basic properties of 
the WS inherent in both aforementioned electron sys-
tems, as well as the main achievements in studying 
transport properties of the WS conditioned by the re-
sponse of the medium to the motion of the electron lat-
tice. 

PACS: 73.20.Qt Electron solids; 
73.40.–c Electronic transport in interface 
structures; 
67.90.+z Other topics in quantum fluids and 
solids; 
71.45.Lr Charge-density-wave systems. 

Keywords: Wigner solid, two-dimensional electron 
systems, surface electrons, liquid helium, nonlinear 
transport.

 


