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Для ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось» найдены точные решения уравнения Ландау–
Лифшица, которые описывают взаимодействие нелинейной волны прецессии произвольной амплитуды с 
солитоноподобными объектами типа бризеров, уединенных доменов и доменных границ. Проана-
лизировано изменение внутренней структуры и физических параметров солитонов в результате их взаи-
модействия с волной намагниченности. Показано, что уединенные домены и доменные границы движут-
ся навстречу волне. Найдены условия, при которых нелинейная волна намагниченности разрушает соли-
тоны. 

Для феромагнетика з анізотропією типу «легка вісь» знайдено точні рішення рівняння Ландау–Ліф-
шица, які описують взаємодію нелінійної хвилі прецесії довільної амплітуди із солітоноподібними 
об'єктами типу бризерів, відокремлених доменів і доменних границь. Проаналізовано зміну внутрішньої 
структури та фізичних параметрів солітонів у результаті їх взаємодії із хвилею намагніченості. Показано, 
що відокремлені домени та доменні границі рухаються назустріч хвилі. Знайдено умови, при яких не-
лінійна хвиля намагніченості руйнує солітони. 

PACS: 75.60.Ch. Доменные стенки и доменная структура. 

Ключевые слова: уединенные домены, доменные границы, нелинейная волна намагниченности, уравне-
ние Ландау–Лифшица, задача Римана. 

 
 

1. Введение 

К настоящему времени квазиодномерные солитоны 
на фоне однородного основного состояния ферромаг-
нетика с анизотропией типа «легкая ось» хорошо изу-
чены [1]. Они делятся на доменные стенки и бризеры. 
Доменные стенки разделяют разные равновесные со-
стояния ферромагнетика. Бризеры при определенных 
условиях можно трактовать как уединенные домены — 
зародыши перемагничивания материала [2]. 

Уравнение Ландау–Лифщица для квазиодномерного 
ферромагнетика с анизотропией типа «легкая ось» в 
безразмерных переменных имеет вид 

 [ ]3 = ,
2t x x x
iS S S S S+ − − +∂ ∂ ∂ − ∂   

 [ ] 2 2
3 3 3= , = 1,t x x xS i S S S S i S S+ + + +∂ ∂ ∂ − ∂ − β S  (1) 

где 1 2=S S iS± ± , векторный параметр порядка S  опи-
сывает намагниченность среды, 2 > 0β  — постоянная 

анизотропии, ,x t  — пространственная координата и 
время. 

Основное предположение феноменологической тео-
рии состоит в том, что модуль вектора намагниченности 
считается постоянным даже для возбужденных состоя-
ний кристалла. Это геометрическое условие достаточно 
хорошо выполняется при низких температурах и уже 
само по себе делает задачу существенно нелинейной [3]. 

Согласно первому уравнению (1), проекция полного 
магнитного момента среды на ось анизотропии должна 
оставаться неизменной:  

 3= ( , ) = const,
L

L
I S x t dx

−
∫  (2) 

где 2L  — размер образца. Перемещение доменной стен-
ки неизбежно изменит величину .I  Поэтому в рас-
сматриваемой модели в отсутствие дополнительных 
возмущений и взаимодействий доменные стенки могут 
быть лишь неподвижными. А.В. Михайлов и А.И. Ярем-
чук [4] заметили, что тот же самый закон сохранения 



В.В. Киселев, А.А. Расковалов 

828 Физика низких температур, 2010, т. 36, № 8/9 

приводит к неожиданному выводу. Когда сквозь домен-
ную стенку проходит спин-волновой пакет, она должна 
смещаться навстречу пакету. Приведем аргументы рабо-
ты  [4] и соответствующий им рисунок. 

Пусть пакет движется слева направо и до столк-
новения со стенкой дает положительный вклад 0I  в 
закон сохранения (2). Значение 0I  соответствует пло-
щади, заштрихованной на рис. 1,а. Затем пакет час-
тично проходит сквозь стенку, а частично отражается 
от нее (рис. 1,б). 

Вклад в закон сохранения (2) от прошедшей через 
стенку волны отрицателен и равен 1I− , а вклад 2I  от-
раженной волны — положителен. Площади, соот-
ветствующие величинам 1I  и 2I , на рис. 1,б заштри-
хованы. Амплитуда отраженной волны не может быть 
слишком большой (это противоречит закону сохране-
ния энергии). Поэтому возникает дисбаланс: 

 0 2 1 0 1 2= ( ) = > 0,I I I I I I IΔ − − + −   

который можно компенсировать только сдвигом до-
менной стенки влево. В самом деле, при сдвиге влево 
на xΔ  интеграл (2) изменяется на величину 2I xΔ ≅ Δ , 

приблизительно равную площади заштрихованного па-
раллелограмма на рис. 1,б. Отсюда величина сдвига 
доменной стенки равна: 

 0 1 2
1= ( ).
2

x I I IΔ + −   

Эти аргументы являются общими и не предпола-
гают ни малости амплитуды бегущей спиновой волны, 
ни ее пространственной локализации. Разумеется, в 
реальных кристаллах более сложная анизотропия, про-
цессы диссипации энергии, дефекты решетки, а также 
поверхностные и размерные эффекты могут разрушить 
интеграл (2). Однако, если время прохождения локали-
зованного спин-волнового импульса через доменную 
стенку много меньше времени, необходимого для раз-
рушения интеграла движения (2), то приведенные в [4] 
соображения остаются в силе. 

Модель (1) является полностью интегрируемой. Это 
обстоятельство открывает уникальную возможность 
нахождения ее явных решений, описывающих взаимо-
действие доменной границы или уединенного домена с 
нелинейной волной намагниченности произвольной 
амплитуды. В полной мере подобные задачи не иссле-
дованы до сих пор ввиду значительных трудностей, 
обусловленных существенной нелинейностью уравне-
ния Ландау–Лифшица и наличием нетривиального не-
однородного фона. Задача о вынужденном движении 
доменной стенки в поле спиновой волны рассмат-
ривалась А.И. Яремчуком [5]. К сожалению, приве-
денное в [5] решение содержит неточности. 

В настоящее время теоретическое описание нели-
нейных возбуждений на нелокализованном фоне воз-
можно только с помощью серьезных модификаций 
метода обратной задачи рассеяния — единственного 
метода, позволяющего найти и проанализировать ука-
занный класс решений уравнения Ландау–Лифшица. 
Среди таких модификаций процедура «одевания» наи-
более приспособлена для описания локализованных 
возбуждений на неоднородном фоне. 

Метод «одевания» уже привлекался для изучения 
одномерных солитонов на пьедестале нелинейных 
волн в интегрируемых моделях магнетиков. С его по-
мощью в рамках подхода Андреева–Волкова–
Марченко–Желтухина аналитически описаны соли-
тоны в неколлинеарных ферри- и антиферромагне-
тиках на фоне бегущих навстречу друг другу нело-
кализованных волн намагниченности [6]. Найдены 
соответствующие решения уравнений Ландау–Лиф-
шица и проанализировано взаимодействие модуля-
ционно устойчивых бегущих волн прецессии с соли-
тонами в ферромагнетике с анизотропией типа «легкая 
плоскость» [7]. Установлено, что волны намагничен-
ности приводят к амплитудной и фазовой модуляции 
солитонов, а при определенных условиях «разрушают» 
солитоны. Родственное методу «одевания» преобра-

Рис. 1. Взаимодействие доменной стенки со спин-волновым
пакетом в ферромагнетике с анизотропией типа «легкая ось»:
положение спин-волнового пакета до столкновения с домен-
ной стенкой (а), после него (б). 
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зование Дарбу было использовано в [8] для построения 
решений волнового уравнения «sine-Gordon», которые 
описывают доменные границы, движущиеся между 
двумя пространственно однородными, но периоди-
ческими во времени состояниями. Важно, что в [8] 
впервые четко сформулирована проблема необхо-
димости детального изучения солитонов на пьедестале 
нелинейных волн намагниченности. Тем же методом в 
рамках интегрируемого волнового уравнения «sh-Gor-
don» проанализировано взаимодействие «темных» со-
литонов с однородными колебаниями ненулевого ва-
куума [9]. 

В настоящей работе методом «одевания» построено 
точное решение, описывающее взаимодействие бри-
зера, в частности, уединенного домена, с прецессион-
ной волной намагниченности, а также исправлены 
формулы работы [5], иллюстрирующие вынужденное 
движение доменной стенки в поле волны. Также най-
дена бесконечная серия интегралов движения, гаран-
тирующая динамическую стабильность солитонов на 
фоне волны. 

В отсутствие спиновой волны построенные нами 
солитоны при различных значениях параметров сво-
дятся к известным ранее доменным стенкам и бризе-
рам на фоне однородного основного состояния ферро-
магнетика [1]. Это косвенно подтверждает справедли-
вость полученных решений. 

2. Метод описания нелинейных возбуждений на 
фоне волны 

Нас интересуют решения модели (1), описывающие 
локализованные возбуждения на нелинейном фоне 
бегущей волны намагниченности:  

 (0)
0 0 0= (sin cos( ),sin sin( ),cos ),± ±±→ θ ϕ θ ϕ θS S   

 ,x →±∞  (3) 

которая сама является точным решением модели (1). В 
формуле (3) угол 0θ  задает амплитуду волны, 

= px t± ±ϕ −ω + δ , 2 2
0= ( ) cospω +β θ  — частота пре-

цессии, p  — волновое число, = const.±δ  Далее будет 
показано, что фазовые сдвиги ±δ  не могут быть про-
извольными. Они несут информацию о пространст-
венно локализованных бризерах, которые модулируют 
волну (3). 

«Нелинейный фон» (3), на котором разыгрывается 
солитонная динамика, является в данном случае моду-
ляционно неустойчивым. Начальную стадию эволюции 
фона можно изучить, используя анализ его устойчи-
вости по линейному приближению относительно ма-
лой периодической модуляции. Малые возмущения 
волны накачки (3) exp( )igt ipx+ �∼ , где p�  — вещест-
венное число, имеют закон дисперсии: 

 2 2
0( ) = 2 cos ,g p pp p p− θ ± −ν� � � �  

 2 2 22
0= ( ).sin pν θ +β  (4) 

Инкремент нарастания возмущений 2 2=| |p pδ ν −� �  
веществен в интервале волновых чисел < <p−ν ν� . Его 
максимальное значение maxδ  связано с минимальным 
временем minτ  нарастания неустойчивости: max =δ

1 2
min = / 2.−= τ ν  
Волна накачки проходит через образец длиной 2L  

за время = 2 /T Lp ω . Ввиду неустойчивости волны (3) 
ее взаимодействие с солитонами можно рассматривать 
только при условии min > Tτ , которое приводит к ог-
раничению на параметры задачи: 

 
2

0

0

sin < 1.
cos

pL θ
θ

  

С физической точки зрения волна (3) генерируется 
на границе ферромагнетика внешним источником. Со-
литоны на ее фоне также могут генерироваться внеш-
ним источником. Кроме того, волна накачки может 
взаимодействовать с доменными границами и уеди-
ненными доменами, которые изначально имеются в 
образце. При этом длина образца 2L  не должна быть 
слишком большой, чтобы неустойчивость волны не 
успела развиться, и можно было рассматривать взаи-
модействие волны с солитонами. 

Отметим также, что из-за интегрируемости рассмат-
риваемой модели развитие неустойчивостей фоновой 
волны, как и в случае нелинейного уравнения Шре-
дингера [10], сводится к конечному нарастанию не-
однородного состояния на пьедестале волны накачки с 
последующим возвратом к исходной волне. Далее мы 
покажем, что в рамках модели (1) это приводит к авто-
колебаниям намагниченности. Они представляют про-
цессы нарастания модуляций и возврата к исходной 
волне, повторяющиеся с течением времени. 

Для интегрирования уравнения (1) методом «оде-
вания» [11] нужно знать некоторое частное решение 

(0)S  уравнения Ландау–Лифшица (1) и соответст-
вующее решение (0)χ  вспомогательной линейной сис-
темы: 

 [ ]1 1 1 2 2 3 3 3= ( ) ,x i w S S w S U∂ χ − σ + σ + σ χ ≡ χ  

 [ ] [ ]1 1 21 2= ( )t x xi w⎡∂ χ − ×∂ σ + ×∂ σ +⎣ S S S S  

[ ] 2
3 3 1 3 3 1 3 1 1 2 23 2 2 ( ) ,xw w S w w S S V⎤+ ×∂ σ − σ − σ + σ χ ≡ χ⎦S S

  (5) 

условие совместности которой равносильно уравнению 
(1). Здесь iσ  — матрицы Паули, коэффициенты 1,3w  
являются функциями спектрального параметра λ : 

1
1 = ( ) / 4,w −β λ + λ  1

3 = ( ) / 4.w −β λ − λ  
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Выберем в качестве затравочного решения модели 
прецессионную волну намагниченности (0)

±S . Соот-
ветствующие такому выбору линейно независимые ре-
шения вспомогательной линейной системы (5) объеди-
ним в матрицы (0)

2,1 ( , , )x tχ λ : 

 (0) 3
32,1 ( , , ) = exp exp ,

2
i

x t N
i

±σ ϕ τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞χ λ − σ η⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

 
1 ( , )

= .
( , ) 1

N
−Δ λ τ⎛ ⎞

⎜ ⎟Δ λ τ⎝ ⎠
 (6) 

Здесь введены следующие обозначения: 

 3 0 1 0

1 0 3 0

( cos / 2) sin
( , ) = = ,

sin cos / 2
w p w

w w p
τ − θ − θ

Δ λ τ
θ τ + θ −

  

 
1/22 2 2

3 0 1 0= ( cos / 2) ,sinw p w⎡ ⎤τ θ − + θ⎣ ⎦   

 3 0= (2 cos ) .x w p tη − + θ   

Важно, что все найденные методом «одевания» но-
вые решения уравнения Ландау–Лифшица (1) имеют 
асимптотическое поведение на бесконечности, совпа-
дающее с затравочным решением (0)S . По этой при-
чине метод «одевания» идеально приспособлен для 
теоретического описания всевозможных локализован-
ных возбуждений и структур на нетривиальном фоне. 
Например, на фоне полосовой доменной структуры 
ферромагнетика или, как в данном случае, на фоне 
нелокализованной нелинейной волны намагничен-
ности. 

Матрицы фундаментальных решений 1,2χ  системы 
(5) фиксируем асимптотическими условиями, учиты-
вающими наличие волны на бесконечности: 

 (0)
1,2 1,2 , .xχ → χ → ∞∓   

Решения исходной модели Ландау–Лифшица мож-
но восстановить по свойствам аналитичности матриц 

1,2 ( )χ λ . В данной задаче эти свойства формулируются 
на римановой поверхности функции = ( )τ τ λ , которая 
определяется волной накачки (см. (6)). Функция ( )τ λ  
представляет квадратный корень из полинома четвер-
той степени по λ , поэтому ее можно параметризовать 
эллиптическими функциями Якоби. Формулы связи 
исходных переменных λ , τ  с «униформизующей» пе-
ременной u : = ( )uλ λ , = ( )uτ τ  приведены в справоч-
никах [12]. Для дальнейшего анализа важно, что в ком-
плексной u-плоскости ( )uλ , ( )uτ  имеют только прос-
тые полюсы и являются двоякопериодическими функ-
циями с периодами 2K , 4iK ′ , где = ( )K K k , 

= ( )K K k′ ′  — полные эллиптические интегралы пер-
вого рода. 

В терминах нового спектрального параметра u  
фундаментальные решения 1,2 ( )uχ  имеют общую об-
ласть определения — контур = { : Im = 0}uΓ τ . По-

этому на контуре Γ  они могут быть выражены друг 
через друга: 

 1 2( ) = ( ) ( ).u u T uχ χ  (7) 

Независящая от переменных ,x t  матрица перехода 
( )T u  имеет следующую алгебраическую структуру: 

 
* *

** **
* *

( ) ( )
( ) = , ( ) ( ) ( ) ( ) = 1.

( ) ( )

a u b u
T u a u a u b u b u

b u a u

⎛ ⎞−
⎜ ⎟ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

В рассматриваемой задаче новые решения урав-
нений (1), (5) выражаются через известные затравоч-
ные решения по формулам 

 (0)
0 0= ( )( ) ( ),k k k kS u u+

− + −σ Ψ σ ΨS   

 (1) (2) (0)
2 1 2( ) = ( , ) = ( ) ( ),u u u− −χ χ χ Ψ χ   

 (1) (2) (0)
1 2 2( ) = ( , ) = ( ) ( ) ( ),u a u u u+ +χ χ χ Ψ χ   

 (0)1
2( ) = det ( )det ( ),a u u u−

+χ χ   

где 00 < <u K  — вещественный корень уравнения: 
0 0 4dn( ) = tg( ) / 2i u iK ′+ θ + θ ; 2 2 1/2

4tg = ( )−θ κ κ +β ×  
0tg ,× θ =κ / ,p β  ( )iχ  означает i-й столбец матричной 

функции ( , , ).x t uχ  
В рамках метода «одевания» функции ( , , )x t u±Ψ  

восстанавливаются в результате решения задачи Рима-
на теории функций комплексной переменной u  [11]. 
Задача состоит в том, чтобы построить двояко-
периодические функции ( )u+Ψ  и ( )u−Ψ  с периодами 
2K , 4iK ′ , аналитические в областях = { : Im > 0}u+Γ τ  
и = { : Im < 0}u−Γ τ  соответственно (см. рис. 2), кото-
рые на контуре Γ , разделяющем эти области, удовлет-
воряют условию сопряжения 

 ( , , ) = ( , , ) ( , , ) ( ),x t u x t u G x t u u− +Ψ Ψ ∈Γ  (8) 

где 

 ( ) 1* *(0) (0)
2 2

1 ( )( , , ) = ( , , ) ( , , ).
( ) 1

b uG x t u x t u x t u
b u

−⎛ ⎞−χ χ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
  

Условие сопряжения (8) функций ±Ψ  является иной 
формой записи связи (7) базисных решений 1( )uχ  и 

2 ( )uχ  на контуре .Γ  
В рассматриваемой задаче свойства симметрии 

вспомогательной системы (5) и функций (0)
1,2 ( )uχ  при-

водят к дополнительным ограничениям на матричные 
функции ( , , )x t u±Ψ  в областях их аналитичности: 

 3 3( 2 ) = ( ) ,u K iK u± ±′Ψ − + + σ Ψ σ  

 * *
2 2( 2 ) = ( )u iK u± ±⎡ ⎤′Ψ − + σ Ψ σ⎣ ⎦ . (9) 

Отличительная особенность сформулированной за-
дачи Римана заключается в двоякопериодичности 



Солитоны на фоне волны накачки в легкоосном ферромагнетике 

Физика низких температур, 2010, т. 36, № 8/9 831 

функций ( )u±Ψ . Поэтому ее называют задачей Римана 
на торе. Замечательно, что решение задачи Римана на 
торе, а значит, и интегрирование исходной сильно не-
линейной модели (1), сводится либо к решению ли-
нейных интегральных уравнений, либо к простым ал-
гебраическим вычислениям [13–15]. Конечный ре-
зультат зависит от соотношений между коэффициен-
тами ( ),a u  ( ),b u  **( ),a u  * *( )b u  и отражает сущест-
вование двух принципиально различных типов нели-
нейных коллективных возбуждений на фоне волны 
намагниченности. 

Первый тип соответствует регулярной задаче Ри-
мана, когда ( ),b u  * *( )b u  отличны от нуля на контуре 
Γ , а функции ( )a u  и * *( )a u  не имеют нулей в облас-
тях своей аналитичности. Решения регулярной задачи 
Римана определяются из системы линейных интеграль-
ных уравнений и описывают локализованные модуля-
ции волны накачки (3), которые расплываются со вре-
менем из-за эффектов дисперсии. 

Второй тип решений представляет особый интерес. 
Он описывает солитоноподобные возбуждения, которые 
движутся подобно частицам на фоне волны (3) и восста-
навливают свою внутреннюю структуру после столкно-
вений друг с другом. Солитонные состояния соответст-
вуют решениям задачи Римана (8), (9) с нулями коэффи-
циентов a  и *a  в областях +Γ  и ,−Γ когда *= 0b b ≡ . 
Важно, что солитонные решения находятся явно путем 
алгебраических вычислений [13–15ሿ. 

3. Вынужденное движение уединенного домена в 
поле спиновой волны 

Обсуждение математических вопросов, связанных с 
решением задачи Римана, выходит за рамки настоящей 
статьи. Опустим промежуточные выкладки и приведем 
точное решение модели (1), описывающее бризер на 
фоне нелинейной спиновой волны (3) произвольной 
амплитуды: 

 
( ) ( )2 2 **

0 0
3 2 2

| | | | cos sin
= ,

| | | |
S

α − β θ − α β+ αβ θ

α + β
  

 
2 2

0 0 0
1 2 2 2

exp( 2 ) 2 cos ( )sin
= ,

| | | |

i i
S iS

+ ⎡ ⎤− ϕ − ϕ αβ θ + α −β θ⎣ ⎦−
α + β

  (10) 

где 

 0
| |= ln = arg , = ,
| |

s c si px t
c s c + +

⎛ ⎞
ϕ − π − ϕ −ω + δ⎜ ⎟

⎝ ⎠

� � �
� � �  

 
*

2 21 0 1 0 *
2 1 1 2*0 0

( ) ( )
=| | | | , = ,

( ) ( )
u u

n n n n
u u

ϕ ϕ
α − β

ϕ ϕ
  

 1 = exp exp( ) ,sn i k
c

⎛ ⎞′− γ + −γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
�

  

 2 = exp exp ( ),sn i k
c
′γ − −γ
�
�

  

 [ ]3 0= ( ) (2 ( ) cos ) const.i x w p tγ − τ μ − μ + θ +  (11) 

Коэффициенты 0( ),uϕ  1 0( ),uϕ  ( )τ μ  и 1,3( )w μ  вы-
ражаются в терминах эллиптических функций Якоби 
от аргументов 0 0= / 2u u iK K′+ +�  и = / 2iK K′μ μ + +� : 

 
2 2 2 *

0 0 0
0 1 0 ** 00 0

( | | )
( ) = , ( ) = ,

( )( ) ( )
k k d s c d dk scu u

d dd d k d d d d

⎛ ⎞′+ +
ϕ ϕ ⎜ ⎟⎜ ⎟−′− + + ⎝ ⎠

� ���
�� � � �

 

 
2 2 2 2

0 0
2
0 0 0

(1 )( )
( ) = ,

2( )( )( )
i k k k d s c
k d d d k dd

′ ′β − −
τ μ

′ ′− − −

�
� �

  

2
0 0

1
0 0

(1 )
( ) = ,

2( )( )
i k k scs c

w
d d k dd

′β −
μ

′− −

��
� �  

Рис. 2. Области аналитичности решений задачи Римана. Сплош-
ная линия — контур Γ , слева от которого Im ( ) < 0uτ . Пунк-
тирная линия — контур, эквивалентный контуру Γ , справа от
которого Im ( ) > 0uτ . n — нормаль к контуру Γ  в точке ветвле-
ния. В области с горизонтальной штриховкой eff > gV V , в об-
ласти с вертикальной штриховкой eff < gV V . 

n

–K + 2iK�

–K – 2iK�

–K + iK�

–K – iK�

K – 2iK�

K + 2iK�

K + iK�

–K 0 K Re u

K – iK�

iK�

– iK�

– iK� �

iIm u

� �iK
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 3
0 0

( ) =
2(1 )( )( )

iw
k d d k dd

β
μ ×

′ ′+ − −� �   

 2 2 2
0 0(1 ) ( )( ) .dd k k d k d⎡ ⎤′ ′ ′× + − + +⎣ ⎦

� �  (12) 

Здесь для сокращения записи введены обозначения 
0 0= sn( , ),s u k�  = sn( , )s kμ� �  и т.д., −μ∈Γ  — произ-

вольный комплексный параметр; k  и k ′  — модули 
эллиптических функций. 

Бризер представляет локализованную модуляцию 
волны (3), которая движется на фоне волны подобно 
частице. В области локализации солитона происходят 
обусловленные волной накачки (3) дополнительные 
пульсации намагниченности. Согласно найденному ре-
шению (10), пройдя через бризер, волна намагни-
ченности приобретает дополнительный фазовый сдвиг 

 = 4arg (s / c) (mod 2 ),+ −δ − δ π� �   

который несет информацию о внутренней структуре 
бризера. 

Заметим, что бризер существует только в области зна-
чений физических параметров задачи, удовлетворяющих 
неравенству Im ( ) < 0τ μ . Когда Im ( ) 0 0τ μ → − , размер 
бризера неограниченно увеличивается. При этом поведе-
ние колебаний намагниченности в бризере может быть 
различным. 

При значениях −μ∈Γ  вблизи горизонтальных уча-
стков контура = { : Im ( ) = 0}u uΓ τ  магнитный солитон 
(10) представляет собой суперпозицию линейных мод 
с вещественным законом дисперсии (4), которые лока-
лизованы на фоне волны накачки. 

Вблизи наклонных границ области −Γ  (см. рис. 2) 
всюду, за исключением окрестностей точек = iK ′μ  
( )mod( , 2 )K Ki ′ , скорость солитонов достаточно вели-
ка. Система как бы стремится понизить свою энергию 
излучением бризеров. Частотой внутренних колебаний 
бризера, длиной волны модуляций компоненты 3S , а 
также величиной и направлением скорости движения 
солитона можно управлять, перемещая параметр μ  
вдоль контура Γ . Это достигается изменением усло-
вий возбуждения солитона. 

Легко наблюдаемый сценарий колебаний намагни-
ченности, по-видимому, осуществляется, когда μ  лежит 
вблизи точки ветвления функции ( )τ μ : = ,iK ′μ + ε  где 
ε  — малое комплексное число. В этом случае рас-
пределение намагниченности описывается приближен-
ной формулой: 

 
( ) ( )2 2 * *

0 0
3 2 2

| | | | cos sin
,

| | | |
S

α − β θ − α β+ αβ θ
≈

α + β

� � �� � �

��
  

2 2
0 0

1 2 2 2

exp( ) 2 cos ( )sin
,

| | | |

i
S iS

+ ⎡ ⎤− ϕ αβ θ + α −β θ⎣ ⎦− ≈
α + β

� �� �

��
 (13) 

где 

 2 20
2 0

cos2 Re= (| | 1) , = 2Im (| | 1),
sin1

i i
θκ γ

α + γ + β − γ − γ −
θ+ κ

� �� � � �   

 2
0 g

1= sh [ (cos 1 (( ( ) )x V V tγ ε θ + κ − + +
ε

� �
�

 

 0 g ph 0sin ( ( ) ) sin ]i x V V t+ κ θ − + β θ ,  

= (1 ) / 2k ′ε ε +� , 2 2
ph 0= ( )cos /V p p+β θ  — фазовая 

скорость волны накачки, g 0= 2 cosV p θ  — групповая 
скорость волны, 2 0 0/ cos= sinV p θ θ−  — формально 
совпадает со скоростью уединенного домена (см. да-
лее). При переходе от (10), (11) к (13) входящая в γ  
константа интегрирования выбрана так, чтобы в фор-
мулах для α  и β  отсутствовали слагаемые нулевого 
порядка по ε . 

Вдали от своего центра солитон (13) может быть 
представлен в виде суперпозиции линейных мод с ком-
плексным законом дисперсии (4), которые локализо-
ваны на фоне волны накачки. В целом, решение (13) 
описывает формирование конечных автоколебаний на 
фоне волны накачки в протяженной области, которая 
движется со скоростью:  

 ph
eff g= ,

1
V V

V V
−η

+
−η

  

где 1/2
ph= ( / ) tg ,V V εη − ϕ  = arg .εϕ ε  Скорость соли-

тона effV  существенно зависит от величины arg ε . 
Ввиду того, что −μ∈Γ , область значений arg ε  огра-
ничена условием: < 1η . При ph= / < 0V Vη  точка 

= iK ′μ + ε  лежит на нормали к контуру Γ . В этом 
случае eff g=V V . Нормаль служит границей между 
областями, где eff > gV V  и eff < gV V  (рис. 2). 

Область локализации автоколебаний неподвижна, 
когда выполняется условие: ph= ( ) / ( )g gV V V Vη + + . В 
частности, если ε  вещественно, скорость солитона 

eff = gV V V+  обращается в нуль при накачке одно-
родной прецессией намагниченности ( = 0p ) или при 
условии: 0p ≠ , 0 = arccos( 3 / 3) 54,7 .θ ≈ D  

В пределе 0ε →  процесс зарождения или исчез-
новения модуляций компоненты 3S  поля намагни-
ченности становится апериодическим, что приводит к 
разрушению автоколебательного режима. В этом слу-
чае «экспоненциально-тригонометрический» солитон 
(13) становится «рациональным». 

В общем случае картина распределения намагни-
ченности в бризере очень сложна. В пределе 

0 = / 2u Kε + , 0ε → , 0k′ → , при условии / 2 =Kμ +
const,=  выражение (10) описывает бризер в отсутствие 

спиновой волны. При конкретных значениях параметров 
он сводится к различным пространственно локализо-
ванным солитонам с однородной асимптотикой при 
x → ±∞ , которые совпадают с найденными ранее [1] в 



Солитоны на фоне волны накачки в легкоосном ферромагнетике 

Физика низких температур, 2010, т. 36, № 8/9 833 

результате непосредственного интегрирования уравне-
ний Ландау–Лифшица (1). 

Обсудим наиболее интересный частный случай об-
щего решения (10), который соответствует взаимо-
действию уединенного домена с нелинейной спиновой 
волной. В этом случае параметр μ  принимает вид 

= / 2iK K′μ − + ε . Малое комплексное число ε  опре-

деляет внутреннюю структуру и протяженность уеди-
ненного домена. В частности, размер домена будет тем 
больше, чем меньше | |ε . При достаточно малых | |ε  
распределение намагниченности (10) хорошо аппрок-
симируется выражением 

 

_____________________________________________________ 

 
2

0 0 *
3 0 0 02

| | sin
cos ch 2 1 sh ( ) sh ( ) ,

2 1
S y y i y i

⎛ ⎞⎡ ⎤ε κ θ ⎡ ⎤⎜ ⎟≈ τ θ − + ε + Φ + ε − Φ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎢ ⎥ + κ⎣ ⎦⎝ ⎠
   

 2 *2
1 2 0 0 0 0

1exp( ) sin exp( ) exp( 2 ) exp(2 )
4

S iS i i y y⎛ ⎡ ⎤+ ≈ τ Φ θ − Φ ε − + ε −⎜ ⎣ ⎦⎝
  

 *0 0 0 0 02
exp ( )(1 cos ) exp ( )(1 cos ) sin exp ( ) ,

1

i y i y i i
⎞⎡ ⎤− ε − + κ θ + ε − κ θ − θ Φ ⎟⎣ ⎦ ⎠+ κ

 (14) 

где 0 = (1 )k ′ε + ε , = /pκ β , 2
0 0 0cos siny x p t y≈ −β θ − β θ + , 0t pxΦ ≈ ω − + Φ , 

 
2

2 2 1 *0 0
0 0 02

| | sin
= ( ) cos , = ch 2 1 sh ( ) sh ( ) ,

2 1

i
p y y i y i− ε θ ⎡ ⎤ω +β θ τ + − ε + Φ − ε − Φ⎣ ⎦

+ κ
  

0 ,y  0Φ  — произвольные вещественные параметры. 
_______________________________________________ 

Приближенная формула (14) получена в результате 
«сшивания» асимптотик точного решения (10) при 
| |<< 1ε  в областях | |< 1y  и | |> 1y . 

Условия применимости приближенного решения 
(14): | | / | |<< 1x p p∂ Φ + , 0 0| cos | / cos << 1x y∂ + β θ β θ  
нарушаются при малых волновых числах ( 0)p ≈  и 
при больших углах прецеcсии 0( / 2)θ ≈ π  нелинейной 
спиновой волны (3). 

Как вдали от уединенного домена, так и внутри его 
намагниченность совершает круговую прецессию во-
круг оси 3Ox , связанную с распространением волны 
накачки. По причине распространения волны в пре-
делах доменных стенок намагниченность совершает 
неоднородную эллиптическую прецессию с нутацион-
ными колебаниями оси прецессии. Домен имеет харак-
терный размер ( ) ( )1

0 02 cos ln 2/ | |l −β θ ε∼ . Ширина 
доменных стенок: 0 01 / cos <<l lβ θ∼ . Внутри каждой 
стенки проекция намагниченности 3S  резко изменяет-
ся от одного из своих квазиравновесных значений 

3 0cosS ≈ θ  до другого 3 0cosS ≈ − θ . Центры тяжести 
стенок колеблются около средних положений (см. рис. 
3). 

Интересно и важно, что в результате взаимо-
действия с нелинейной волной уединенный домен на-
чинает двигаться как целое навстречу волне со ско-
ростью 

 2
0 0/ cos .= sinV p θ θ−   

4. Взаимодействие доменной границы с волной 
прецессии намагниченности  

Как уже упоминалось, полученное в [5] решение, 
описывающее движение доменной стенки в поле вол-
ны прецессии, не удовлетворяет уравнению Ландау–
Лифшица. Изложенный подход дает возможность по-
лучить правильное решение данной задачи: 

Рис. 3. Вынужденное движение уединенного домена в поле 
спиновой волны. 

p–1
ph

p–1

ln ε0
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ch sin 1 cos

y
S

y

−

−
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 (15) 

где 

 ( )2
0 0 1 1= cos , = , = 1,siny x p t t pxβ θ + θ + Δ Φ ω − − δ σ ±  

 1 1 2= const, = ( ) / 2, = ( ) / 2, = const.+ − + − ±Δ δ δ + δ δ δ − δ δ   
_______________________________________________ 

При = 0p , 0 = 0θ  решение (15) сводится к изоли-
рованной неподвижной доменной стенке в отсутствие 
волны намагниченности. Параметр 2δ  определяет угол 
между осью Ox  и плоскостью, в которой в пределах 
доменной стенки происходит разворот намагничен-
ности от одного равновесного значения до другого. 

В безразмерных переменных ширина доменной 
стенки, взаимодействующей со спиновой волной, по-
рядка 1

0( cos )−β θ . Скорость доменной стенки проти-
воположна направлению распространения волны и 
определяется тем же выражением, что и для уеди-
ненного домена: 

 2
0 0./ cos= sinV p θ θ−   

При = 0p , 00 < cos < 1θ  на бесконечности имеем 
однородную прецессию вектора S  с частотой =ω

2
0cos= β θ , причем направления прецессии справа и 

слева от центра доменной стенки противоположны. До-
менная стенка не движется как целое, но пульсирует. 
Компонента 3S  колеблется между предельными поло-

жениями, представленными на рис. 4. 
В моменты времени, когда выполняется условие 

cos = 1σ Φ , в точках с координатами 1
0= ( cos )x −

± β θ ×
( )1 0ln tg ( / 2)× −βΔ θ∓  функция 3 ( , )S x t  достигает зна-

чений 1± . В другие моменты времени экстремальные 
значения удовлетворяют неравенству: 0cosθ ≤

3 max| | < 1S≤  и достигаются в точках, которые периоди-
чески сдвигаются на бесконечность, где 

3 max 0| | cosS → θ . В центре доменной стенки (при = 0y ) 
намагниченность не зависит от времени и остается такой 
же, как в отсутствие волны прецессии: 

2 2( cos , sin ,0)= −σ δ −σ δS . 

В общем случае в системе отсчета, связанной с 
доменной стенкой, вектор S  совершает неоднород-
ную эллиптическую прецессию с частотой 

2 2 2
0 0( ) / coscosp θ+β θ  вокруг локальных осей, па-

раллельных вектору n  с компонентами 

 ( ) [ ]
1/22

1 0 2 2= 1 cos sin cos ,n
−

σ + κ κ θ δ − δ   

 2 1/2
2 0 2 2= (1 ) [ cos cos sin ]n −−σ + κ κ θ δ + δ , 

3 0= sh cosn y θ . 

Будем характеризовать внутреннюю структуру до-
менной стенки положением вектора n  в ее центре (при 

= 0y ). Тогда тип доменной стенки определится па-
раметром ξ : 

 0 2 22

1 2 0 2

cos cos sin
= = .

cos cos sin
n
n

κ θ δ + δ
ξ

δ − κ θ δ
  

В общем случае плоскость, в которой лежит ось 
прецессии, в центре доменной стенки образует угол 
arctgξ  с осью Ox . Отсюда следует, что структура до-
менной стенки изменяется в зависимости от соот-
ношения между плотностью импульса 0cosp θ  падаю-
щей на нее волны и параметром анизотропии β . 

Рис. 4. Пульсации доменной стенки на фоне однородной
прецессии намагниченности. 
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5. Интегралы движения для солитонов 
 на фоне волны прецессии 

Рассмотренные нами солитоны на «пьедестале» не-
локализованной волны намагниченности восстанав-
ливают свою внутреннюю структуру после столкно-
вений друг с другом. Структурная устойчивость соли-
тонов гарантируется нетривиальной серией законов 
сохранения, в число которых входят аналоги тради-
ционных законов сохранения энергии и импульса. 
Уместно напомнить теорему классической механики 
[16], согласно которой гамильтонова система в фазо-
вом пространстве размерности 2N  будет интегри-
руема в квадратурах только тогда, когда она имеет N  
первых интегралов движения. Континуальную модель 
(1) можно трактовать как гамильтонову систему с бес-
конечным числом степеней свободы. Поэтому ее пол-
ная интегрируемость предполагает наличие беско-
нечной серии интегралов движения. Приведем алго-
ритм построения интегралов движения для солитонов 
на фоне волны намагниченности. 

Рассмотрим для определенности задачу о взаимо-
действии волны с бризером. В этом случае анали-
тический в области −Γ  элемент * *( )a u  матрицы пере-
хода ( )T u  (7) не зависит от времени. Поэтому он мо-
жет использоваться в качестве производящей функции 
интегралов движения. Удобное для дальнейшего ана-
лиза представление функции * *( )a u  имеет вид 

 ( ) 1(0)* * 21
11

( ) = ( , , ) ( , , ) .lim
x

a u x t u x t u
−

→−∞

⎡ ⎤
χ χ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (16) 

Физически содержательные интегралы движения 
получаются разложением функции **ln ( )a u  в асимп-
тотический ряд по степеням 0( )u u− . Для этого не-

обходимо найти разложения по степеням 0( )u u−  фун-
даментального решения 2 ( , , )x t uχ . В точке 0=u u  ко-
эффициенты вспомогательной линейной системы (5) 
имеют полюсы, а решение 2 ( , , )x t uχ  допускает пред-
cтавление: 

 

[ ]3
2 3

1 0
= exp exp , = ,

0 12
i

N I Z I
i+

σ ⎛ ⎞τ⎡ ⎤ ⎛ ⎞χ − ϕ +Φ σ η+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

(0)
2 2χ → χ  при x →+∞ . Антидиагональная Φ  и диа-

гональная Z  матричные функции от переменных 
, ,x t u  находятся из первого уравнения линейной сис-

темы (5) рекуррентной процедурой в виде рядов по 
степеням 0( )u u− . 

C помощью рядов для функции 2χ , используя 
представление (16), можно разложить в ряд по сте-
пеням 0( )u u−  функцию * *ln ( )a u : 

 * * 0
0

ln ( ) = ( )
2 sin
i i ka u P H u u

′
− − +
β θ

…  (17) 

Первые слагаемые в формуле (17) представляют полевой 
импульс P  и энергию H  бризера. Под импульсом бри-
зера понимаем разность между полным импульсом сис-
темы и импульсом волны намагниченности (3). В пара-
метризации = (sin cos ,sin sin , cos )θ ϕ θ ϕ θS  он имеет вид 

 [ ]0= cos cos .xP dx p
+∞

−∞

θ −∂ ϕ θ∫   

Аналогично определяем энергию бризера: 

 

____________________________________________________ 

 ( ) ( )2 2 2 2 22 2 2
0

1= ( ) .sin sin sin
2 x xH dx p
+∞

−∞

⎡ ⎤∂ θ + ∂ ϕ +β − +βθ θθ⎢ ⎥⎣ ⎦∫   

С другой стороны, можно показать, что функция * *( )a u  восстанавливается по своим свойствам аналитичности 
в области −Γ : 

 
2 2* *

* *
*

( ) ( | | )( ) = , ( ) = ,
( ) ( )( )
u k k d sca u u
u d d k d d

′ϕ +
ϕ

ϕ ′− +

�
� �   

где   = sn( / 2, )s u iK K k′+ +  и т.д.,     = sn( / 2, )s iK K k′μ + +�  и т.д.   
_______________________________________________ 

Используя это выражение и соотношения (12), на-
ходим: 

* 0 0= 2 ln ( ) = 4arg ( ) mod(2 ), mod(2 ) = 0, 2 ;P i a u u− − ϕ + π π π
 

 
* *

1/2
0 = 0

ln ( )= ( ) sin | = 8Im ( ).u u
d a uH i k

du
−′β θ − τ μ   

Отметим, что импульс и энергия бризера сущест-
венно зависят не только от μ , но и от параметров вол-
ны накачки (3): угла прецессии 0θ  и волнового числа 
p . Это обстоятельство следует учитывать при теоре-
тическом описании физических свойств системы, об-
разованной волной и солитонами. 

Кроме того, непосредственно из уравнений движе-
ния (1) следует еще один интеграл движения: 
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 (0)
0 3 03= ( ) = (cos cos ).N dx S S dx

+∞ +∞

−∞ −∞

− θ − θ∫ ∫   

При квазиклассическом квантовании энергии солитонов 
интеграл движения 0N  определяет так называемое чис-
ло спиновых отклонений [1]. Однако 0N  не содержится 
в семействе сохраняющихся величин (17). Вни-
мательный анализ показывает, что явное выражение для 

0N  можно найти из первого уравнения системы (5): 

 =
0 11 =

2= ln[ ( , , = / 2)] | =x
xN x t u iK K +∞

− −∞′Ψ − +
β

  

 
24 ln .

(1 )( )
k sc
d d k

=
′β + −

��
� �   

Следуя близкой схеме, можно найти импульс и 
энергию доменной границы на фоне волны намаг-
ниченности:  

 0
0

0

(dn i )( 1)= 2 ln mod (2 ), = 2 cos .
( 1) (dn i )

u kiP i H
i u k

′⎛ ⎞−+
− + π β θ⎜ ⎟′− +⎝ ⎠

 

Полевой импульс P  и энергия H  доменной стенки 
определяются теми же формулами, что и для бризера. 
Нетрудно проверить, что энергия протяженного уеди-
ненного домена сводится к сумме энергий ограничи-
вающих его доменных стенок. 

6. Заключение 

В поле спиновой волны вынужденные движения как 
отдельной доменной стенки, так и уединенного доме-
на, ограниченного двумя стенками с противополож-
ными топологическими зарядами, происходят навстре-
чу волне с одинаковой по величине скоростью. Это 
свидетельствует о том, что скорость вынужденного 
движения доменной стенки не зависит от знака ее то-
пологического заряда. 

Условие = 0b  в формулировке задачи Римана озна-
чает, что при построении решений модели (1) мы пре-
небрегли процессами излучения малоамплитудных 
спиновых волн. Поэтому приведенные решения можно 
рассматривать лишь как первое приближение в задаче 
о взаимодействии бризера с волной намагниченности 
большой амплитуды, которое можно уточнять в кон-
тексте нелинейной теории возмущений. Отметим так-
же, что существует возможность непосредственного 
сопоставления результатов теории с эксперимен-
тальными данными для квазиодномерных магнитных 
кристаллов с анизотропией типа «легкая ось» [17]. 

Для солитонов на фоне волны намагниченности 
справедлив лишь ослабленный принцип асимптоти-
ческой суперпозиции, который состоит в следующем. 
Солитоны на фоне волны, как и солитоны на фоне од-
нородного основного состояния ферромагнетика, по-

сле столкновений друг с другом восстанавливают свою 
первоначальную форму. Однако при больших расстоя-
ниях между солитонами их внутренняя структура за-
висит не только от данных дискретного спетра вспомо-
гательной линейной системы (5), но и от параметров 
волны. Это следует учитывать при анализе физических 
свойств солитонов, генерируемых на фоне волны на-
магниченности. В частности, фоновая волна накачки 
может разрушить солитоны. 

Бегущая спиновая волна после прохождения через 
уединенный домен приобретает специфический фазо-
вый сдвиг. Это можно использовать для обнаружения 
зародышей перемагничивания в ферромагнитных об-
разцах. 

Авторы признательны А.П. Танкееву за полезное 
обсуждение результатов работы и конструктивные 
замечания. 
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Solitons on the pumping wave background in 
 a ferromagnet with easy axis anisotropy 

V.V. Kiselev and A.A. Rascovalov 

Exact solutions of Landau–Lifshitz equation for a 
ferromagnet with an easy axis anisotropy, which de-
scribe the interaction of nonlinear precession wave of 
arbitrary amplitude with soliton-like objects such as 
breathers, solitary domains and domain boundaries, 
are obtained. Changes of internal structure and physi-

cal parameters of solitons due to the interaction with 
magnetization wave are analyzed. It is shown, that 
both solitary domains and domain boundaries move 
towards the wave. Conditions for the destruction of so-
litons by the nonlinear magnetization wave are de-
duced. 

PACS: 75.60.Ch. Domain walls and domain structure. 

Keywords: solitary domains, domain boundaries, non-
linear magnetization wave, Landau–Lifshitz equation, 
Riemann problem. 

 


