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Abstract. An applicability of three variants of constitutive equations is considered to 

describe the processes of thermoviscoplastic deformation of isotropic materials. It is shown 
that the equations of thermoviscoplasticity taking into account the third invariant of stress 
deviator describe adequately the experimental data. 
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Введение. 
Известно [3, 10, 16], что характеристики некоторых первоначально изотропных 

поликристаллических материалов в условиях ползучести зависят от вида напряженно-
го состояния. В ряде работ [3, 6, 9 – 11, 16, 17] предложены определяющие уравнения, 
описывающие процессы изотермического деформирования таких материалов с ис-
пользованием базовых экспериментов на растяжение, сжатие и кручение. В настоя-
щей работе для описания процессов термовязкопластического деформирования таких 
материалов использованы определяющие уравнения [15]. Эти уравнения обобщают 
предложенные ранее уравнения термопластичности [14] и описывают процессы тер-
мовязкоупругопластического деформирования изотропных материалов по траектори-
ям малой кривизны с учетом зависимости их свойств от температуры и вида напря-
женного состояния (ВНС). В уравнениях [15] для характеристики ВНC использован 
угол ВНС [1], который вычисляется через второй и третий инварианты девиатора на-
пряжений. Уравнения [15] связывают компоненты тензоров условных напряжений и 
относительных деформаций, которые в дальнейшем называем деформациями. Они 
записаны в предположении, что деформации состоят из упругих и неупругих состав-
ляющих, а девиаторы напряжений и дифференциалов неупругих деформаций соосны. 
Уравнения содержат две нелинейные зависимости, вычисляемые по результатам экс-
периментов. Одна из них выражает связь между первыми инвариантами тензоров на-
пряжений и деформаций, а вторая – связь между вторыми инвариантами соответст-
вующих девиаторов. Для конкретизации этих зависимостей используют две серии 
базовых опытов на пропорциональное нагружение трубчатых образцов при различ-
ных постоянных значениях угла ВНС и нескольких значениях температуры из рас-
сматриваемого диапазона. В первой серии проводят опыты на мгновенное деформи-
рование образцов, т. е. со скоростями нагружения, не влияющими на форму получае-
мых зависимостей. Во второй серии выполняют опыты на ползучесть, сопряженные с 
опытами первой серии по скоростям первоначального нагружения. При предположе-
ниях о линейной связи между первыми инвариантами тензоров напряжений и дефор-
маций  и независимости от ВНС связи между вторыми инвариантами соответствую-
щих девиаторов рассматриваемые определяющие уравнения превращаются в соотно-
шения теории процессов деформирования по траекториям малой кривизны [2], кото-
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рые совпадают с широко используемыми [2, 12, 13 и др.] уравнениями теории пласти-
ческого течения [1, 2, 8, 18 и др.], ассоциированными с условием Мизеса.  

В работах [14, 15] проведена экспериментальная проверка положенных в основу 
определяющих уравнений термовязкопластичности предположений о соосности де-
виаторов напряжений и дифференциалов неупругих деформаций и входящих в эти 
уравнения нелинейных зависимостей.  

В развитие [14, 15] в данной работе выполнена проверка уравнений термовязко-
пластичности путем сопоставления экспериментальных значений компонент дефор-
маций с вычисленными по данным уравнениям значениями этих компонент в предпо-
ложении, что значения напряжений заданы. Кроме того, проведена также аналогичная 
проверка варианта [4] этих уравнений в случае, когда связь между первыми инвари-
антами тензоров напряжений и деформаций принята в линейном виде.  

§1. Уравнения термовязкопластичности. 
Определяющие уравнения [15], связывающие компоненты тензоров напряжений 

ij  и деформаций ij  в процессах неизотермического нагружения по траекториям 

малой кривизны с учетом ВНС, представлены в виде 

  ( )
02 2 d

ij ij ij ijG K G        ;                                         (1.1) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1
2

1 2
d n p c

ij ij T ijG e
    


      
,                                  (1.2) 

где  1 2K E   ;  2 1E G   ;  0T T T T   ; E ,   и T  – модуль упругости, 

коэффициент Пуассона и коэффициент линейного теплового расширения материала, 
зависящие от температуры T ; 0T  – начальная температура; ( )n

ije  – компоненты девиа-

тора неупругих деформаций; ( ) ( )
0 / 3p p

ii   и ( ) ( )
0 / 3c c

ii   – первые инварианты тен-

зоров деформаций пластичности и ползучести соответственно.  
При проведении вычислений с использованием уравнений (1.1) процесс нагруже-

ния необходимо разбить на ряд этапов. В конце произвольного N - го этапа компо-
ненты девиатора неупругих деформаций определяются как суммы их приращений 

( ) ( )

1

N
n n

ij k ij
k

e e


  .                                                    (1.3) 

Для определения ( )
0

p  и ( )
0

c  используем зависимость между первыми инвариантами 

тензоров напряжений 0 / 3ii   и деформаций 0 / 3ii   вида 

 *
0 1 0 , ,F T                                                       (1.4) 

* ( )
0 0 0

c
T      ;                                                  (1.5) 

( ) ( )
0 0

1

N
c c

k
k

 


  ;                                                    (1.6) 

 3

3

1 3 3
arccos

3 2

I D

S



 

  
 

    0 3
  ;                    (1.7) 

 – угол ВНС;  3 ijI D s   – третий инвариант девиатора напряжений ;D  

0ij ij ijs      – компоненты девиатора напряжений; S – интенсивность касательных 

напряжений 
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 
1

2

2ij ijS s s .                                                   (1.8) 

Приращение ( )n
k ije  на произвольном этапе нагружения определяется выражением 

( ) ( )ijn n
k ij k

k

s
e

S
    ,                                             (1.9) 

где ( )n
k   – приращение интенсивности неупругих деформаций сдвига, 

( ) ( ) ( )n p c
k k k        ,                                          (1.10) 

( )p
k   и ( )c

k   – приращения интенсивностей мгновенных накопленных пластичес-

ких деформаций сдвига и деформаций ползучести. Угловыми скобками в (1.9) обо-
значено среднее за этап значение заключенной в них величины.  Для определения 

( )p
k   используем предположение о существовании зависимости вида 

 *
2 , ,S F T   ,                                                 (1.11) 

где * – интенсивность мгновенных деформаций сдвига, 

* ( )

2
pS

G
    ;    ( ) ( )

1

N
p p

k
k

    .                                    (1.12) 

Функции 1F  (1.4) и 2F  (1.11) вычисляем по результатам первой серии вышеупо-

мянутых базовых опытов на пропорциональное нагружение трубчатых образцов, как 
это описано в [5, 7, 14, 15]. Для определения ( )

0
c

k  и ( )c
k   используем результаты 

второй серии базовых опытов на деформирование образцов в условиях ползучести.  
В [15] предложено использование аппроксимирующих выражений вида 

    ( ) 2
2 1 3 4 5 6, , exp lnc S T c c S c c T c c          ;              (1.13) 

    ( ) 2
0 0 2 1 0 3 4 5 6, , exp lnc T d d d d T d d            ,           (1.14) 

где ,i ic d  ( 1, ..., 6)i   – коэффициенты, вычисленные из условия наилучшей аппрок-

симации выражениями (1.13), (1.14) экспериментальных  данных. Тогда имеем 
( ) ( )
0 0

c c
k k t    ; ( ) ( )c c

k k t      ( 1k k kt t t    – продолжительность этапа).  (1.15) 

Заметим, что приведенные определяющие уравнения могут быть использованы в 
упрощенном варианте [4], когда вместо (1.4) принимается линейная зависимость ме-
жду первыми инвариантами тензоров напряжений и деформаций. 

§2. Алгоритм расчета процесса деформирования трубчатого образца. 
Методика проведения экспериментов на трубчатых образцах и способы построе-

ния зависимостей (1.4), (1.11) подробно описаны в [4, 5, 7, 14, 15]. Эксперименты про-
ведены при различных постоянных и переменных соотношениях растягивающей осе-
вой силы и внутреннего давления при разных значениях температуры и скоростях 
нагружения, как не влияющих на форму деформационных кривых, так и оказываю-
щих существенное влияние на эти кривые. В этих экспериментах  напряженное со-
стояние образца характеризуется  осевым и окружным напряжениями 11 22,  ; ради-

альное напряжение является пренебрежимо малым по сравнению с 11 22,  , т.е. 

33 0  . Деформированное состояние характеризуется осевой, окружной и радиаль-

ной компонентами тензора деформаций 11 22 33, ,   , причем 11 22,   были измерены, а 

значения 33  рассчитаны, как это описано в [5, 15].  
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При проведении расчетов деформированного состояния образца напряжения при-
нимаем заданными. Должны быть заданы модуль упругости материала, коэффициент 
Пуассона и коэффициент линейного теплового расширения. Зависимости (1.4) и (1.11) 
также принимаем известными, полученными в результате базовых экспериментов на 
пропорциональное нагружение трубчатых образцов при значениях угла 0,   

6, 3   при нескольких значениях температуры в диапазоне рассматриваемых тем-

ператур (базовые кривые). При промежуточных значениях угла и температуры соот-
ветствующие зависимости (1.4) и (1.11) определяем по базовым кривым путем линей-
ной интерполяции. Должны быть также известны коэффициенты выражений (1.13), 
(1.14). Тогда из уравнений (1.1) с учетом вышесказанного  находим выражения для 
компонент деформаций образца в виде 

   
* *

11 22 11 22
11 2 1 2 1G G

   


 
 

 
 

;     
   

* *
22 11 22 11

22 2 1 2 1G G

   


 
 

 
 

; 

     ( ) ( ) ( ) ( )
33 11 22 11 22 0 0

1 2 1

1 1 1
n n p c

Te e
       
  

 
       

  
;            (2.1) 

  * ( ) ( ) ( ) ( )
11 11 22 0 0

2
1

1
n n p c

T

G
e e     


         

; 

   * ( ) ( ) ( ) ( )
22 22 11 0 0

2
1

1
n n p c

T

G
e e     


         

.                          (2.2) 

Определение деформаций образца можно вести по такому алгоритму. Процесс нагру-
жения образца разбиваем на ряд этапов. При этом удобно выбрать первый этап в пре-
делах упругости материала, тогда в (2.1), (2.2) ( ) ( )

11 22 0,n ne e  ( ) ( )
0 0 0p c    и на пер-

вом этапе значения деформаций определяются формулами теории упругости. Для 
определения компонент деформаций на произвольном N - м этапе по значениям на-

пряжений вычисляем     0 11 22 / 3
N N

    ,  N
S  (1.8) и  N  (1.7). По базовым 

кривым (1.4) находим кривую, соответствующую  N  и температуре образца NT .  

На этой кривой определяем значение  *
0 N
 , соответствующее значению  0 N

 , и 

вычисляем      
 
0( ) *

0 0
p N

N N
NK T


   . Далее, воспользовавшись значениями  0 N

 , 

 N , NT  и формулами (1.14), (1.15) и (1.6), определяем  ( )
0

c

N
 . Затем по базовым 

кривым (1.11) путем линейной интерполяции находим кривую, соответствующую  NT  

и  N , и вычисляем значение  *

N
 , соответствующее  N

S . Далее, учитывая 

(1.12),  получаем    
     

 
( ) * * 1

1
12 2

p N N
N N N

N N

S S

G T G T





        . По известным значе-

ниям  N
S ,  N  и NT  с помощью формул (1.13), (1.15) определяем ( )c

N   и нахо-

дим ( )n
N   (1.10). Далее вычисляем приращения неупругих компонент девиатора 

деформаций (1.9) и сами эти компоненты (1.3). Теперь вычисляем * *
11 22,   (2.2) и по 

формулам (2.1) определяем искомые компоненты деформаций. 

§3. Результаты расчетов. 
По описанному алгоритму  рассчитан процесс неизотермического деформирова-

ния образца [15], данные о котором приведены в табл. 1. 
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                                                                                                                 Таблица 1 
t , 
мин 

T, °C 11 ,МПа 22 ,МПа 3
11 10   3

22 10   3
33 10   

0 590 164,1 82,6 6 –1 –4,2 

1,5 606 175,3 84,3 10,1 –1 –8,1 

3,3 615 187,4 87,9 14,1 –1 –11,9 

4,3 633 191,4 90,3 19,2 –1 –16,8 

5,5 642 200,6 93 22,2 –1 –19,5 

6,7 654 211,4 97,2 26,3 0 –24,3 

8 660 218,4 103,9 34,6 1 –33 

9,3 674 226,8 113,1 43,9 2 –42,4 

10,8 682 228,7 116,5 57,6 1 –53,7 

11,1 691 228,9 118,1 65 2 –61,1 

 

Материал образца – сплав Х18Н10Т, данные о свойствах которого приняты согласно  
[14, 15]. Значения базовых функций (1.4) и (1.11), вычисленных по методике [4, 5, 7, 
14, 15], заданы табл. 2 и 3, соответственно.  

                                                                                     Таблица 2 

500T C   700T C   
*
0  

0   6   3   0   6   3   

0,0002 72 72 72 34 34 34 

0,0006 166 131 88 70 60 50 

0,001 178 139 100 82 68 62 

0,0024 205 151 116 160 130 100 

0,004 211 159 124 186 137 104 

0,008 219 169 133 194 147 112 

0,02 240 197 154 216 177 136 

                                                                               Таблица 3 

500T C   700T C   
*  

0   6   3   0   6   3   

0,0002 26 26 26 12 12 12 

0,01 104 104 104 80 80 80 

0,02 129 129 129 96 92 103 

0,04 149 134 165 128 107 132 

0,06 173 145 188 134 111 141 

0,08 179 153 200 140 116 150 

0,10 184 157 212 146 121 159 

0,16 199 169 232 172 135 186 

Выполнено три расчета: 1) с учетом ВНС, с использованием базовых зависимо-
стей (1.4) и (1.11) (табл.2, 3); 2) с учетом (1.11), а вместо (1.4) принята линейная зави-
симость между первыми инвариантами тензоров напряжений и деформаций, т.е. с 
использованием упрощенного варианта определяющих уравнений [4]; 3) с использова-
нием соотношений теории процессов деформирования по траекториям малой кривизны 
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[2] без учета ВНС. Для учета деформаций 
ползучести использованы выражения (1.13), 
(1.14), коэффициенты которых приведены 
в [15]. 

Результаты расчетов осевых 11  и ради-

альных 33  деформаций в зависимости от 

номера этапа нагружения приведены на 
рис. 1 и 2, соответственно. Окружные де-
формации 22  не приведены, поскольку 

они малы по сравнению с 11 , 33  и изме-

няются от 31 10   до 32 10 . На рис. 1 и 2 
расчетам 1), 2) и 3) соответствуют 
сплошные, пунктирные и штриховые ли-
нии. Экспериментальные данные на этих 
рисунках показаны треугольниками. 

В качестве экспериментальных зна-
чений 33  приняты значения, вычислен-

ные по методике [15] с использованием 
условия пластической несжимаемости. Из 
рис. 1 и 2 видно, что результаты расчетов 
1) и 2) мало различаются между собой и 
удовлетворительно соответствуют экспе-
риментальным данным. Различие между 
результатами расчетов 1), 2) и эксперимен-
том в области максимальных значений де-
формаций достигает 12%. Результаты рас-
чета 3) на первых шести этапах, когда уро-
вень деформаций (по абсолютной величи-
не) не превышает 3%, удовлетворительно 
согласуются с экспериментальными дан-
ными. С увеличением деформаций резуль-
таты расчета 3) все больше отличаются от 
экспериментальных данных и в конце рас-
сматриваемого процесса они различаются 

                                                                                  более, чем в 2 раза. 
Заключение. 
Численно исследован процесс термовязкопластического деформирования трубча-

того образца из материала Х18Н10Т с помощью трех вариантов теории процессов 
неупругого деформирования по траекториям малой кривизны. Показано, что резуль-
таты расчета с использованием теории термовязкопластичности [15], содержащей 
нелинейные зависимости между первыми инвариантами тензоров напряжений и де-
формаций и вторыми инвариантами соответствующих девиаторов, в которых учиты-
вается ВНС, удовлетворительно описывают полученные экспериментально значения 
компонент деформации. Также показано, что  рассмотренный процесс деформирова-
ния может быть удовлетворительно описан более простым вариантом определяющих 
уравнений [4], в котором ВНС учитывается только в связи между вторыми инвариан-
тами девиаторов напряжений и дефомаций, а связь между первыми инвариантами 
соответствующих тензоров принята в традиционном линейном виде. Результаты рас-
чета, полученные с использованием определяющих уравнений [2] теории процессов 
деформирования по траекториям малой кривизны без учета ВНС, приближенно соот-
ветствуют исследуемому процессу только в его начальных этапах при деформациях 
менее 3%, а в конце данного процесса, когда деформации достигают 7%, отличаются 
от экспериментальных данных более, чем в 2 раза. 

 
Рис. 1 

 

 

Рис. 2 
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Р Е ЗЮМ Е .  Розглянуто доцільність застосування трьох варіантів визначальних рівнянь для 

описання процесів термов’язкопружнопластичного деформування ізотропних матеріалів. Показано, 
що рівняння термов’язкопластичності з урахуванням третього інваріанта девіатора напружень адек-
ватно описують експериментальні дані. 
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