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Рассматривается задача взаимодействия поверхностных гравитационных волн с размываемым откосом. На основе
традиционного подхода балансовое уравнение для глубины H и расхода наносов Q дополняется полуэмпирическими
соотношениями для наклонного берега. В результате получено параболическое уравнение с переменными коэф-
фициентами, которое интегрируется методом конечных разностей. Показана и анализируется эволюция донных

наносов. Представлена также обобщенная модель седиментации, описываемая уравнением гиперболического типа
с диссипацией.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: транспорт наносов, волны на воде, эрозийное дно

Розглядається задача взаємодiї поверхневих гравiтацiйних хвиль з укосом, що розмивається. На основi традицiйного

пiдходу балансове рiвняння для глибин H i витрати наносiв Q доповнюється напiвемпiричними спiввiдношеннями
для нахиленого берега. В результатi отримано параболiчне рiвняння iз змiнними коефiцiєнтами, яке iнтегрується
методом скiнченних рiзниць. Показана i аналiзується еволюцiя донних наносiв. Наведено також узагальнену модель
седiментацiї, яка описується рiвнянням гiперболiчного типу iз дисипацiєю.

КЛЮЧОВI СЛОВА: транспорт наносiв, хвилi на водi, ерозiйне дно

The problem of interaction of surfacy gravity waves with a washed away slope is considered. On the basis of conventional
approach, the balance equation for the depth H and the sediment discharge Q is supplement by semiempirical relati-

onships for inclined coast. As a result, the parabolic equation with variable coefficients is obtained which is integrated
by the method of finite differences. Evolution of bottom sediments is shown and analyzed. Also generalized model of
sedimentation desribed by the equation of hyperbolic type with dissipation is presented.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследование взаимодействия поверхностных
гравитационных волн с размываемым дном и бе-
регами было и остается актуальной проблемой.

В работах [7, 12] проводилось математическое
моделирование эволюции береговой линии. В слу-
чае частично отраженных волн численные резуль-
таты получены в [5, 8, 25].

В работе [2] исследовалось движение наносов в
придонном слое, моделируемом вязкосыпучей сре-
дой, и определялся расход наносов. Движение на-
носов над жестким или эрозийным дном исследо-
валось численно в [24].

В работе [6] показано, что затухание волн мо-
жет существенно модифицировать диффузионное
решение при сопоставимых масштабах длины за-
тухания и глубины волн.

В отличие от предыдущих исследований в рабо-
те [17] исследуется массовый транспорт, индуци-
руемый морскими волнами, которые распростра-
няются над наклонным пляжем и полностью отра-
жаются от стенки. Решение построено по Стокеру
[21] введением функции комплексного переменно-
го. Показано, что при этом образуются рецирку-
ляционные ячейки и в случае умеренных наклонов
классическая структура рециркуляционных ячеек
имеет место только при малых числах Рейнольдса.
При больших числах Рейнольдса эти ячейки взаи-
модействуют между собой, что приводит к сли-
янию отрицательных ячеек и задержанию поло-
жительных ячеек около основания. В результате
жидкость перемещается на суше около основания,
а на расстоянии от берега – около свободной по-
верхности. Слияние ячеек обусловлено уменьше-
нием продуцируемой на дне завихренности в сто-
рону моря.
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1. ТРАДИЦИОННАЯ МОДЕЛЬ СЕДИМЕН-
ТАЦИИ, ОПИСЫВАЕМАЯ УРАВНЕНИЕМ
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Математическое описание процесса разнонаправ-
ленного перемещения морских наносов под воздей-
ствием поверхностных волн сопряжено со значи-
тельными трудностями. Однако для инженерных
целей при строительстве сооружений в прибре-
жной зоне шельфа достаточно знать характери-
стики результирующего переноса осадков, а не
одной частицы. Поэтому для описания динамики
морских наносов можно применить уравнения, ко-
торые описывают переформирование русел и ка-
налов, где вода и твердые частицы перемещаются
в одном направлении. Эти уравнения запишем в
следующем виде [19]:

(1 − ε)
∂H

∂t
+
∂Q

∂x
= 0, (1)

Q =

{

Aω d
(

τ
B

τ
BC

)β

при τB ≥ τBС ,

0 при τB < τBС.
(2)

Здесь ε – пористость грунта; H – глубина дна,
отсчитываемая от невозмущенного уровня водое-
ма; Q – расход наносов; A и B – безразмерные по-
стоянные; τB – касательное напряжение на дне;
τBC – критическое значение касательного напря-
жения, при котором начинается перемещение на-
носов.

При β = 1; 1.5; 3 из (2) получаются, соответ-
ственно, известные в речной гидравлике форму-
лы расхода наносов А. Шильдса (1948), Мейера-
Петера и Мюллера (1948), X. Эйнштейна – С. Бра-
уна (1950).

Эти формулы использовались в работах по ди-
намике морских наносов в том же виде, в каком
они применялись для расчета русловых деформа-
ций. В работе [22] метод X. Эйнштейна – С. Брау-
на применялся с некоторыми модификациями для
прогноза переформирований дна в прибрежной зо-
не шельфа. Формулы для расхода наносов запи-
сывались в виде

Q0 =

{

Aω dψ3
s при τB ≥ τBС,

0 при τB < τBС,
(3)

ψ0 =
τB

(ρ1 − ρ0) gd
, (4)

τB = −0, 5CfUB |UB | . (5)

Здесь ψ0 – параметр Шильдса (касательное на-
пряжение на дне, записанное в безразмерном ви-
де); ρ1, ρ0 – плотности твердых частиц и воды; Cf

– коэффициент сопротивления твердых частиц.

В отличие от теории русловых деформаций вхо-
дящие в формулы (3)–(5) значения величин UB

и τB интерпретировались не как мгновенные, а
как осредненные в течение половины периода вол-
ны. Трансформация параметров волн до глубины
опрокидывания рассчитывалась по линейной тео-
рии волн, а в области прибойного потока – по эм-
пирическим зависимостям.

2. РЕШЕНИЕ И АНАЛИЗ

Новый элемент состоит в том, что в выражении
для параметра Шильдса, следуя работе [10, 11],
учитывается уклон дна. Таким образом, система
уравнений принимает следующий вид:

(1 − ε)
∂H

∂t
+
∂Qs

∂x
= 0, (6)

Qs =

{

Aω dψ3
s при τB ≥ τBС,

0 при τB < τBС,
(7)

ψs = ψ0

(

1 ± sin S

tg ϕ0

)

. (8)

Здесь ξs – параметр Шильдса для наклонного
дна; S (x, t) – угол, составленный касательной к
контуру дна в момент времени t; ϕ0 – угол есте-
ственного откоса грунта в воде.

Физический смысл формулы (8) состоит в сле-
дующем. При движении твердой частицы вверх по
откосу в потоке должна быть совершена работа по
преодолению силы тяжести. Поэтому при прочих
равных условиях транспортирующая способность
потока, переносящего наносы вверх по откосу,
меньше, чем транспортирующая способность по-
тока над горизонтальным дном. Соответственно
расход потока, переносящего частицы в направле-
нии к берегу, представляется в виде

Qs = Aω dψ3
0

(

1 − sin S

tg ϕ0

)3

. (9)

Делаем допущение, аналогичное принятому в
[15] при решении пространственной задачи о пе-
реформировании берегов:

sinS ≈ S ≈ arc tg
∂H

∂x
≈ ∂H

∂x
. (10)

Подставляя (9), (10) в уравнение неразрывности
(6), получаем

(1 − ε)
∂H

∂t
+

∂

∂x

(

Q0 −
3Q0

tgψ0

∂H

∂x

)

. (11)
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Из (11) получается следующее уравнение, опи-
сывающее переформирование дна в случае, если
все частицы наносов двигаются в сторону берега:

∂H

∂t
− ∂

∂x

(

a
∂H

∂x

)

+ b = 0, (12)

где

a =
3Q0

tgϕ0 (1 − ε)
, (13)

b =
1

1 − ε

∂Q0

∂x
. (14)

Соответственно расход наносов, переносимых
волновым потоком в направлении моря, больше,
чем в случае горизонтального дна, и записывае-
тся в виде

Qs = Aω dψ3
0

(

1 +
3S

tgϕ0

)3

. (15)

Уравнение вида

∂H

∂t
+

∂

∂x

(

a
∂H

∂x

)

+ b = 0 (16)

описывает случай, когда все наносы перемещаю-
тся в сторону моря. Это уравнение может быть
использовано для математического моделирова-
ния процесса абразии в прибрежной зоне. Движе-
ние частиц в волновом поле моделировалось чи-
сленно в [23].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Результаты тестовых расчетов приведены на
рис. 1, где кривой 1 обозначен первоначальный
пологий откос, кривой 2 – расчетный профиль,
полученный путем интегрирования дифференци-
ального уравнения (15) [3], кривой 3 – эксперимен-
тальный профиль равновесия. Приводятся также
данные параметров волнения и наносов, использо-
вавшихся в экспериментах (S0 = 0.06): а) h0 =9 см,
λ0 = 4 м, d = 0.3 мм [20]; б) h0 = 15.2 см, λ0=5 м,
d= 0.46 мм [15]; в) h0 = 11.3 см, λ0 = 10 м, d =
0.22 мм [16]; г) = h0=11.3 см, λ0=10 м, d= 0.46 мм
[16]. Промежуток T времени, в течение которого
выполнялось интегрирование, был принят равным
длительности 40 тысяч волн, что в лабораторных
условиях достаточно для выработки приближения
к профилю динамического равновесия. При расче-
тах использовались следующие значения коорди-
нат, входящих в математическую модель: Cf =
0.01; A = 19.5; п = 0.33.

Рис. 1. Деформация плоского откоса под
воздействием набегающих волн (четыре стадии):

1 – плоский откос, 2 – расчетный профиль,
3 – экспериментальный профиль равновесия

4. ОБОБЩЕННАЯ МОДЕЛЬ СЕДИМЕНТА-
ЦИИ, ОПИСЫВАЕМАЯ УРАВНЕНИЕМ ГИ-
ПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

В реальных средах возмущения распространяются
с конечной скоростью [1, 4, 13, 14].

Рассматривается волновое движение невязкой
несжимаемой жидкости переменной глубины в
прямоугольной декартовой системе координат
(x, y, z). Плоскость z = 0 совпадает с невозму-
щенной свободной поверхностью, а ось Oz направ-
лена вверх.

Рассматриваем возмущенное состояние, когда
донная поверхность деформируется под влияни-
ем поверхностных гравитационных волн. Это ха-
рактеризуется глубиной жидкости

z = −H (x, y, t) .

Так что глубинаH (x, y, t) изменяется во времени
из за движения наносов.

Математическая задача формулируется сле-
дующим образом: определить глубину жидко-
сти H (x, y, t) и вектор потока энергии ~Q =
~Q (x, y, t) в области ΩT = Ω × T , где Ω ⊂
R3, T = {t| ∈ [0, t1]}, как решения уравнений (17)
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и (18), которые удовлетворяют соответствующим
граничным и начальным условиям. Одно уравне-
ние выражает закон сохранения:

∂H

∂t
+ ~∇ · ~Q = 0, (17)

где ~∇ – планарный оператор, {·} – символ скаляр-
ного умножения.

Транспортное уравнение для замыкания систе-
мы, в отличие от предыдущих исследований, по-
стулируется в обобщенной форме [18]:

L~Q = − ~MH, (18)

где скалярный оператор L характеризует измене-
ние потока во времени:

L ≡ 1 + η1∂t + η3∂ttt + · · · + η2n+1 ∂tt...t
(2n+1)раз

, (19)

с коэффициентами 1, η1, η3, ..., а векторный опе-
ратор ~M представляется оператором градиентно-
го типа:

~M ≡ k1
~∇ + k3

~∇∇2 + · · · + k2n+1
~∇∇2n (20)

с коэффициентами k1, k3 ... .
В соответствии с концепцией гиперболичности

[4] сохранение всех операторов до определенно-
го порядка (19), (20) порождает ряд обобщен-
ных гиперболических моделей. Необходимо отме-
тить, что обобщенная неравновесная термодина-
мика мотивирована конститутивными уравнения-
ми вида (19), если вместо H рассматривать абсо-
лютную температуру T , коэффициент проводимо-
сти тепла k1 и временную релаксацию η1 [9, 13].

В данном случае, когда все члены в (19) рав-
ны нулю, кроме первого, и η1 6= 0, η3 =
0, ... , η2n+1 = 0, и все члены в (20) равны ну-
лю, кроме k1, то есть k1 6= 0, k3 = 0, ..., k2n+1 =
0 (n = 0, 1, 2, ...), получаем известную парабо-
лическую модель эволюции наносов, уравнение
имеет вид η1∂tq+ k1∇ ·H = 0. Из (18) и (19) полу-
чаем

(1 + η1∂t) ~q = −k1
~∇H. (21)

Для случая n = 0 из соотношений (19), (20) сле-
дует простейшая гиперболическая модель в виде
уравнения

∇2H − 1

c21

∂2H

∂t2
− 1

k1

∂H

∂ t
= 0, (22)

где c1 – скорость распространения возмущения,
которая определяется как c1 =

√

k1/η1, η1 – па-
раметр релаксации, k1 – коэффициент кинемати-
ческой вязкости (диффузии).

В классическом случае, когда параметр релакса-
ции η1 стремится к нулю, уравнение (22) вырожда-
ется и для величины H (x, y, t) получаем уравне-
ние параболического типа:

∇2H − 1

k1

∂H

∂ t
= 0, (23)

которое удовлетворяет закону сохранения и при-
меняется во всех традиционных исследованиях
[19]. В дальнейшем рассмотрим случай фронталь-
ного подхода волн (плоская задача).

Рассмотрим уравнение для функции T (x, y, t),
описывающей состояние системы при ее резком
изменении (неравновесная термодинамика, движе-
ние частиц в среде, седиментация и др.):

∇2T − 1

c21

∂2T

∂t2
− 1

k1

∂T

∂ t
= 0, (24)

где c1 – скорость распространения возмущения,
которая определяется как c1 =

√

k1/η1; η1 – па-
раметр релаксации; k1 – коэффициент диффузии;
x и y – пространственные координаты; t – время;
∇2 – лапласиан. Это гиперболическое уравнение с
диссипацией. Вклад гиперболического и параболи-
ческого операторов определяется решением урав-
нения (24). При мгновенном включении сигнала
его передача в начальный момент времени опи-
сывается гиперболическим оператором. А потом
проявляются диффузионные эффекты.

Все последующие обобщения параболических
моделей основаны на таком обобщенном транс-
портном уравнении. В результате было предложе-
но много моделей, обобщающих параболические.

В данной статье рассматривается распростра-
нение гармонических волн на основе обобщенно-
го уравнения, а также начально-краевая задача
на конечном интервале, когда на входе задан им-
пульс, а на выходе имеет место полное поглоще-
ние.

В дальнейшем, принимая в качестве исходных
характерных величин η1 (сек) и k1 (м2/сек), полу-
чаем:

x∗ = x/
√

η1k1, t
∗ = t/η1,

T ∗ = T/T0, c
∗

1 = 1, k∗1 = 1. (25)

Уравнение (24) в одномерном случае с учетом (25)
принимает вид

∂2T∗

∂x∗2
− ∂2T∗

∂t∗2
− ∂T∗

∂t∗
= 0. (26)
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В дальнейшем звездочки опускаем.
Гармонические волны. Для исследования рас-

пространения свободных гармонических волн на
основе (26) задаем возмущения в виде бегущих
волн:

T (x, t) = ei(kx−ωt), (27)

где k = 2π/λ – волновое число; λ – длина волны,
λ∗ = λ/

√
η1k1; ω = kcp – круговая частота; cp –

фазовая скорость, c∗p = cp
√

η1/k1.
После подстановки (27) в (26) получаем условие

разрешимости в виде дисперсионного уравнения и
записываем (27) следующим образом

eik(x−(Recp)t) ek(Imcp)t. (28)

Величины Recp и Imcp находятся из дисперсион-
ного уравнения в явном виде:

Recp =

√

1 − 1

4

(

λ

2π

)2

, Imcp = −1

2

λ

2π
(29)

и второй множитель в (29) равен exp (−t/4).
Из (28) и (29) видно, что предельный переход

λ → 0 соответствует выходу на характеристику
Recp = 1, а с увеличением длины волны λ вклад
гиперболичности убывает.

Начально краевая задача. Исследуем распро-
странение волн от мгновенно включаемого исто-
чника на конечном интервале. При мгновенном
включении сигнала его передача в начальный мо-
мент времени описывается гиперболическим опе-
ратором. А потом проявляются диффузионные
эффекты.

Начально-краевая задача для функции T (x, t)
на основе уравнения (26) формулируется в виде

∂2T

∂x2
− ∂2T

∂t2
− ∂T

∂t
= 0, x ∈ (0, l1) , t ∈ (0, T1)

(30)
с граничными условиями

T (x, t)|x=0 = H(t), T (x, t)|x=l1
= H (t − l1/c1) ,

(31)
где H (t) – функция Хевисайда,
и начальными условиями

T (x, t)|t=0 = 0, Tt (x, t)|t=0 = 0. (32)

Для решения задачи (30)–(32) применяем преобра-
зование Лапласа:

Рис. 2. Распространение ступенчатого импульса
(функция Хевисайда) от входа до выхода

TL (x, p) =

∞
∫

0

T (x, t) e−ptdt. (33)

В пространстве изображений получаем из (30)–
(33):

d2TL

dx2
− p (p+ 1)TL = 0, (34)
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TL (x, p)
∣

∣

x=0
=

1

p
, TL (x, p)

∣

∣

x=l1
=

1

p
e−pl1/c1 .

(35)
Решение уравнения (34) записывается в виде

TL (x, p) = C1e
λx +C2e

−λx, (36)

где

λ =
√

p (p+ 1), (37)

а произвольные постоянные C1 и C2 определяются
из граничных условий (35):

C1 = −1

p

e−λl1 − e−pl1/c1

eλl1 − e−λl1
, C2 =

1

p

eλl1 − e−pl1/c1

eλl1 − e−λl1
.

(38)
Таким образом, соотношения (36)–(38) пред-

ставляют точное решение в пространстве изобра-
жений задачи (30)–(32) на конечном интервале
x ∈ (0, l1), который соответствует входу в систему
при x = 0 и дальнейшему распространению волн
до конца интервала x = l1, где имеет место пол-
ное поглощение волн. На входе при x = 0 задае-
тся функция Хевисайда. На выходе при x = l1 за-
дается условие полного поглощения, так что вол-
ны обратно не распространяются. Для другой вхо-
дной функции решение может быть получено с по-
мощью интеграла Дюамеля.

Каждая волна будет приходить с глубокой воды
и разрушаться вблизи уреза, т. е обратных отра-
женных волн не будет. В этом случае на основе
обобщенного уравнения (18) можно рассматривать
начально краевую задачу на конечном интервале
с полным поглощением на выходе. Такая задача
исследовалась применительно к распространению
импульса (спайка) в мозге.

На рис. 2 представлены результаты, где хорошо
видно распространение импульса в разные момен-
ты времени. Процессы соответствуют 10 с иссле-
дованиями Максвелла и его последователей [14].
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