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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîäáîðà ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷å-
íèé îïîð êîíñòðóêöèè-ïëàòôîðìû, ãäå ñóììàðíàÿ íàãðóçêà íà ïëàòôîðìó íîðìèðîâàíà ê åäè-
íèöå. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü ïîðîæäåíà èíòåðâàëüíûìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè êàê îöåíêàìè íîð-
ìèðîâàííûõ ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé îïîð. Äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ îá îïòèìàëüíûõ
ðåøåíèÿõ ïðîåêòèðîâùèêà â òàêîé ìîäåëè ïðè ïåðåîöåíêàõ íåîïðåäåëåííîñòåé. Óñëîâèÿ îäíî-
ãî èç óòâåðæäåíèé âûòåêàþò èç èíäóöèðîâàíèÿ óñëîâèé ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíñòðóêöèÿ-ïëàòôîðìà, ïîäáîð ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé, àíòàãî-
íèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïåðåîöåíêè íåîïðåäåëåííîñòåé, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðîåêòèðîâùèêà.

ÎÁËÀÑÒÜ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÿâëÿÿñü ôóíäàìåíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè è ïðåäøåñòâóÿ ìàêåòíîìó èëè íàòóðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ,
ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü íåîãðàíè÷åííûå êîìáèíàöèè ñ ïàðàìåòðàìè èññëåäóåìûõ
îáúåêòîâ. Ýòî îñîáåííî àêòóàëüíî â êîíñòðóèðîâàíèè òåõíè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñ-
êèõ ñèñòåì, â îáëàñòè ñòðîèòåëüñòâà, îáùåé èíæåíåðèè, ãäå ðàçðàáîòêà äàæå
ìàêåòíîé ìîäåëè íåâîçìîæíà áåç îñíîâàòåëüíîãî ïðèêëàäíîãî àíàëèçà. Â ÷àñò-
íîñòè, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé èëè èõ ýëåìåíòîâ òàêîé
àíàëèç íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü îòíîñèòåëüíî íàäåæíîñòè, óñòîé÷èâîñòè, äîëãî-
âå÷íîñòè, áåçîïàñíîñòè è äðóãèõ ñèñòåìíûõ ïàðàìåòðîâ [1].

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïîðíûå êîíñòðóêöèè-ïëàòôîðìû â îòäåëüíîñòè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñàìûìè ñëîæíûìè îáúåêòàìè ñòðîèòåëüíîãî ïðîöåññà, òåì íå ìåíåå îíè
äîëæíû âûäåðæèâàòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå âåðòèêàëüíîå äàâëåíèå è ïðè
ýòîì áûòü ïðèåìëåìûìè ïî ìàññîãàáàðèòíûì ïîêàçàòåëÿì. Ýòî ðåàëèçóåìî ïðè
êîìïëåêñíîì îáåñïå÷åíèè ïóòåì ïîäáîðà îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà îïîð è èõ
ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé. Îäíàêî ñóùåñòâóþò çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ, ãäå ïîòåíöè-
àëüíîå äàâëåíèå íà ïëàòôîðìó êîíñòðóêöèè îöåíèâàåòñÿ èíòåðâàëîì [2], à ëî-
êàëüíûå íàãðóçêè íà öåíòðû îïîð ïëàòôîðìû, òàêæå îöåíèâàåìûå èíòåðâàëüíî,
íå îáÿçàòåëüíî ïðåäïîëàãàþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè [3, 4]. Òîãäà â óñëî-
âèÿõ âîçíèêøèõ íåîïðåäåëåííîñòåé ïðèáåãàþò ê åäèíè÷íîìó íîðìèðîâàíèþ
ñóììàðíîé íàãðóçêè è ñóììàðíîé ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îïîð [4, 5], ÷òî
ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó ïîäáîðà îïòèìàëüíûõ ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ñ
ïîìîùüþ èçâåñòíûõ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé [4, 6], äàáû ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåìó ïðèíöèïó ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíûõ ïåðåãðóçîê [7] îäíîâðåìåííî îáåñ-
ïå÷èòü áåçîïàñíîñòü è ýêîíîìèþ ðåñóðñîâ, ò.å. ñîêðàùåíèå ðàñõîäîâ ñòðîèòåëü-
íîãî ìàòåðèàëà è óìåíüøåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì. Çäåñü ñóùåñòâåííàÿ ïðî-
áëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíòåðâàëüíûå îöåíêè (ñîáñòâåííî, íåîïðåäåëåííîñòè)
íàãðóçîê íà îïîðû è ïëîùàäåé èõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûì ñóáúåêòèâíûì ôàêòîðîì, ââèäó ÷åãî âïîñëåäñòâèè âîçíèêàþò òðóäíîñòè
ñ ïåðåîöåíêàìè íåîïðåäåëåííîñòåé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü.

ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÏÐÎÁËÅÌÛ Â ÎÁËÀÑÒÈ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â N -îïîðíîé êîíñòðóêöèè-ïëàòôîðìå äëÿ N � � \{1} íîð-
ìèðîâàííîé íàãðóçêîé íà j-þ îïîðó â ôîðìå íåîïðåäåëåííîñòè [ ; ]a bj j ÿâëÿ-
åòñÿ íåèçâåñòíîå ÷èñëî

x a bj j j� �[ ; ] ( ; )0 1 ïðè a bj j� � � �j N1 1, (1)
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ïðè íåèçâåñòíîé íîðìèðîâàííîé ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ýòîé îïîðû

y a bj j j� �[ ; ] ( ; )0 1 ïðè a bj j� � � �j N1 1, . (2)

Íåîïðåäåëåííûå íàãðóçêà è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äëÿ N -é îïîðû íå
ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå, ïîñêîëüêó â ñèëó åäèíè÷íîãî íîðìèðîâàíèÿ
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îïòèìàëüíûõ ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé îïîð ïëàòôîðìû èñïîëüçóþò àí-
òàãîíèñòè÷åñêóþ ìîäåëü [3, 4] â ôîðìå âûïóêëîé èãðû [5, 6, 8] ñ ÿäðîì
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ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé (íîðìèðîâàííûõ íàãðóçîê íà îïîðû)
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ïåðâîãî èãðîêà è ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé (íîðìèðîâàííûõ
ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé îïîð)
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âòîðîãî èãðîêà (ïðîåêòèðîâùèêà), ãäå

X � �� �[ ]x x x x XN N1 2 2 1� , (8)

Y � �� �[ ]y y y y YN N1 2 2 1� . (9)

Ïîñêîëüêó èãðà ñ ÿäðîì (4) íà ( )2 2N � -ìåðíîì ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäå (5)
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, òî â íåé ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîåêòè-
ðîâùèêà
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ñîãëàñíî òåîðåìå î ÷èñòûõ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèÿõ âòîðîãî èãðîêà â âûïóê-
ëîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå [3, 4, 9, 10]. Êîìïîíåíòû ýòîé ( )N �1 -ìåðíîé òî÷-
êè âíà÷àëå íàõîäÿòñÿ êàê êîðíè ðàâåíñòâà
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Èíûìè ñëîâàìè, âíà÷àëå ïðîâåðÿþò, äîñòèãàåòñÿ ëè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

èãðû � * íà òàêèõ êîìïîíåíòàõ { }y j j
N*
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1
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ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ïîä çíàêîì ìàêñèìóìà â (12). Îäíàêî òà-
êîå óðàâíèâàíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ íà ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäå (7), ãäå êàæäûé
j-é êîðåíü [5] ðàâåíñòâà (11)
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äîëæåí áûòü ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòîé òî÷êè (10) ýòîãî ãèïåðïàðàëëåëå-
ïèïåäà:
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Åñëè ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî R N� �{ }1 1, òàêîå, ÷òî
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òî ÷èñëî â (15), åñòåñòâåííî, óæå íå ÿâëÿåòñÿ r-é êîìïîíåíòîé îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè (10). È âñå-òàêè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðîåêòèðîâùèêà (10) îïðåäå-
ëåííî ñóùåñòâóåò, íî â òàêèõ óñëîâèÿõ îíî áóäåò ñîñòîÿòü óæå èç äðóãèõ

êîìïîíåíò { }y j j
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1 , íà êîòîðûõ ðàâåíñòâî (11) âûïîëíèòñÿ ÷àñòè÷íî: îêà-

æóòñÿ ðàâíûìè íå âñå N ÷àñòåé ðàâåíñòâà (11), à òîëüêî ëèøü êîëè÷åñòâî,
ìåíüøåå ýòîãî ÷èñëà. Ïîýòîìó âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì ðåøåíèè ïðîåêòèðîâ-
ùèêà (10) äëÿ ïëàòôîðìû ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì îïîð, ãäå âûïîëíå-
íî (15) ïðè R � � , ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è òðåáóþùèì îáñóæäåíèÿ. Äàëåå
ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñ ïåðåîöåíåííûìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè { }[ ; ]a br r r R� .

ÖÅËÜ ÑÒÀÒÜÈ
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N -îïîðíîé êîíñòðóêöèè-ïëàòôîðìû äëÿ N �� \{1} , ãäå âûïîëíåíî óñëîâèå
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è ðåøàòü èíûå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòåé
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è, ñóììèðóÿ îáå ÷àñòè óñëîâèÿ (16) ïî r R N� � �{ }1 1, , ïîëó÷àåì
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Â ðåçóëüòàòå èìååì îòðèöàòåëüíûé ÷èñëèòåëü â äðîáè (32) è ñîîòâåòñòâåííî
ñàìà äðîáü ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Çíà÷èò, çíà÷åíèÿ â òðåáîâàíèè (30) ìåíü-
øå, ÷åì çíà÷åíèÿ â èñõîäíîì óñëîâèè (17), ÷òî àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèò ê (31),
îñòàâëÿÿ òîëüêî òðåáîâàíèå (20) â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Åñëè õîòÿ áû îäíî èç òðåáîâàíèé ïðèíàäëåæíîñòåé â (30) áóäåò íàðóøåíî,
ò.å. íå âûïîëíèòñÿ õîòÿ áû îäíî òðåáîâàíèå (20), òî ðàâåíñòâî (26) íå áóäåò
âûïîëíåíî íà ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäå (7) è çíà÷åíèÿ (19) íå áóäóò êîìïîíåíòà-
ìè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè (10). Ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ñ ÿäðîì (4) íà äåêàðòîâîì ïðî-
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êîìïîíåíòîé (18), êîìïîíåíòàìè

y at t
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíòû (18)
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ìîæåò áûòü óìåíüøåíà çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèé â ëåâîé ÷àñòè (35) êîìïîíåíò
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òàê êàê èíà÷å ðàâåíñòâî (43) áóäåò âûïîëíåíî âíå ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà (7),
÷òî íàðóøèò ïðèíàäëåæíîñòü â (10). Ïîýòîìó òðåáîâàíèå (38) è íåðàâåíñòâà
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Ñóììèðóÿ îáå ÷àñòè óñëîâèÿ (34) ïî t T N R� � �{ }1 1, \ , ïîëó÷àåì
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Â ðåçóëüòàòå èìååì îòðèöàòåëüíûé ÷èñëèòåëü â äðîáè (49), è ñîîòâåòñòâåííî
ñàìà äðîáü ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ â òðåáîâàíèè
(47) ìåíüøå çíà÷åíèé â ëåâîé ÷àñòè (35), ÷òî ñ ó÷åòîì (17) è òåîðåìû 1 àâòî-
ìàòè÷åñêè ïðèâîäèò ê (48), îñòàâëÿÿ òîëüêî òðåáîâàíèå (38) â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè T � � â òåîðåìå 2 ìû âîçâðàùàåìñÿ ê óñëîâèÿì òå-
îðåìû 1. Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâî (48) âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî áëàãîäàðÿ íåðàâåíñòâó
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Òàêèì îáðàçîì, êàêèìè áû íè áûëè çíà÷åíèÿ â ëåâîé ÷àñòè (35), äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ ðàâåíñòâà (43) èç íåðàâåíñòâà (42) êîìïîíåíòû { }
{ } { }

yi i N R T
*

, \� � �1 1
íåîá-

õîäèìî îäíîâðåìåííî áðàòü ìåíüøèìè îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé â ëåâîé ÷àñòè
(35). Êîíñòàòèðóåì, ÷òî îäíîâðåìåííîñòü çäåñü äîñòèæèìà ëèøü ïðè óñëîâèè
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Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé â (38) íàðóøåíî, òî ðàâåíñòâî (43) íå áóäåò
âûïîëíåíî íà ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäå (7) è çíà÷åíèÿ (37) íå áóäóò êîìïîíåíòà-

ìè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè (10). Êîìïîíåíòû { }
{ } { }

yi i N R T
*

, \� � �1 1
ïðèäåòñÿ íà-

õîäèòü ñíîâà. Èòàê, ïîëó÷åíû òå æå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èìååì ïîñëå òåîðå-
ìû 1. Îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü ìåæäó òåîðåìîé 1 è òåîðåìîé 2 ëåãêî èíäóöè-
ðóåòñÿ äëÿ ëþáîãî ýòàïà ïîèñêà êîìïîíåíò ñòðàòåãèè (10) ñ ó÷åòîì
óñëîâèé (16) è (17) â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ñ ÿäðîì (4) íà äåêàðòîâîì ïðî-
èçâåäåíèè (5) ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäîâ (6) è (7) äëÿ N �� \{ }1 â óñëîâèÿõ
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè M �1 èìååì óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàííîé òåîðåìû 1,

ãäå ôîðìóëû (51), (52), (54)–(56) ïðåîáðàçóþòñÿ â ôîðìóëû (17), (16), (18)–(20)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè M � 2 , îáîçíà÷àÿ R R� 1 è T R� 2 , ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå,

äîêàçàííîå â òåîðåìå 2, èäåíòèôèöèðîâàâ (34), (35), (37), (38) ñ (52), (53),

(55), (56), à òàêæå (18) è (36) ñ (54). ×òîáû èíäóöèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî

óòâåðæäåíèÿ ïðè M � 2 , äîñòàòî÷íî âñåãäà ïðèíèìàòü R Rn

n

m

�
�

�

1

1

� è T Rm� , ãäå

m M�1, . Åñòåñòâåííî, êîëè÷åñòâî M îãðàíè÷åíî ÷èñëîì íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ { }1 1, N � . Åñëè âñå òàêèå ïîäìíîæåñò-

âà îäíîýëåìåíòíû, òî èõ ÷èñëî ìàêñèìàëüíî; îòñþäà ñëåäóåò çàïèñü

M N� �{ }1 1, â óòâåðæäåíèè äàííîé òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáîáùèâ òåîðåìû 1 è 2, îòìå÷àåì î÷åâèäíîå: íàðÿäó ñ óñëîâèåì (56) âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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Â óñëîâèÿõ äàííûõ èíòåðâàëüíûõ íåîïðåäåëåííîñòåé { }[ ; ]a bj j j
N
�
�
1
1 ïðèìåíåíèå

ïðîåêòèðîâùèêîì îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (10) â îáîáùåííîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé
ìîäåëè (1)–(9) âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé N -îïîðíîé
êîíñòðóêöèè-ïëàòôîðìû äëÿ N �� \{ }1 ïîçâîëèò íàèëó÷øèì îáðàçîì ðàñïðåäåëÿòü
íîðìèðîâàííûå ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé îïîð ïëàòôîðìû. Ýòî áóäåò ïðåäîò-
âðàùàòü ìàêñèìàëüíóþ ïåðåãðóçêó êîíñòðóêöèè è óëó÷øàòü åå ýêñïëóàòàöèîííûå
ñâîéñòâà. Äîêàçàííûå òåîðåìû äîïîëíÿþò òåîðåìó î åäèíñòâåííîé ÷èñòîé îïòè-
ìàëüíîé ñòðàòåãèè ïðîåêòèðîâùèêà [5] â âûïóêëîé èãðå (1)–(9) ñ êîìïîíåíòà-

ìè (13), ó÷èòûâàÿ âîçìîæíûå ïåðåîöåíêè íåîïðåäåëåííîñòåé { }[ ; ]a bj j j
N
�
�
1
1 , ïðè-

âîäÿùèå ê íåðàâåíñòâàì (16), (34) ëèáî ê (52), m M�1, . Çäåñü îñîáåííîñòüþ

â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè ïðîåêòèðîâùèêà (10), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç
ïåðâîíà÷àëüíûõ ïåðåîöåíêîê òèïà (16), ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåðàâåíñòâî (16) äàåò íå
òîëüêî r-å êîìïîíåíòû (18), íî è ìîæåò ïîðîäèòü ðÿä êîìïîíåíò (54) ñî çíà÷åíèÿ-
ìè íà ëåâûõ êîíöàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëüíûõ íåîïðåäåëåííîñòåé
{[ ; ] ,

, \
a br r r R N Rm n

n

m}
{ }� � �

�

�
1 1

1

1

�
åñëè òîëüêî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 äëÿ íåêî-

òîðîãî m M�{ }2, . Îäíàêî â èíòåðâàëüíûõ íåîïðåäåëåííîñòÿõ { }[ ; ]a bj j j
N
�
�
1
1 âîç-

ìîæíû êàê ïåðåîöåíêè, òàê è íåäîîöåíêè, êîãäà íåêîòîðûå èç çíà÷åíèé (13) ïðå-
âîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâûå êîíöû ýòèõ èíòåðâàëîâ. Ïîýòîìó
ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òàêèõ ñëó÷àåâ èëè èõ óïðåæäåíèå.
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