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Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòðîãî ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ýòèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû

êâàäðàòè÷íûõ êðèòåðèåâ ïðî÷íîñòè îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, ÷òîáû ïðåäåëüíàÿ ãèïåð-

ïîâåðõíîñòü ïðî÷íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé èìåëà

ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îðòîòðîïèÿ, êðèòåðèè ïðî÷íîñòè, ïðåäåëüíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü

ïðî÷íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, øåñòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàïðÿ-

æåíèé, óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû (ÊÌ) øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ñîâðå-

ìåííîé òåõíèêè. Êàê ïðàâèëî, òàêèå ìàòåðèàëû õàðàêòåðèçóþòñÿ íåîäíîðîäíîñòüþ

ñòðóêòóðû (ãåòåðîãåííîñòüþ) è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííîé àíèçîòðîïèåé ôè-

çèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè ÊÌ, íàõîäÿùèõñÿ â ñëîæíîì

íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, íåîáõîäèìî çíàòü êðèòåðèè ïðåäåëüíûõ ñîñòîÿíèé (êðèòå-

ðèè ïðî÷íîñòè), óñòàíàâëèâàþùèå äîïóñòèìûå ãðàíèöû íàïðÿæåíèé, â êîòîðûõ

ìàòåðèàë ìîæåò ðàáîòàòü áåç ðàçðóøåíèÿ. Ïðåäåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ, ïðè

êîòîðûõ ÊÌ ïåðåõîäèò èç óïðóãîãî (ëèáî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî) ñîñòîÿíèÿ ê ðàçðó-

øåíèþ. Äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè ÊÌ ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé

ìàêðîñòðóêòóðíûé ïîäõîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó íåîäíîðîäíûé êîìïîçèò ðàññìàòðè-

âàåòñÿ êàê ñïëîøíàÿ, â îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïíàÿ, ñðåäà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

ïîñëåäíåé ñòðîèòñÿ íà áàçå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ

ÊÌ âïîëíå àäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ ãîìîãåííîãî îðòîòðîïíîãî òåëà ëèáî

òåìè èëè èíûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ýòîé ìîäåëè.

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå êðèòåðèè ïðî÷íîñòè íå âûâîäÿòñÿ àíàëèòè÷åñêè, îíè ïîñ-

òóëèðóþòñÿ èëè ïðåäëàãàþòñÿ íà îñíîâå îáîáùåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Â

ïîñëåäíåå âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòè÷íûå êðèòåðèè ïðî÷íîñòè îðòîòðîï-

íîãî òåëà [1–8], êîòîðûå â ðÿäå ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ íàçâàíû êðèòåðèÿìè

Öàÿ–Âó [8]. Ýòè êðèòåðèè ó÷èòûâàþò ðàçëè÷èå ìåæäó ïðî÷íîñòüþ ïðè ðàñòÿæåíèè è

ñæàòèè, îáëàäàþò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ãèáêîñòüþ, íå ñîäåðæàò èçáûòî÷íûõ

ïàðàìåòðîâ, ïîçâîëÿþò ëåãêî îïðåäåëÿòü ãëàâíûå îñè ïðî÷íîñòè è äð.

Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî ãëàâíûå îñè àíèçîòðîïèè õ, ó, z îðòîòðîïíîãî

ìàòåðèàëà ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ãëàâíûìè îñÿìè êàê äëÿ óïðóãèõ, òàê è ïðî÷íîñò-

íûõ õàðàêòåðèñòèê. Êðîìå òîãî, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñäâèãîâàÿ ïðî÷íîñòü êîìïî-

çèòà íå çàâèñèò îò çíàêà êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Òîãäà êâàäðàòè÷íûé êðèòåðèé

ïðî÷íîñòè â êîîðäèíàòàõ õ, ó, z èìååò âèä [1–8]
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ãäå � i , 
 ij – êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé; S i
� , S i

� – ïðåäåëû ïðî÷íîñòè ïðè

ðàñòÿæåíèè (�) è ñæàòèè (�) â i-ì ãëàâíîì íàïðàâëåíèè àíèçîòðîïèè; Tij – ïðåäåëû

ïðî÷íîñòè ïðè ÷èñòîì ñäâèãå â ñîîòâåòñòâóþùèõ ãëàâíûõ ïëîñêîñòÿõ ij àíèçî-

òðîïèè; i j x y z, , , ;� i j� .

Êðèòåðèé (1) êîíêðåòèçèðîâàí íà îñíîâå äåâÿòè ïðîñòåéøèõ ýêñïåðèìåíòîâ: òðè

íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå, òðè íà îäíîîñíîå ñæàòèå è òðè íà ÷èñòûé ñäâèã. Îí

òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò (ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì åäèíèöå) ýòèì äåâÿòè ýêñïåðèìåí-

òàëüíûì (ðåïåðíûì) òî÷êàì â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé ïðè ëþáûõ

çíà÷åíèÿõ òðåõ ïàðàìåòðîâ aij . Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè ïàðàìåòðû äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü íåêîòîðûì óñëîâèÿì, ÷òîáû ïðåäåëüíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïðî÷íîñòè �� 1

èìåëà ôèçè÷åñêèé ñìûñë: áûëà îäíîñâÿçíîé è çàìêíóòîé ëèáî â êðàéíåì ñëó÷àå

äîïóñêàëà ñóùåñòâîâàíèå íå áîëåå îäíîãî íàïðàâëåíèÿ (ëó÷à èëè ïðÿìîé) ñ áåñêî-

íå÷íîé ïðî÷íîñòüþ. Âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ýòèõ íåîáõîäè-

ìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé (òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè), à òàêæå óñëî-

âèé âûïóêëîñòè, îäíîñâÿçíîñòè, çàìêíóòîñòè ëèáî îòêðûòîñòè, âîçìîæíûõ è äîïóñ-

òèìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì øåñòèìåðíîé ïðåäåëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðî÷íîñòè

îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà (1) â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû. Â ÷àñòíîñòè, â

èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [1–7] íà îñíîâå àíàëèçà äâóõîñíûõ ïëîñêèõ íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿ-

íèé â ãëàâíûõ ïëîñêîñòÿõ àíèçîòðîïèè âûâîäÿòñÿ òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, íå âñåãäà ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâî-

âàíèå ôèçè÷åñêè äîïóñòèìîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðî÷íîñòè â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå íàïðÿæåíèé äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ òðåõîñíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Èç ìíîæåñòâà øåñòèìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà âûøåïåðå÷èñëåí-

íûì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî òðè: ýëëèïñîèäû (çàìêíóòûå è âûïóêëûå);

ýëëèïòè÷åñêèå ïàðàáîëîèäû (îäíîñòîðîííå îòêðûòûå è âûïóêëûå) ëèáî ýëëèïòè-

÷åñêèå öèëèíäðû (äâóõñòîðîííå îòêðûòûå è ïî÷òè âûïóêëûå). Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿ-

ùåíà ñòðîãîìó îïðåäåëåíèþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû aij â (1), ÷òîáû ïðåäåëüíàÿ ãèïåð-

ïîâåðõíîñòü �� 1 ïðèíàäëåæàëà îäíîìó èç òðåõ âûøåóêàçàííûõ ôèçè÷åñêè îáîñíî-

âàííûõ òèïîâ.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå
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, i j x y z i j, , , ;� � (2)

è çàïèøåì ïðåäåëüíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü �� 1 â âèäå

� � � � � � � � � �� � � � � � �x y z xy x y yz y z zx z xA A A2 2 2 2 2 2

� � � � � � �� � � � � �xy yz zx x x y y z zB B B2 2 2 2 2 2 1, (3)

ãäå

A a S S S Sij ij i i j j� � � � � ; B S S S Si i i i i� �� � � �1

2
( ). (4)

1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé:

� � �xy yz zx� � � 0. (5)
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Ñ ó÷åòîì (5) ïðåäåëüíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü (3) ïðèîáðåòàåò âèä êëàññè÷åñêîé êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû – ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íîð-

ìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ � x , � y , � z :

� � �� � � � � �� � ��
x y z xy x y yz y z zx z xA A A2 2 2 2� � � �

� � � �2 2 2 1B B Bx x y y z z� � � , (6)

è èññëåäîâàòü åå ìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì õîðîøî ðàçðàáîòàííîé òåîðèè ïîâåðõ-

íîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà [9, 10].

Ðàññìàòðèâàÿ ïëîñêîñòü � x � 0, íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå:

| | ,A yz �1 ïðè íàðóøåíèè êîòîðîãî ïîâåðõíîñòü (6) çàâåäîìî íå áóäåò ïðèíàäëåæàòü

íè îäíîìó èç òðåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ôèçè÷åñêè äîïóñòèìûõ òèïîâ [1–8]. Àíàëî-

ãè÷íî ïîñòóïàÿ â äâóõ îñòàâøèõñÿ ïëîñêîñòÿõ � y � 0 è � z � 0, ïîëó÷àåì íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ äëÿ òðåõ êîýôôèöèåíòîâ:

| | .Aij �1 (7)

Êîýôôèöèåíòû Bi â ñèëó (4) èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íè÷åì íå îãðàíè÷åíû

è ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Äàëåå ýòî óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî ïóòåì

ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé.

Â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [1–7], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûå êðèòåðèè

ïðî÷íîñòè îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ, îãðàíè÷èâàþòñÿ óñëîâèÿìè (7) (èõ íàçûâàþò

óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè), õîòÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, èõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî,

÷òîáû ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçðóøåíèÿ ïðèíàäëåæàëà òðåì âûøåóêàçàííûì äî-

ïóñòèìûì òèïàì.

Ñëåäóÿ [9, 10], çàïèøåì ÷åòûðå èíâàðèàíòà óðàâíåíèÿ (6):
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(8)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî I1 0� , è â ñèëó (7) – I 2 0� ; èíâàðèàíò I 3 äîëæåí

óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèþ

I 3 0� , (9)

èíà÷å, êàê ñëåäóåò èç [9, 10], ïîâåðõíîñòü �� 1 áóäåò èìåòü âèä ãèïåðáîëîèäà ëèáî

êîíóñà, ÷òî íåäîïóñòèìî.

1.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

I 3 0� . (10)
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ (10) è (7) îäíîâðåìåííî íåîáõîäèìî,

÷òîáû

| | .Aij �1 (11)

Ââåäåì ôóíêöèþ

f X Y Z X Y Z A XY A YZ A ZXxy yz zx( , , ) .� � � � � �2 2 2 2 2 2 (12)

Äîêàæåì, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (12) ïðè óñëîâèÿõ (10), (11) ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííàÿ. Äëÿ íåå ïåðâûå òðè èíâàðèàíòà òèïà (8) áóäóò ñòðîãî ïîëîæèòåëü-

íûìè, ÷åòâåðòûé èíâàðèàíò äëÿ óðàâíåíèÿ

f X Y Z( , , )� 1 (13)

èìååò âèä I I4 3 0�� � .

Ñîãëàñíî [9, 10] ïîâåðõíîñòü (13) èìååò âèä ýëëèïñîèäà è, ñëåäîâàòåëüíî,

f X Y Z( , , ) .� 0 (14)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü

f X Y Z B X B Y B Zx y z( , , )� � � �2 2 2 1 (15)

òàêæå èìååò âèä ýëëèïñîèäà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ Bi .

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (10), ïîâåðõíîñòü (15) áóäåò öåíòðàëüíîé, è åå

öåíòð (X 0 , Y0 , Z0) îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

X A Y A Z B

A X Y A Z B

A X A Y

xy zx x

xy yz y

zx yz

0 0 0

0 0 0

0 0

� � ��

� � ��

� �

;

;

Z B z0 ��

�

�
�

�
�

.

(16)

Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè

X X XN � � 0; Y Y YN � � 0; Z Z ZN � � 0. (17)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (17) ïîâåðõíîñòü (15) ñ ó÷åòîì (16)

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

f X Y Z f X Y ZN N N( , , ) ( , , ).� �1 0 0 0 (18)

Â ñèëó (14) âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè (18) íå ìåíüøå åäèíèöû. Äëÿ ïîâåðõíîñòè

(18), òàê æå êàê è äëÿ (13), ïåðâûå òðè èíâàðèàíòà òèïà (8) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû,

÷åòâåðòûé I I f X Y Z4 3 0 0 01 0�� � �[ ( , , )] , ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü (18), à çíà÷èò, è (15)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëëèïñîèä.

Òàêèì îáðàçîì, ñèòóàöèÿ (10), (11) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü

ïðî÷íîñòè (6) èìååò âèä ýëëèïñîèäà.

1.2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé

I 3 0� (19)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7). Äëÿ ïåðâûõ òðåõ èíâàðèàíòîâ èç (8) èìååì
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I1 0� ; I 2 0� ; I 3 0� , (20)

äëÿ ÷åòâåðòîãî èíâàðèàíòà ñ ó÷åòîì (19) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

I B A B A B Ax yz y zx z xy4
2 2 2 21 1 1 0�� � � � � � � �[ ( )] . (21)

1.2.1. Ìîäóëü îäíîãî èç Aij ðàâåí åäèíèöå. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

Axy ��1. (22)

Òîãäà èç (19) ñëåäóåò

A Ayz zx�� . (23)

Ïðè ýòîì ñèòóàöèÿ

| | | | | |A A Axy yz zx� � � 1 (24)

ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìîé, ïîñêîëüêó áóäåì èìåòü

I1 0� ; I 2 0� ; I 3 0� ; I 4 0� , (25)

è, ñîãëàñíî [9, 10], ïîâåðõíîñòü áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèáî ïàðàáîëè÷åñêèé

öèëèíäð, ëèáî ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûïîëíåíî (22), òî âûïîëíÿåòñÿ (23). Êðîìå òîãî, èìååì

| | | | ,A Ayz zx� �1 (26)

è çíàêè èíâàðèàíòîâ òàêîâû:

I1 0� ; I 2 0� ; I 3 0� ; I 4 0� . (27)

Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

I 4 0� , (28)

òî ïîëó÷èì âïîëíå äîïóñòèìûé òèï ïîâåðõíîñòè – ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä. Â

ñëó÷àå

I 4 0� (29)

òàêæå ïîëó÷èì äîïóñòèìûé òèï ïîâåðõíîñòåé ïðî÷íîñòè.

Äîêàæåì ýòî, àíàëèçèðóÿ çíàê ñåìèèíâàðèàíòà [9, 10]:

K

A B

A B

B B

A B

A B

B B

A B

A

yz y

yz z

y z

zx x

zx z

x z

xy x

xy3

1

1

1

1

1

1

1

�

�

�

�

� 1

1

B

B B

y

x y �

�

�� � � � � � �I B B B A B B A B B A B Bx y z xy x y yz y z zx z x2
2 2 22( ). (30)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

K I B B B B B B Ix y y z z x3 2
2 2 2

2�� � � � � � � �� �(| | | | ) (| | | | ) (| | | | ) 0, (31)
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è, òàêèì îáðàçîì, èññëåäóåìàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò èìåòü âèä ýëëèïòè÷åñêîãî öè-

ëèíäðà [9, 10].

Èòàê, ñèòóàöèÿ (19), (22), (23), (26) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé. Ïóòåì öèêëè÷åñêîé

ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ õ, ó, z ïîëó÷èì åùå äâå äîïóñòèìûå ñèòóàöèè.

1.2.2. Âñå Aij ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû:

| | ;Axy �1 | | ;A yz �1 | | .A zx �1 (32)

Ïðè ýòîì ïîëó÷èì äîïóñòèìûå òèïû ïîâåðõíîñòåé: ýëëèïòè÷åñêèå ïàðàáîëîèäû èëè

öèëèíäðû. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òàêîå æå, êàê è â ïîäðàçäåëå 1.2.1, ò.å.

ñèòóàöèÿ (19), (32) äîïóñòèìà.

Ïîñëå íåñëîæíîãî îáîáùàþùåãî àíàëèçà ïðèâåäåííûõ â ðàçä. 1 ðåçóëüòàòîâ

îòìåòèì ñëåäóþùåå. Èñêîìûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (6), ÷òîáû ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü ïðî÷íîñòè îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íîðìàëüíûõ

íàïðÿæåíèé èìåëà ôèçè÷åñêèé ñìûñë, òàêîâû:

A A A A A Axy yz zx xy yz zx
2 2 2 1 2 3� � � � � , (33)

ïðè÷åì åñëè â (33) ïåðâîå íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî çàìåíèòü ñòðîãèì, ïîëó÷èì íåîáõî-

äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü �� 1 áûëà ýëëèïñîèäîì. Åñëè â

ëåâîé ÷àñòè (33) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî, áóäåì èìåòü ýëëèïòè÷åñêèå ïàðàáîëîèäû

ëèáî öèëèíäðû, â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ ïðè ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ â (6).

2. Îáùèé ñëó÷àé íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ: âñå øåñòü êîìïîíåíòîâ òåíçîðà

íàïðÿæåíèé ìîãóò ïðèíèìàòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, óðàâíåíèå ïðåäåëüíîé øåñòè-

ìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðî÷íîñòè èìååò âèä (3).

Âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (3) óæå êàíîíèçèðîâàíî ïî ïåðåìåííûì �xy , � yz è � zx .

Ïðîâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå íîðìàëüíûõ

íàïðÿæåíèé � x , � y , � z , à èìåííî: ïîâîðîò êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû ñ ïîñëåäóþùèì

ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà÷àëà êîîðäèíàò è óìíîæåíèåì íà ïîëîæèòåëüíûé íîðìè-

ðóþùèé ìíîæèòåëü, è çàïèøåì óðàâíåíèå (3) â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Åñëè âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ (33), òî ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî òðè ôîðìû [9, 10]:

1) øåñòèìåðíûé ýëëèïñîèä:

X

C

Y

C

Z

C D

e

xe

e

ye

e

ze

xy yz zx

e

2

2

2

2

2

2

2 2 2

2
1� � �

� �
�

� � �
; (34)

2) øåñòèìåðíûé ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä:

X

C

Y

C D
Z

p

xp

p

yp

xy yz zx

p

p

2

2

2

2

2 2 2

2
2� �

� �
�

� � �
; (35)

3) øåñòèìåðíûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð:

X

C

Y

C D

c

xc

c

yc

xy yz zx

c

2

2

2

2

2 2 2

2
1� �

� �
�

� � �
. (36)
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Âñå òðè òèïà (34)–(36) ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêè äîïóñòè-

ìûìè. Ïîýòîìó âûâîä, ñäåëàííûé äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé,

ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Â ðàçä. 1 è 2 ïðîàíàëèçèðîâàíû âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ

êîìïîçèòà. Ñôîðìóëèðóåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Íåðàâåíñòâà (33) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

(3) èëè (1), ÷òîáû ïðåäåëüíàÿ øåñòèìåðíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïðî÷íîñòè îðòîòðîï-

íîãî ìàòåðèàëà èìåëà ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ïðè÷åì åñëè â (33) ïåðâîå íåñòðîãîå

íåðàâåíñòâî çàìåíèòü ñòðîãèì, ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ÷òîáû

ïîâåðõíîñòü �� 1 áûëà øåñòèìåðíûì ýëëèïñîèäîì. Åñëè â ëåâîé ÷àñòè (33) âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî, áóäåì èìåòü øåñòèìåðíûå ýëëèïòè÷åñêèå ïàðàáîëîèäû ëèáî öè-

ëèíäðû, â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòîâ Bi èëè bi ïðè ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ â (3) èëè

(1) ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáîâàíèÿ (33) íå çàâèñÿò îò Bi (à, çíà÷èò, è îò bi ), ïîýòîìó â

ñëó÷àå èõ óäîâëåòâîðåíèÿ ïîëó÷èì ôèçè÷åñêè äîïóñòèìûå ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðî÷-

íîñòè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðè ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ â (3) èëè (1).

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (33) ñóùåñòâåííî ñèëüíåå òðàäèöèîííî

èñïîëüçóåìûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè (7) ëèáî, â óñèëåííîé ôîðìå, (11).

Íàïðèìåð, ñëó÷àé

A A Axy yz zx� � �� 2 3 (37)

óäîâëåòâîðÿåò êàê (7), òàê è (11), íî òðåáîâàíèÿ (33) ïðè ýòîì íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ðàññìàòðèâàÿ ñèòóàöèþ (5) è àíàëèçèðóÿ çíàêè ïåðâûõ òðåõ èíâàðèàíòîâ èç (8),

ëåãêî ïîêàçàòü [9, 10], ÷òî ðàâåíñòâà (37) ïðèâåäóò ê ôèçè÷åñêè àáñóðäíûì ïîâåðõ-

íîñòÿì ïðî÷íîñòè: ãèïåðáîëîèäàì ëèáî êîíóñàì, êîòîðûå äîïóñêàþò ñóùåñòâîâàíèå

íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà (ïó÷êà) ïðÿìûõ ñ áåñêîíå÷íîé ïðî÷íîñòüþ â òðåõìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê øåñòèìåðíîé ïðå-

äåëüíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïîñêîëüêó (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé (ïîä-

ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû) øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ìíîæåñòâà) íîðìàëüíûõ è

êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òàêæå íåñëîæíî äîêàçàòü ñïîñî-

áîì, àíàëîãè÷íûì èñïîëüçóåìîìó â ðàçä. 2.

Ð å ç þ ì å

Äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó íàïðóæåíîãî ñòàíó ñòðîãî îòðèìàíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³

óìîâè ñò³éêîñò³. Öèì óìîâàì ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè íåâèçíà÷åí³ êîåô³ö³ºíòè êâàä-

ðàòè÷íèõ êðèòåð³¿â ì³öíîñò³ îðòîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â, ùîá ãðàíè÷íà ã³ïåðïîâåðõíÿ

ì³öíîñò³ äðóãîãî ïîðÿäêó â øåñòèâèì³ðíîìó ïðîñòîð³ íàïðóæåíü ìàëà ô³çè÷íèé ñåíñ.
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