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Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðû êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà äëÿ ãëàäêèõ ïàíå-

ëåé ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ïî ïðî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè. Îáîñíîâàíû òèïû îïòèìàëüíûõ ñòðóê-

òóð. Äëÿ ïðîâåðêè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûâîäîâ ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë, ñòðóêòóðà, ïàíåëü, îïòèìèçà-

öèÿ, ïðî÷íîñòü, óñòîé÷èâîñòü.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñëîèñòîãî êîìïî-

çèöèîííîãî ìàòåðèàëà (ÊÌ) äëÿ ïàíåëåé ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ïî óñòîé÷èâîñòè

âêëþ÷àåò ñëîè ñ àðìèðîâàíèåì 0, 90� è ��, îäíàêî ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàëîñü

âëèÿíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêëàäêè ñëîåâ ïî òîëùèíå ïàêåòà íà åãî èçãèá-

íûå æåñòêîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðè îöåíêå

óñòîé÷èâîñòè êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé.

Ðàññìîòðèì ïàíåëü îáøèâêè ñ ñèììåòðè÷íîé ñõåìîé óêëàäêè ñëîåâ ïî

òîëùèíå ïàêåòà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ (ðèñ. 1). Çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì

îáðàçîì: íåîáõîäèìî îòûñêàòü òàêèå çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ ÊÌ

(êîëè÷åñòâî ñëîåâ n, èõ òîëùèíû �k è óãëû óêëàäêè � k ), êîòîðûå îáåñ-

ïå÷èâàëè áû ìèíèìàëüíóþ ñóììàðíóþ òîëùèíó �� , âûïîëíåíèå óñëîâèé

ïðî÷íîñòè â êàæäîì ñëîå è óñòîé÷èâîñòü ïàíåëè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå

ñëîè â ïàêåòå âûêëàäûâàþòñÿ èç îäíîãî è òîãî æå ìàòåðèàëà. Äëÿ îöåíêè

ïðî÷íîñòè èñïîëüçóåì êðèòåðèé Ìèçåñà–Õèëëà:
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ãäå �1k , � 2k , �12k – íàïðÿæåíèÿ â k-ì ñëîå ïàêåòà â ëîêàëüíîé (ìåñòíîé)

ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ íàïðàâëåíèåì àðìèðîâàíèÿ;

F
F

Fk
k

k
1

1

1 1

0

0
�

�

�

�
�
�

p 1

c

åñëè

åñëè

, ,

, ;

�

�
F

F

Fk
k

k
2

2 2

2 2

0

0
�

�

�

�
�
�

p

c

åñëè

åñëè

, ,

, ;

�

� (2)

© ß. Ñ. ÊÀÐÏÎÂ, Ï. Ì. ÃÀÃÀÓÇ, 2010

ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2010, ¹ 6 5



F1p , F1c , F2p , F2c , F12 – ïðåäåëû ïðî÷íîñòè ÊÌ ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè

âäîëü è ïîïåðåê âîëîêîí è ïðè ñäâèãå â ïëîñêîñòè àðìèðîâàíèÿ ñîîòâåòñò-

âåííî.

Ðàçâåðíóòàÿ ôîðìà çàïèñè óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè (1) êàê ôóíêöèè îò ñòðóê-

òóðíûõ ïàðàìåòðîâ ÊÌ è âíåøíåé íàãðóçêè ïðèâåäåíà ðàíåå [3]:
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ãäå � x , � y , � xy – äåôîðìàöèè ïàêåòà ñëîåâ,
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B11 , B22 , B33 , B12 – êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîé æåñòêîñòè ïàêåòà ñëîåâ,
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Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ïàíåëè.
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E1 , E2 , G12 , �12 – óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ÊÌ (ìîäóëè óïðóãîñòè âäîëü è

ïîïåðåê âîëîêîí, ìîäóëü ñäâèãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî).

Äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ïàíåëè â óñëîâèÿõ ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ

íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ óñèëèé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé [4]:
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ãäå N x , N y , qxy – äåéñòâóþùèå ïîãîííûå íàãðóçêè, âçÿòûå ñî ñâîèì çíàêîì;

N x0 , N y0 , qxy0 – êðèòè÷åñêèå óñèëèÿ ïðè îäíîîñíîì ñæàòèè ïî îñè õ , ïðè

îäíîîñíîì ñæàòèè ïî îñè ó è ïðè ÷èñòîì ñäâèãå, âåëè÷èíà êîòîðûõ îïðå-

äåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà êðîìêàõ ïëàñòèíû, åå èçãèáíîé æåñò-

êîñòüþ (êîýôôèöèåíòàìè D11 , D22 , D33 , D12) è ãåîìåòðèåé, ò.å. ðàçìåðàìè

â ïëàíå [4–7]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñæàòèè âäîëü îñè õ èìååì

N
b

D
m

c
D D D

c

m
x0

2

2 11

2

2 12 33 22

2

2
2 2� � � �

�

�
 

!

"
#

$
( ) , (10)

ãäå m – ïàðàìåòð âîëíîîáðàçîâàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèé ôîðìó ïîòåðè óñòîé-

÷èâîñòè, êîòîðûé íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ
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Âëèÿíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêëàäêè ñëîåâ ïî òîëùèíå ïàêåòà íà âåëè-

÷èíó êðèòè÷åñêèõ óñèëèé ìîæíî ó÷åñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùèõ ôîð-

ìóë äëÿ îïðåäåëåíèÿ èçãèáíûõ æåñòêîñòåé:
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Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ïî óñëî-

âèÿì óñòîé÷èâîñòè ñòðóêòóðû ÊÌ äëÿ øàðíèðíî îïåðòîé ïëàñòèíû ïðè îäíî-

îñíîì ñæàòèè óñèëèÿìè N x . Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèÿ (10)

ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (6) è (12) ïîëó÷èì
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Èñêîìûå ïàðàìåòðû �k , � k è n áóäåì îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ñîñòàâèì ðàñøèðåííûé ôóíêöèîíàë:
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ãäå & – ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà; % – ïëîòíîñòü ÊÌ.

Ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä
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Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (18) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (17) è âû÷òåì èç ïåðâî-

ãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, èç âòîðîãî – òðåòüå è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå (17) ïðåîáðà-

çóåòñÿ ê âèäó
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò äâà ðåøåíèÿ:

�k �0, k n� �1 1, ... , ( ), �n (0; (20)

A A A An1 2� � � �... . (21)

Èç ñîîòíîøåíèé (20) ñëåäóåò: âñå ñëîè â ïàêåòå, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåä-

íåãî (èëè ïåðâîãî), âûðîæäàþòñÿ, ÷òî â îáùåì ÿâëÿåòñÿ çàêîíîìåðíûì, ó÷è-

òûâàÿ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîãî óñèëèÿ N x0 îò òîëùèíû �k (13).

Ñîãëàñíî (13), âàðèàíò ðåøåíèÿ (21) èìååò ìåñòî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

� � �1 2� � �... ;n (22)

� � � $1 2 4� � � �... ;n (23)

cos cos .2 2 1� �k k� �� const (24)
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� � �1 3 5� � � ...; � � �2 4 6� � � ... . (25)

Ðåøåíèÿ (20)–(22) îáîñíîâûâàþò îïòèìàëüíîñòü îäíîðîäíîãî ñèììåò-

ðè÷íîãî ïàêåòà. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè ôóíêöèè cos2� òðåáóåìàÿ

òîëùèíà ïàêåòà îïðåäåëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (16).
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Êàæäîå óðàâíåíèå (26) èìååò òðè âàðèàíòà ðåøåíèÿ:

� k �0; (27)
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Ñîîòíîøåíèÿ (27)–(29) ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêèõ

óñèëèé îò óãëà àðìèðîâàíèÿ: íà èíòåðâàëå �) �[ ; ]0 90 ôóíêöèÿ N x0 èìååò

äâà èëè òðè ýêñòðåìóìà è ñîîòâåòñòâåííî îäèí èëè äâà ìàêñèìóìà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíîé ïàíåëè,

íàõîäÿùåéñÿ â óñëîâèÿõ ñîâìåñòíîãî íàãðóæåíèÿ ðàñòÿæåíèåì (èëè ñæàòèåì)

è ñäâèãîì, íåîáõîäèìî èçìåíèòü ðàñøèðåííûé ôóíêöèîíàë:
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ïðè ýòîì õîä ðåøåíèÿ èäåíòè÷åí ðàññìîòðåííîìó âûøå ïðèìåðó è äàåò

àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû.

Ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå âûâîäû î òèïå îïòèìàëüíûõ ïî óñòîé÷èâîñòè

ñõåì àðìèðîâàíèÿ ([0], [90�] èëè [��]) ïîäòâåðæäàþòñÿ äàííûìè ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ âàðüèðîâàëèñü èñïîëüçóåìûé ìàòåðèàë (óïðóãèå

õàðàêòåðèñòèêè), âíåøíÿÿ íàãðóçêà (ñîîòíîøåíèå óñèëèé N x , N y , qxy) è

ãåîìåòðèÿ ïàíåëè (åå óäëèíåíèå). Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

êîìïîçèòíûõ ïëàñòèí ðàçìåðîì 400 900* , 600 600* è 900 400* ìì èç îäíî-

íàïðàâëåííîãî óãëåïëàñòèêà Ò300/934 ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [8]: E1�
�148 ÃÏà; Å2 9 65� , ÃÏà; G12 4 55� , ÃÏà; �12 0 3� , ; F1 1314p � ÌÏà; F1c �
�1220 ÌÏà; F2 43p � ÌÏà; F2 168c � ÌÏà; F12 48� ÌÏà.

Ïðè îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðû ÊÌ ñ ó÷åòîì êîìïëåêñà îãðàíè÷åíèé ïî

ïðî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè òèï îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû âî ìíîãîì îïðåäå-

ëÿåòñÿ ðàçìåðàìè ïàíåëè è óðîâíåì äåéñòâóþùåé íàãðóçêè. Åñëè äëÿ ïàíåëè,

ñïðîåêòèðîâàííîé ïî óñòîé÷èâîñòè, âûïîëíÿþòñÿ òàêæå óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè

(ðèñ. 3,à), òî òàêóþ ñòðóêòóðó ìîæíî ñ÷èòàòü îïòèìàëüíîé, ó÷èòûâàÿ îòñóò-

ñòâèå çàïàñà ïî óñòîé÷èâîñòè äëÿ óìåíüøåíèÿ òîëùèíû (êðèòåðèé óñòîé÷è-

âîñòè (9) âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà). È íàîáîðîò, åñëè àêòèâíûìè ÿâëÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè, à óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âûïîëíÿþòñÿ â âèäå ñòðî-

ãîãî íåðàâåíñòâà, îáùèì ðåøåíèåì áóäåò ñòðóêòóðà, îïòèìàëüíàÿ ïî ïðî÷-

íîñòè. Áîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïî ïðî÷-

íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïåðåñåêàþòñÿ (ðèñ. 3,á). Ïðè ýòîì îáùåå ðåøåíèå

ìîæåò íå ñîîòâåòñòâîâàòü íè îïòèìóìó ïî ïðî÷íîñòè, íè îïòèìóìó ïî

óñòîé÷èâîñòè.

Çàðàíåå óñòàíîâèòü àêòèâíîñòü èëè íåàêòèâíîñòü òîãî èëè èíîãî îãðàíè-

÷åíèÿ, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ. Ýòî íàäî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïðè ðàç-

ðàáîòêå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî è àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ (20)–(24), (27)–

(29) è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè î íåïðåðûâíîì

õàðàêòåðå ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî è ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü ìåòîä
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íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Îäíàêî òîëùèíà ýëåìåíòàðíîãî ñëîÿ

è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÊÌ ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè âçàèìîñâÿçàííû-

ìè, ò.å. îáùàÿ òîëùèíà ïàêåòà íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé è äîëæíà

ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîìó öåëîìó ÷èñëó ìîíîñëîåâ. Ó÷åò òàêèõ êîíñòðóê-

òèâíî-òåõíîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé îçíà÷àåò, ïî ñóòè, íåîáõîäèìîñòü îêðóã-

ëåíèÿ òîëùèí â áîëüøóþ ñòîðîíó, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê ïîÿâëå-

íèþ îïðåäåëåííûõ çàïàñîâ ïî ïðî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè è ñîîòâåòñòâåííî

íåîäíîçíà÷íîñòè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ (ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ,

â òîì ÷èñëå è íåîäíîðîäíûå ïî óãëàì óêëàäêè ñòðóêòóðû) [9]. Îäíàêî è â
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a á

â

Ðèñ. 2. Âëèÿíèå óãëà óêëàäêè � íà òîëùèíû êîìïîçèòíîé ïàíåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå òðå-

áóåìûì ïî óñëîâèÿì ïðî÷íîñòè (ñïëîøíûå ëèíèè) è óñòîé÷èâîñòè (øòðèõîâûå ëèíèè): à –

N x ��1000 H/ìì, N qy xy� � 0; á – N Nx y� � 0, qxy �1000 Í/ìì; â – N x ��1000 Í/ìì,

N y � 0, qxy �1000 Í/ìì.

a á

Ðèñ. 3. Ê îïðåäåëåíèþ îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ÊÌ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ïî ïðî÷íîñòè (�) è

óñòîé÷èâîñòè (�).



ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíûìè çàïàñàìè ïî óñòîé÷èâîñòè áóäóò îáëàäàòü èìåí-

íî îäíîðîäíûå ñòðóêòóðû [��].

Ð å ç þ ì å

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ ñòðóêòóðè êîìïîçèö³éíîãî ìàòåð³àëó äëÿ ãëàä-

êèõ ïàíåëåé ïðè îáìåæåííÿõ ïî ì³öíîñò³ ³ ñò³éêîñò³. Îá´ðóíòîâàíî òèïè

îïòèìàëüíèõ ñòðóêòóð. Äëÿ ïåðåâ³ðêè ñôîðìóëüîâàíèõ âèñíîâê³â ïðîâåäåíî

ðÿä ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â.
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