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Проанализировано распространение тепла по электронной системе при воздействии на нее с поверхности 
потоков энергии и изучены процессы с обострением. При выполнении некоторых условий на потоки элек-
тронов и ионов в системе уравнения Максвелла и уравнений среды с цилиндрической и сферической сим-
метрией  возникают  квазистационарные  плазменно-полевые  структуры  с  пространственным  масштабом, 
уменьшающимся от периферии к центру. Такое дробление масштабов приводит к существенному увеличе-
нию поля и его неоднородности.

1. ВВЕДЕНИЕ
Плазменно-полевые  структуры  возникают  при 

воздействии мощных источников энергии на макро-
скопические  плазменные  объекты.  Примерами 
подобных физических объектов являются: плазмен-
ный  фокус,  пинчевые  плазменные   образования, 
структуры в плазме плазменных размыкателей, со-
литонные образования в плазме и т.д. При рассмот-
рении макроскопических потоков в таких системах 
существенны нелинейные явления,  возможны про-
цессы с обострением.

Как известно, одной из важных проблем в физи-
ке плазмы является создание экстремально больших 
коллективных электрических полей в плазме, необ-
ходимых для целого ряда приложений. В частности, 
эта проблема существенна для осуществления кол-
лективных  методов  ускорения  заряженных  частиц 
[1]. Существуют многие методы создания больших 
коллективных полей в плазме. Обычно они связаны 
с  возбуждением регулярных линейных и нелиней-
ных плазменных колебаний.  Целью нашей работы 
является изучение некоторых новых возможностей 
получения  экстремально  высоких  полей  в  плазме, 
которые возникают в результате развития нелиней-
ных процессов. 

Среди  нелинейных  процессов,  приводящих  к 
экстремальным  значениям  параметров  плазмы, 
основными являются  процессы с  обострением для 
термодинамических параметров плазмы [2-3] и об-
разование нелинейных структур [4]. При образова-
нии структур в плазме существенную роль играют 
электродинамические процессы. 

Основной смысл режимов с обострением  заклю-
чается в том, что поступление энергии и вещества в 
систему происходит быстрее, чем их диссипация. В 
результате происходит концентрация энергии и ве-
щества.  Для  анализа  процессов  с  обострением  в 

плазме необходимо совместно с эволюцией термо-
динамических  параметров  (таких  как  плотность 
энергии  и  вещества)  рассматривать  и  эволюцию 
электродинамических параметров (например, потен-
циалов  полей).  Такое  описание  рассматриваемых 
процессов и приводит к возникновению плазменно-
полевых структур, составленных из виртуальных ка-
тодов  и  анодов  с  пространственным  масштабом, 
уменьшающимся от периферии к центру или оси си-
стемы ([5-7]). Такое дробление масштабов приводит 
к существенному увеличению поля и его неоднород-
ности. 

Отметим, что эффекты, связанные с возникнове-
нием структур виртуальных электродов,  настолько 
существенны,  что  уже  с  середины  прошлого  века 
проводятся специальные национальные программы, 
как для исследования физики процессов, так и для 
их практического использования. Например, в  ” ITT 
Farnsworth Research Corporation, в результате выпол-
нения  программы  “fuzor”,  специально  открытой  в 
1966 г. для доказательства существования структу-
ры виртуальных катодов и анодов в плазме,  такие 
структуры были зарегистрированы. 

На основе установки “fuzor”  был создан источ-
ник нейтронов. Стационарная установка при прило-
женной разности потенциалов в 90 кВ и токе 40 мА 
давала стабильный и управляемый выход нейтронов 
1010 в  секунду в  течение более  одной минуты [5]. 
Стало ясно, что ключевым вопросом для таких си-
стем становится  не осуществление генерации ней-
тронов, а физическая основа явления.

Физические процессы, сопровождающиеся режи-
мами с обострением и дроблением масштабов, мо-
гут быть реализованы в диодах с игольчатыми элек-
тродами [9]. Для исследования особенностей дина-
мики пучков заряженных частиц в диодах с острий-
ными электродами нами разработаны специальные 
численные и численно-аналитические методы иссле-
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дования [10-12]. В настоящей работе приведены не-
которые результаты применения этих методов для 
анализа процессов в диодах с острийными электро-
дами.

Далее  рассмотрена  структура  полей  и  плотно-
стей в приосевой области (для систем с цилиндриче-
ской  и  сферической  симметриями),  следуя  методу 
анализа структуры полей и плотностей заряженных 
частиц, развитому для плоской геометрии в работе 
[8].

2. ЭВОЛЮЦИЯ ПЛОТНОСТИ ВЕЩЕСТВА 
АНОДА ПРИ ОБЛУЧЕНИИ ЕГО 

ЭЛЕКТРОННЫМ ПУЧКОМ
Рассмотрим физические процессы в цилиндриче-

ском аноде диода при приложении к его катод-анод-
ному  промежутку  высоковольтного  импульсного 
напряжения  наносекундной  длительности.  Харак-
терные зависимости разности потенциалов в катод-
анодном промежутке и тока через диод от времени 
изображены на рис. 1. 

Рис.1. Импульсы напряжения и тока в зависимости 
от времени

При  фокусировке  электронного  пучка  вблизи 
анода возникает потенциальная яма для ионов, в ко-
торую ионы и затягиваются, образуя плотный плаз-
менный сгусток. Плотность ионов в сгустке порядка 
плотности  сфокусировавшихся  электронов  пучка. 
При повышении тока в системе происходит фокуси-
ровка пучка и стягивание его к оси.

Электронный пучок, влетающий в анод и приа-
нодную плазму вместе с  ионами отдачи,  вызывает 
давление на анод (см. рис. 2). За время импульса на 
поверхность анодной иглы падает достаточное коли-

чество энергии, чтобы осуществить испарение верх-
него  слоя  материала  и  создать  давление  порядка 
нескольких мегабар на поверхности. 

Рис. 2. Импульс потока мощности на боковой по-
верхности анода в зависимости от времени

Это давление, прежде всего из-за скорости про-
цесса, передается электронной подсистеме. В элек-
тронной  подсистеме  возбуждается  электронно-
звуковая волна, эволюционирующая по мере движе-
ния к центру в ударную электронно-звуковую вол-
ну. Импульс потока мощности на боковую поверх-
ность анода в зависимости от времени является ис-
точником в уравнениях для электронной температу-
ры.

Система уравнений, описывающая эти процессы, 
состоит в простейшем изотропном случае из  урав-
нения сохранения энергии для электронной подси-
стемы:
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baT ρττ =  – время релаксации теплового 
потока, равное по порядку величины времени сво-
бодного пробега частицы;  baT ρκκ 0=  – коэффи-
циент теплопроводности;  ρ  – плотность вещества; 

sv  – скорость звука;  α  – коэффициент линейного 

расширения; µ  – коэффициент Пуассона, vC  – теп-
лоемкость вещества. Показатели степени в зависи-
мостях  коэффициентов  переноса  от  температуры 
определяются  состоянием  вещества.  Для  случая 
плазмы 01 == bb , 2/5=a , 2/31 =a .  

Передача энергии от электронной подсистемы к 
ионной обеспечивается высокой частотой электрон-
ионных столкновений. Для ионной подсистемы вы-
сокая электронная температура и плотность энергии 
электронной подсистемы в области анодного керна 
является источником, и в результате ионная темпе-
ратура описывается уравнениями:
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Уравнения сохранения энергии и уравнение ре-

лаксации потока энергии будем анализировать в ци-
линдрической  системе  координат  с  учетом  только 
динамики  в  радиальном  направлении.  Справедли-
вость  этого  подхода  обеспечивается  тем,  что  по-
перечные размеры системы много меньше продоль-
ных, и импульс давления квазиоднороден  вдоль по-
верхности анода. 

Уравнения для электронной подсистемы приоб-
ретают вид:
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Для упрощения анализа этих уравнений в цилин-
дрической системе координат введем замены пере-
менных
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В новых переменных имеем 

0=
∂
∂−+

∂
∂

r
TP

t
P κτ (8)

Q
x
Pe

t
TC x

v =
∂
∂−

∂
∂ 2ρ

.
 (9)

Введем  безразмерные  величины  для  основных 
физических  параметров.  Поток  будем  измерять  в 
единицах максимального потока электронного пуч-
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где sc  – скорость звука. Безразмерные величины да-
лее будем обозначать так же, как и размерные. То-
гда 
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В начале процесса, когда только начинает расти 
поток мощности пучка, слагаемое с производной от 
потока по времени очень мало, и работает традици-
онное приближение. 

Следует отметить, что при малых темпах роста 
потока  мощности  это  приближение  нелинейного 
уравнения  теплопроводности  остается  справедли-
вым в течение всего процесса.

Рис.3. Решение нелинейного уравнения тепло-
проводности для начального гауссова распределе-

ния температуры

Само уравнение теплопроводности в этом случае 
имеет вид:
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Это уравнение, несмотря на свою видимую про-
стоту,  содержит  многие  физические  эффекты.  Его 
решение локализуется (см. рис. 3). На рисунке изоб-
ражено решение нелинейного уравнения теплопро-
водности для гауссового импульса возмущения.  В 
этом же  направлении действует  и  неоднородность 
совместно с нелинейностью.

Когда темп роста плотности потока энергии пуч-
ка  велик,  слагаемые с  производными оказываются 
определяющими, и мы имеем нелинейную систему 
уравнений в следующем виде: 
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Из  этой  системы  уравнений  можно  получить 
уравнение гиперболического типа для температуры :
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Это уравнение может быть решено методом раз-
деления переменных. Запишем температуру в виде:
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По этому решению легко восстанавливается вы-
ражение плотности потока мощности. 

При эволюции температуры достигается предел 
сублимации на некотором радиусе r, и при дальней-
шей эволюции внутри этой области распространяет-
ся  ударная  волна  по сублимированному веществу. 
Температура вещества и его плотность могут быть 
выражены аналогичными соотношениями (но с за-
меной электронных характерных времен и коэффи-
циентов теплопроводности на соответствующие ве-
личины для вещества).

В результате решения приведенной выше систе-
мы уравнений можно  получить  динамику  радиуса 
этого плазменного керна. Зависимость его величины 
от времени показана на рис. 4.  Поток сильно кон-
центрируется у оси системы, вблизи которой суще-
ствует и область с высокой температурой килоэлек-
тронвольтного диапазона. 

Разогрев электронной подсистемы в области кер-
на анода, как указывалось уже выше, является  ис-
точником энергии для ионной подсистемы анода.

12 13 14 15 16

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

R
ke

rn

t(ns)

 C

Рис.4. Зависимость радиуса сублимации от време-
ни

Дальнейшая эволюция плазменного керна связа-
на с развитием неустойчивости, приводящей к про-
странственной  неоднородности  возникшего  плаз-
менного образования. На нелинейной стадии возни-
кают плазменно-полевые структуры.

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ЭЛЕКТРОДИНАМИ-
ЧЕСКИХ СТРУКТУР

Для структуры полей в плазменно-пучковых си-
стемах  существенным  являются  особенности  сов-
местной динамики электронных и ионных потоков. 
Например, в [11] показано существенное влияние на 
структуру полей гидродинамического потока ионов, 
взаимодействующего  с  электронным  релятивист-
ским потоком, который имел хаотическую (темпера-
турную) компоненту. Во многих случаях, например, 
в  плазменно-пучковых  разрядах,  необходимо 
рассматривать  температурные  компоненты  как  у 
электронов, так и у ионов. От того, какой вклад в 
динамику заряженных частиц более существенен – 
гидродинамический  и/или  кинетический,  зависит 
тип возникающей плазменно-полевой структуры. В 
частности, при учете макроскопических параметров 
(температура, ток, давление и.т.д.) могут иметь ме-
сто системы двойных слоев: ионно-звуковой, элек-
тронно-звуковой  или  магнитно-звуковой  природы 
[7-8]. В некоторых случаях эти двойные слои могут 

представлять  собой  систему виртуальных электро-
дов, образующихся на фоне режимов с обострением.

При  образовании  нелинейных  структур  в 
рассматриваемой здесь электродинамической систе-
ме важную роль играют не только электрические яв-
ления, но и магнитные. Протекание тока достаточно 
большой  величины  приводит,  в  общем  случае,  к 
сложной трехмерной динамике, которая в простей-
ших случаях проявляется в пинчевании и образова-
нии  вихревых  структур.  Эти  процессы  оказывают 
влияние и на фазовые переходы в веществе анода. В 
настоящей работе мы приводим результаты только 
динамики в радиальном направлении, что позволяет 
в уравнениях движения не учитывать магнитную со-
ставляющую силы  и продемонстрировать наиболее 
ясно  возникновение  структур  и  больших  полей  в 
плазме. 

Таким образом, будем рассматривать область, за-
нятую плазмой,  образовавшейся  в  центре  анода,  с 
потоками электронов и ионов. Рассмотрим ионный 
пучок с тепловой компонентой  и электронный пу-
чок без температурных добавок. Квазистационарные 
состояния  плазмы  описываются  системой  уравне-
ний, состоящей в гидродинамическом приближении 
из  уравнений непрерывности

( ) 0e ediv n v =


,    ( ) 0i idiv n v =


(18)
и уравнения движения для электронов и ионов. Эти 
уравнения  движения при рассмотрении только ра-
диальных движений можно один раз проинтегриро-
вать и получить уравнения сохранения энергии:

2 2
02 2

e e
e

m mv e vϕ− =


;     2

2
i

i i
m v Ze Tϕ+ =


. (19)

Система  замыкается  уравнением  для  полей  в 
виде уравнения Пуассона:

( )4 e ie n Z nϕ π∆ = − . (20)
Наибольший интерес  представляют плазменные 

образования с высокой симметрией. 

3.1. ДРОБЛЕНИЕ МАСШТАБОВ В ЭЛЕКТРОН-
ИОННОЙ СИСТЕМЕ

Ниже рассмотрим случаи цилиндрической сим-
метрии.  В  этом случае  система  уравнений  (18-20) 
упрощается и приводится к одному уравнению для 
потенциала: 

1 1
e id dr

dr dr
β β

η
Ψж ц = −з ч + Ψ − Ψи ш

, (21)
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β = ,  eI , iI  – электронный и ионный ток, 

al  – длина анода.
В  этом  уравнении  существуют  колебательные 

решения. При определенных соотношениях энергии 
и токов в электронном и ионном компонентах коле-
бательные  решения  представляют  собой  систему 
виртуальных  электродов  [11].  Типичное  решение 
уравнения (21),  имеющее колебательный характер, 
приведено на рис. 5.



Рис.5. Структура потенциала в относительных 
единицах в цилиндрической области плазмы с вир-

туальными электродами

Рис.6. Структура потенциала в относительных 
единицах в сферической области плазмы с вирту-

альными электродами

3.2. ОСОБЕННОСТИ СФЕРИЧЕСКОЙ СИМ-
МЕТРИИ

В  образованиях  со  сферической  симметрией 
уравнения  (18-20)  имеются  особенности,  приводя-
щие к более резкому, чем в цилиндрическом случае, 
уменьшению масштаба потенциала вблизи центра. 

Нелинейное  уравнение  для  потенциала  в  этом 
случае имеет вид:

2

1 1
e id dr

dr dr
β β

η
Ψж ц = −з ч + Ψ − Ψи ш

. (22)

Решение уравнение при тех же параметрах, как и 
решение на Рис.5, изображено на рис. 6.

Для центральной области r≈0 и Ψ≈-1+y это урав-
нение приводится к уравнению Эмдена-Фаулера 

2 1/ 2( )e
d dyr y r
dr dr

β −ж ц =з ч
и ш

 , (23)

которое  может  быть  проанализировано  очень  по-
дробно  [13].  Асимптотика  при  0→r имеет  вид 

( ) by r ar= .  Согласно общим теоремам, приведен-
ным в [13],  характерные масштабы колебаний при 
приближении  к  центру  уменьшаются.  Структура 
виртуальных электродов (см. рис. 6) обладает свой-
ствами подобия (образует фрактальную структуру).

(a)

(b)
Рис.7. Зависимость характерного масштаба 

структуры (a) и электрического поля (b) от радиуса

На рис. 7a изображена зависимость характерного 
масштаба структуры от радиуса, а на рис. 7b изобра-
жена зависимость электрического поля от радиуса.



Рис.8. Структура плотности ионов и электронов в 
относительных единицах в сферической области 

плазмы с виртуальными электродами

За счет уменьшения масштабов и увеличения ам-
плитуды колебаний при приближении к оси систе-
мы,  электрические  поля  в  плазме могут достигать 
очень больших величин. Плотность электронного и 
ионного  компонента  также  образует  структуру  с 
уменьшающимся  к  центру  масштабом.  Структуры 
электронного,  ионного  компонента  и  потенциала 
несколько сдвинуты относительно друг друга по фа-
зе. Как видно из рис. 8, плотность ионного компо-
нента возрастает вблизи оси более чем на два поряд-
ка,  а  амплитуда поля почти на четыре порядка по 
сравнению с плотностью и полями на периферии. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В  работе  рассмотрены  некоторые  особенности 

возникновения и эволюции плазмы в аноде диода с 
острийными  электродами.  Проанализировано  рас-
пространение  тепла  по  электронной  системе  при 
воздействии на нее с поверхности потоков энергии и 
изучены процессы с обострением. 

Показано,  что  при  выполнении  определенных 
условий  на  электронные  и  ионные  потоки,  возни-
кает  самосогласованная  структура  с  уменьшением 
пространственного  масштаба  при  приближении  к 
оси.  Уменьшение  масштаба  обеспечивает  резкий 
рост  полей  и  плотностей  в  этой  неоднородной 
структуре.  Полученные  соотношения  устанавлива-
ют связь между плотностями, полями и другими ма-
кроскопическими  характеристиками  системы.  Эти 
соотношения позволяют управлять характеристика-
ми образующихся структур. Отметим, что важным 
для некоторых приложений является то, что в преде-
лах каждого периода увеличение плотности сопро-
вождается и увеличением электрического поля.
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