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Після оцінки пошкодження за час діагностування необхідна інформація фіксується і 
потім використовується у разі наступного діагностування. 

Заключення 
Запропонована методика розрахункового визначення пошкодження металу від мало-

циклової втоми і повзучості є прийнятною для використання в умовах експлуатації парових 
турбін у формі лічильника спрацювання ресурсу. Методика передбачає автоматизоване ви-
користання даних про фактичні режими роботи і температурні навантаження їх елементів, 
що підвищує якість оцінки спрацювання ресурсу, особливо на режимах експлуатації, які не 
відповідають інструкційним. 
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СТРУКТУРНО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
РЕЗОНАНСНЫХ ЧАСТОТ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ 

Предложен новый метод определения резонансных (собственных) частот колебатель-
ных систем. Показано, что данный метод позволяет определять резонансные частоты 
для колебательных систем с любым числом степеней свободы. В этом методе не ис-
пользуются численные решения, он аналитически точен. 
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Запропоновано новий метод визначення резонансних (власних) частот коливальних сис-
тем. Показано, що даний метод дозволяє визначати резонансні частоти для коливаль-
них систем з будь-яким числом ступенів свободи. У цьому методі не використовуються 
чисельні розв’язки, він є аналітично точним. 

Введение 
Среди методов определения резонансных частот колебательных систем (КС) [1, 2] не 

был изложен предлагаемый структурно-аналитический метод, базирующийся на принципах 
теории автоматического управления с использованием в описании отдельных звеньев пре-
образования Фурье [3]. Предлагаемый метод будет изложен применительно к линейным КС 
с любым числом степеней свободы (n) как к консервативным, так и диссипативным. Заме-
тим, что в известной литературе авторы ограничиваются определением резонансных частот 
консервативными КС, хотя в реальности наиболее часто встречаются диссипативные. Рас-
смотрение данного метода будем осуществлять последовательно от простой КС к более 
сложной. Наиболее простой КС является консервативная КС с одной степенью свободы. Ее 
дифференциальное уравнение следующее: 

 )()()(
2
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где m – масса; x(t) – перемещение; t – время; с – коэффициент жесткости (упругости); F(t) – 
внешнее воздействие. 

С использованием оператора Лапласа ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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dp  [3] уравнение (1) принимает вид 
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где x(р), F(р) – изображение Лапласа оригиналов x(t), F(t) соответственно. 
Представим (2) в преобразованиях Фурье [3], заменив р на jω. Тогда (2) будет таким: 
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Физически известно, что в режиме резонанса амплитуда колебаний КС максимальна 
по сравнению с амплитудами колебаний вне точки резонанса. Из (3) видно, что максимум 
x(jω) при неизменном на всех режимах колебаний КС F(jω) будет при c – mω2 = 0, откуда 

для данной КС резонансная частота  
m
c

p =ω , равная собственной частоте. Если КС с од-

ной степенью свободы является диссипативной, то ее дифференциальное уравнение сле-
дующее: 
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где b – коэффициент диссипации. 
Здесь 
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ω=ω
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Максимум x(jω) при неизменном по величине F(jω) будет при  
 c – mω2 + jbω = 0, (6) 

Известно [3], что если комплексное число равно нулю, то равны нулю действитель-
ная и мнимая части соответственно. Частоты ω, так же, как собственные частоты, являются 
действительными. Поэтому будем пользоваться выражением c – mω2 = 0, откуда собствен-
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ная частота системы (4) mc=ω0 . Однако понятно, что при наличии диссипации резо-
нансная частота ωр несколько отличается от ω0. Но из выражения (6) влияние диссипации на 
ω0 мы не получили. Для выявления связи между c, m и b в определении резонансной частоты 
ωр представим (5) в виде 

 ( ) ( )
( )ω−ω−

ω+ω−

ω
=ω jbmc

bmc

jFjx 2
222

)()( , (7) 

где 1−=j . 
Еще раз заметим, что во всех решениях будем считать, что на всем частотном диапа-

зоне колебаний любой КС величина F(jω) не изменяется. Тогда из (7) видно, что максимум 
х(jω) будет при соблюдении равенства (c – mω2)2 + (bω)2 = 0 или  
 m2ω4 + (b2 – 2mc)ω2 + c2 = 0. (8) 

Из (8) определим резонансную частоту ωр диссипативной КС. Уравнение (8) являет-
ся биквадратным. Обозначим ω2 = γ2. Тогда (8) примет вид m2γ4 + (b2 – 2mc)γ + c2 = 0, корни 
которого 
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Как видим, из выражения (9) следует, что диссипативная КС с одной степенью сво-

боды может резонировать на двух частотах mcb
m
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22 −−=ω . Так как собственные (резонансные) частоты – действительные 

числа, то если дискриминант b2 – 4mc < 0, то mcpp =ω=ω 21 , то есть это собственная час-
тота КС с одной степенью свободы. Если b2 – 4mc > 0, то резонансных частот в данной КС 
две ω1р и ω2р. 

Кстати, в эксперименте с диссипативной КС при работе ее в определенном частот-
ном диапазоне наблюдается наличие двух резонансов. При b2 >> 4mc 
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однако, как видно из данного решения, имеется частота 
ω2р. 

Далее перейдем к КС с двумя степенями свободы. 
Механическая схема такой КС приведена на рис. 1, где 
m1, mn – массы; Пр1, ПР2 – пружины; Д1, Д2 – демпферы; 
x1, x2 – перемещения масс m1, m2 соответственно; F – 
внешнее воздействие. 

Уравнения ее следующие: 

Д2 
x2 

x1 

m1 

02 

Пр1 Д1 

F 

01 

m2 

Пр2 

 
Рис. 1. Механаческая КС 

с двумя степенями свободы 
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где с1, с2, b1, b2 – коэффициенты жесткости (упругости) и диссипации соответственно. 
Из (10) получаем структурную схему данной КС, изображенную на рис. 2, где 

F = F(jω), x1 = x1(jω), x2 = x2(jω), W1 = W1(jω), W2 = W2(jω), W11 = W11(jω) – передаточные 
функции (в изображениях Фурье), то есть 
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Общие передаточные функции системы (10) относительно x1 = x1(jω) и x2 = x2(jω) 
имеют соответственно вид 
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Вначале рассмотрим консервативную КС с двумя степенями свободы. Тогда 
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Подставим значения W1(jω), W11(jω), W2(jω) в выражение x1(jω) = F(jω)WIIx1(jω), 
x2(jω) = F(jω)WIIx2(jω). Тогда имеем 
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Из (12) x1(jω) = max, x2(jω) = max при  
 (c1 – m1ω2)(c1 + с2 – m2ω2) – с1

2 = 0. (13) 
Раскрывая скобки в (13), получим уравнение 
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Уравнение (14) полностью соответствует известному частотному уравнению для 
консервативной КС [1]. Его корни, соответствующие резонансным частотам, следующие: 
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Как видно из (15), частоты ωp1,2 – 
это собственные частоты консервативной 
КС с двумя степенями свободы [1, 4]. Заме-
тим, что уравнение (13) с обоснованием его 
получения на основе определения ампли-
туд колебаний x1 и x2 приведено в работе 
[5]. 

Далее перейдем к рассмотрению 

x1 x2 W2 W11 W1 

W11 

+ 
F 

Рис. 2. Структурная схема механической КС 
с двумя степенями свободы
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диссипативной КС с двумя степенями свободы. В этом случае 
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Как видно из (16) и (17), максимальные значения x1(jω) и x2(jω)  будут при 
 (c1 – m1ω2 + jb1ω)[c1 + с2 – m2ω2 + jω(b1 + b2)] – (jb1ω + с1)2 = 0. (18) 

Так как собственные (резонансные) частоты являются действительными, то при рас-
крытии скобок в (18) учтем только вещественную часть общего комплексного выражения. В 
этом случае имеем уравнения 
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 ω2(b1m1 + b1m2 + b2m1) – b2c1 – b1c2 = 0. (20) 
Сравнивая первое уравнение (14) и (19), видим их подобие за исключением слагае-

мого 
21
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− , стоящего перед ω2. Это слагаемое и является влиянием диссипации на собст-

венные частоты КС с двумя степенями свободы. Ре-
зонансные частоты диссипативной КС с двумя сте-
пенями свободы с учетом (19) записываются выра-
жениями 
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Из уравнения (20) резонансная частота 

 
2
1

122111

2112
3 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

+
=ω

mbmbmb
сbсb

p . (22) 

Как видно из (22), это зависимость еще одной 
частоты ωp от всех параметров диссипативной КС с 
двумя степенями свободы. Выражения (21), (22) яв-
ляются результатом аналитических решений. Экспе-
римент может подтвердить наличие этих частот. 

Далее рассмотрим линейную диссипативную 
колебательную системы с n степенями свободы. Ме-
ханическая схема ее изображена на рис. 3, где nmm ,1  
– массы; ncc ,1 , nbb ,1  – коэффициенты жесткости и 
диссипации соответственно; nxx ,1  – перемещение; F 
– вынуждающая сила. 

Дифференциальные уравнения такой КС име-
ют вид 
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cn-2 bn-2 

Рис. 3. Механическая КС 
с n степенями свободы 
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На основании системы уравнений (23) представим структурную схему КС с n степе-
нями свободы, изображенную на рис. 4, где F – внешнее воздействие; nxx ,1  – перемещение; 
⊕ – сумматоры; ( ) ( )( )( )11111 ,,, −− nnn WWWW  – передаточные функции вида 
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Как видно из рис. 4, попарно перемещения xk, xk+1 формируются общими передаточ-
ными функциями WIIk(jω), WII(k+1)(jω) аналогичными выражениями (11). В нашем случае пе-
редаточные функции попарных КС с (xk, xk+1) имеют вид 
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Пары перемещений xk, xk+1 следующие: (x1, x2), (x2, x3), (x3, x4), …, (xn–2, xn–1), (xn–1, xn). 
Поэтому передаточных функций (24) для каждого перемещения )1(2 , −nxx  будет две, а для х1 
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Сравнивая (11) и (24), видим их общую математическую аналогию. Это означает, что 
КС с n степенями свободы образуется попарными КС с двумя степенями свободы. Макси-
мальные значения перемещений xk(jω), k = 1, 2, …, n возникают при знаменателе в (24), рав-
ном нулю. Резонансные (собственные) частоты определяются из знаменателя в (24), прирав-
ненного к нулю. Здесь образуются уравнения 
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 ω2[bkmk + bkm(k+1) + b(k+1)mk] – b(k+1)ck – bkc(k+1) = 0. (26) 
Из уравнения (25) определяются резонансные частоты каждой пары (xk, xk+1), входя-

щую в КС с двумя степенями свободы. Эти частоты записываются выражением 
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Рис. 4. Структурная схема механической КС с n степенями свободы 
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Заметим, что выражение (24) и (20) математически аналогичны. Для перемещения хn, 
кроме (27), имеются еще резонансные частоты, вид которых был определен для диссипатив-
ной КС с одной степенью свободы выражением (7). В нашем случае 
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Особенности анализа (28) приведены при анализе (7). Из уравнения (26) имеем еще 
одну резонансную частоту 
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которая является функцией от параметров bk, b(k+1), ck, c(k+1), mk, m(k+1). 

Заключение 
Таким образом, располагая параметрами КС или задаваясь ими и предусматривая 

связь в виде, изображенном на рис. 3, строится структурная схема КС с n степенями свобо-
ды, а затем в соответствии с предложенным методом расчетным путем в замкнутой форме 
определяются все собственные (резонансные) частоты данной КС. В данном методе не ис-
пользуются численные решения, он аналитически точен. 
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УЧЕТ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ ПРИ ПОВЕРХНОСТНОМ 
УПРОЧНЕНИИ ТИТАНОВЫХ СПЛАВОВ 

Проведены исследования остаточных напряжений, сформированных в поверхностных 
слоях образцов из титановых сплавов, прошедших отжиг, обработку виброполировани-
ем и упрочненных шариками с различной интенсивностью на ультразвуковой установке. 
Установлены закономерности поверхностного упрочнения наклепом сплава ВТ 8 в связи 
с устойчивостью остаточных напряжений. 


