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Аннотация. Приведён критерий продолжения линейного функци-
онала, подчиненного произвольной функции. На основании после-
днего получены новые критерии продолжения функционалов с за-
данными свойствами, а также приведены аналоги теоремы Хана–
Банаха для выпуклых непрерывных функций.
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Известные автору версии теоремы Хана-Банаха, а также их при-
менения к различным задачам, основаны либо на подчинении ли-
нейного функционала сублинейной (калибровочной) функции p [5–9],
либо речь в них идет не о продолжении, а о существовании линей-
ных функционалов с заданными свойствами [4,10]. Возникает вопрос,
нельзя ли избавиться от сублинейности функции p. В связи с этим
приведем критерий продолжения линейного функционала.

Теорема 1. Пусть φ — действительная функция на действитель-

ном векторном пространстве X и f0 — линейный функционал, опре-

деленный на подпространстве X0 и удовлетворяющий на нем усло-

вию

f0(x) ≤ φ(x) (x ∈ X0). (1)

Тогда для того, чтобы f0 допускал линейное продолжение на всё

пространство X с сохранением на нём неравенства (1), необходимо
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и достаточно выполнение условия

inf

{ n
∑

k=1

1

λk

φ(λkxk) − f0

( n
∑

k=1

xk

)
∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

xk ∈ X0, xk ∈ X, λk > 0, n ∈ N

}

= 0. (2)

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено неравенство (1)
и f — линейное продолжение функционала f0 такое, что f(x) ≤
φ(x) (x ∈ X). Тогда для любой суммы

∑n
k=1 xk ∈ X0 и любого набора

положительных чисел λ1, λ2, . . . , λn справедливо неравенство

f0

( n
∑

k=1

xk

)

= f

( n
∑

k=1

xk

)

=

n
∑

k=1

1

λk

f(λkxk) ≤
n

∑

k=1

1

λk

φ(λkxk).

Из последнего неравенства, очевидно, следует условие (2) теоре-
мы.

Достаточность. Пусть выполняются условия (1) и (2). Тогда для
любого x ∈ X, любой суммы

∑n
k=1 xk = x и любого набора положи-

тельных чисел λ1, λ2, . . . , λn получим:

φ(−x) +
n

∑

k=1

1

λk

φ(λkxk) − f0

( n
∑

k=1

xk − x

)

≥ 0.

Откуда следует, что

n
∑

k=1

1

λk

φ(λkxk) ≥ −φ(−x)

и, следовательно, функция

p(x) = inf

{ n
∑

k=1

1

λk

φ(λkxk)

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

xk = x, xk ∈ X, λk > 0, n ∈ N

}

конечна на X . Из (1) следует, что φ(0) ≥ 0, а потому p(0) = 0. При
любом α > 0 получаем

p(αx)

= inf

{ n
∑

k=1

1

λk

φ(λkxk)

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

xk = αx, xk ∈ X, λk > 0, n ∈ N

}
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= inf

{

α

n
∑

k=1

1

αλk

φ(αλkxk)

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

1

α
xk = x,

xk

α
∈ X, λk > 0, n ∈ N

}

= αp(x).

Кроме того, для любых x, y ∈ X и любого ε > 0, выбрав суммы
∑n

k=1 xk = x,
∑m

k=1 yk = y и наборы положительных чисел λ1, λ2, . . . ,

λn; µ1, µ2, . . . , µm так, чтобы

n
∑

k=1

1

λk

φ(λkxk) < p(x) + ε

и
n

∑

k=1

1

µk

f(µkyk) < p(y) + ε,

получим

p(x+ y) ≤
n

∑

k=1

1

λk

φ(λkxk) +
m

∑

k=1

1

µk

φ(µkyk) < p(x) + p(y) + 2ε.

В силу произвольности ε > 0 из последнего неравенства следует, что
p — калибровочная функция на пространстве X.

Если x ∈ X0, то из условия (2) получим, что

f0(x) ≤
n

∑

k=1

1

λk

φ(λkxk)

для любой суммы
∑n

k=1 xk = x и любых чисел λk > 0. Следова-
тельно, f0(x) ≤ p(x) (x ∈ X0). Теперь используя теорему Хана–
Банаха, найдем линейное продолжение f функционала f0 такое, что
f(x) ≤ p(x) (x ∈ X).

Так как, очевидно, p(x) ≤ φ(x) (x ∈ X), то теорема доказана.

Из предыдущей теоремы сразу следует.

Теорема 2. Пусть ρ — положительно однородная действительная

функция на действительном векторном пространстве X и f0 — ли-

нейный функционал, определенный на подпространстве X0 и удовле-

творяющий на нем условию

f0(x) ≤ ρ(x) (x ∈ X0). (3)

Тогда для того, чтобы f0 допускал линейное продолжение на всё

пространство X с сохранением на нём неравенства (3), необходимо

и достаточно выполнение условия
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inf

{ n
∑

k=1

ρ(xk)− f0

( n
∑

k=1

xk

)
∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

xk ∈ X0, xk ∈ X, n ∈ N

}

= 0. (4)

Ниже, опираясь на теорему 2, доказаны теоремы 3–5.

Теорема 3. Пусть Γ — семейство калибровочных функций на дей-

ствительном векторном пространстве X и f0 — линейный функци-

онал, определенный на подпространстве X0 и удовлетворяющий на

нем условию

f0(x) ≤ p(x) (x ∈ X0, p ∈ Γ). (5)

Тогда для того, чтобы f0 допускал линейное продолжение на все

пространство X с сохранением на нем неравенств (5), необходимо

и достаточно, чтобы для любого конечного набора p1, p2, . . . , pn ка-

либровочных функций семейства Γ выполнялось условие

inf

{ n
∑

k=1

pk(xk) − f0

( n
∑

k=1

xk

) ∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

xk ∈ X0, xk ∈ X

}

= 0. (6)

Доказательство. Необходимость. Если f — линейное продолжение
функционала f0, удовлетворяющего на X0 неравенствам (5), то для
любого конечного набора p1, p2, . . . , pn калибровочных функций се-
мейства Γ и любой суммы

∑n
k=1 xk ∈ X0 справедливо:

f0

( n
∑

k=1

xk

)

= f

( n
∑

k=1

xk

)

=
n

∑

k=1

f(xk) ≤
n

∑

k=1

p(xk).

Откуда, очевидно, и следует (6).
Достаточность. Пусть выполняется условие (6). Из (6) при n =

2, x1 = x, x2 = −x и при любых p1, p2 ∈ Γ получим p1(x) + p2(−x) −
f0(x − x) ≥ 0. То есть p1(x) ≥ p2(−x) (x ∈ X). Последнее неравен-
ство обеспечивает конечность функции ρ(x) = inf{p(x) | p ∈ Γ} на
пространстве X. Функция ρ положительно однородна и при любом
фиксированном n ∈ N из (6), очевидно, следует неравенство

n
∑

k=1

ρ(xk) − f0

( n
∑

k=1

xk

)

≥ 0

( n
∑

k=1

xk ∈ X0, xk ∈ X

)

.

Таким образом, выполняется условие (4) теоремы 2. В силу теоре-
мы 2 существует линейное продолжение f функционала f0, удовле-
творяющее условию f(x) ≤ ρ(x) ≤ p(x) (x ∈ X, p ∈ Γ). Теорема
доказана.
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При X0 = {0} получим.

Следствие 1. Для того, чтобы на действительном векторном про-

странстве X существовал линейный функционал, подчиненный на

нем всем калибровочным функциям семейства Γ, необходимо и до-

статочно, чтобы для любого конечного набора p1, p2, . . . , pn из Γ вы-

полнялось условие

inf

{ n
∑

k=1

pk(xk)

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

xk = 0, xk ∈ X

}

= 0. (7)

Замечание 1. Если Γ состоит из конечного числа калибровочных
функций p1, p2, . . . , pn, то (как следует из доказательства теоремы 3)
необходимым и достаточным условием продолжения является усло-
вие (6). В частности, для двух функций p1 и p2 это условие принимает
вид

inf{p1(x) + p2(y) − f0(x+ y) | x+ y ∈ X0} = 0, (8)

При этом соответствующее условие (7) имеет вид p1(x) + p2(−x) ≥
0 (x ∈ X). Если p и −q — калибровочные функции, удовлетворяющие
на X0 неравенству q(x) ≤ f0(x) ≤ p(x), то (обозначив p1(x) = p(x), а
p2(x) = −q(−x)) из условия (8) получим необходимое и достаточное
условие линейного продолжения последнего двойного неравенства на
всё пространство X, а именно

inf{p(x) − q(y) − f0(x+ y) | x+ y ∈ X0} = 0. (9)

Теорема 4. Пусть p — калибровочная функция на упорядоченном

действительном векторном пространстве X и X0 — такое подпро-

странство, что

∀x ∈ X ∃ y ∈ X0 (x ≤ y). (10)

Тогда для того, чтобы положительный на X0 (относительно инду-

цированной структуры порядка) линейный функционал f0 , удовле-

творяющий условию

f0(x) ≤ p(x) (x ∈ X0), (11)

допускал положительное линейное продолжение f на все пространс-
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тво X с сохранением на нем неравенства (11), необходимо и доста-

точно выполнение условия

∀x ∈ X, y ∈ X0 (y ≤ x⇒ f0(y) ≤ p(x)). (12)

Доказательство. Необходимость. Если f — положительное линей-
ное продолжение функционала f0, то для любых x ∈ X, y ∈ X0 из
неравенства y ≤ x следует, что f0(y) = f(y) ≤ f(x) ≤ p(x), и необхо-
димость доказана.

Достаточность. Пусть выполняются условия (10), (11) и (12).
Тогда, согласно доказательству теоремы о положительном продол-
жении [1], калибровочная функция

ρ(x) = inf{f0(s) | s ∈ X0, s ≥ x} (x ∈ X)

конечна на X, f0(x) = ρ(x) (x ∈ X0) и любое продолжение f функци-
онала f0 такое, что f(x) ≤ ρ(x) (x ∈ X), положительно на X.

Теперь для любой суммы x+z = t ∈ X0 и функций p, ρ используя
условие (12), получим

p(x) + ρ(z) − f0(x+ z) = p(x) + ρ(t− x) − f0(t)

= p(x) + inf{f0(s) | s ∈ X0, s ≥ t− x} − f0(t)

= p(x) + inf{f0(t) − f0(y) | y ∈ X0, x ≥ y} − f0(t)

= p(x) + inf{−f0(y) | y ∈ X0, x ≥ y}

= p(x) − sup{f0(y) | y ∈ X0, x ≥ y} ≥ 0.

Таким образом, функции p и ρ удовлетворяют условию (8), согла-
сно которому существует линейное продолжение f функционала f0,
подчиненное на X обеим калибровочным функциям. Теорема дока-
зана.

Замечание 2. Если X упорядоченое локально выпуклое пространс-
тво и p — преднорма на нём, то предыдущая теорема является кри-
терием продолжения непрерывного положительного линейного фун-
кционала. Существование непрерывного положительного продолже-
ния линейного функционала в упорядоченом топологическом вектор-
ном пространстве с положительным конусом P таким, что int (X0 ∩
P ) 6= ∅, доказано Крейном М. Г. [1]
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Замечание 3. Из доказательства предыдущей теоремы и теоремы
3 легко видеть, что необходимым и достаточным условием продол-
жения положительного функционала f0, удовлетворяющего неравен-
ству f0(x) ≤ p(x) (x ∈ X0, p ∈ Γ), является условие

∀n ∈ N ; p1, p2, . . . , pn ∈ Γ; x1, x2, . . . , xn ∈ X; y ∈ X0
(

y ≤
n

∑

k=1

xk ⇒ f0(y) ≤
n

∑

k=1

pk(xk)

)

.

Пусть теперь G — произвольное семейство эндоморфизмов дей-
ствительного векторного пространства X и p — калибровочная фун-
кция на X , удовлетворяющая условию

p(u(x)) ≤ p(x) (x ∈ X, u ∈ G). (13)

Если G является коммутативной полугруппой эндоморфизмов или
разрешимой группой автоморфизмов пространства X, то существу-
ет линейное инвариантное относительно G продолжение аналогично-
го функционала f0, определённого на подпространстве X0 (теорема
Эгнью–Морса) [1].

В связи с теоремой Эгнью–Морса для каждого u ∈ G определим
на X калибровочную функцию pu равенством

pu(x) = lim
n

1

n
p

( n
∑

k=1

uk(x)

)

. (14)

Теорема 5. Пусть X0 — подпространство действительного век-

торного пространства X , инвариантное относительно семейства

G (u(X0) ⊂ X0, u ∈ G) и p — калибровочная функция, удовлетво-

ряющая на X неравенствам (13). Пусть линейный функционал f0

определён на X0 и удовлетворяет условиям

f0(u(x)) = f0(x) ≤ p(x) (x ∈ X0, u ∈ G). (15)

Тогда для того, чтобы f0 допускал линейное продолжение f на все

пространство X, удовлетворяющее на нем условиям (15), необходи-

мо и достаточно, чтобы для любого конечного набора pu1
, pu2

, . . . , pun

функций (14) выполнялось равенство
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inf

{ n
∑

k=1

puk
(xk) − f0

( n
∑

k=1

xk

)
∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

xk ∈ X0, xk ∈ X

}

= 0. (16)

Доказательство. Необходимость. Пусть f — линейное продолжение
функционала f0 на все пространство X и f(x) = f(u(x)) ≤ p(x) (x ∈
X, u ∈ G). Тогда

f(x) = f

(

1

n

n
∑

k=1

uk(x)

)

≤ p

(

1

n

n
∑

k=1

uk(x)

)

≤
1

n

n
∑

k=1

p(uk(x)) ≤ p(x)

для любых n ∈ N, x ∈ X. Откуда следует, что

f(x) ≤ pu(x) = lim
n

1

n
p

( n
∑

k=1

uk(x)

)

≤ p(x).

Теперь для любого конечного набора pu1
, pu2

, . . . , pun
(uk ∈ G)

(используя теорему 3) получаем

inf

{ n
∑

k=1

puk
(xk) − f0

( n
∑

k=1

xk

)
∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

xk ∈ X0, xk ∈ X

}

= 0.

Необходимость доказана.

Достаточность. Пусть f0 удовлетворяет условию (15). Тогда
(как и при доказательстве необходимости) получим, что f0(x) ≤ pu(x)
(x ∈ X0, u ∈ G). Используя (16) и теорему 3, найдем линейное про-
должение f функционала f0, для которого f(x) ≤ pu ≤ p(x) (x ∈
X, u ∈ G). Так как

pu(±(u(x) − x)) = lim
n

1

n
p

(

±
n

∑

k=1

(uk+1(x) − uk(x))

)

= lim
n

1

n
p(±(un+1(x) − u(x))) ≤ lim

n

1

n
(p(x) + p(±x)) = 0,

то из последних неравенств следует инвариантность функционала f
относительно семейства G на пространстве X. Теорема доказана.
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Рассмотрим теперь топологическое векторное пространство X и
непрерывную на нем выпуклую функцию ϕ. Тогда если ϕ(0) ≥ 0,
то огибающей функцией ϕ назовем функцию p, определенную на X
равенством

p(x) = inf
α>0

ϕ(αx)

α
(x ∈ X). (17)

Лемма 1. Огибающая функция ϕ является непрерывной калиброво-

чной функцией на топологическом векторном пространстве X.

Доказательство. Покажем сначала, что функция p конечна на X.
Действительно, если для некоторого x ∈ X

inf
α>0

ϕ(αx)

α
= −∞,

то существует последовательность {αn}
∞
n=1 положительных чисел αn

такая, что
ϕ(αnx)

αn
< −n (n ∈ N). (18)

Из непрерывности функции ϕ и (18) теперь следует, что указанная
последовательность не имеет конечных положительных предельных
точек и 0 не является ее предельной точкой при ϕ(0) > 0. Если
же ϕ(0) = 0 и 0 является предельной точкой последовательности
{αn}

∞
n=1, то неравенство (18) противоречит существованию конечной

правой производной в нуле непрерывной выпуклой действительной
функции Mx(α) = ϕ(αx) (α ∈ R) [3]. Таким образом, αn → +∞ при
n → ∞. Но тогда при достаточно большом n, используя выпуклость
функции ϕ и неравенство (18), получим

−1 >
1

nαn
ϕ(αnx) ≥ ϕ

( 1

n
x
)

−
(

1 −
1

nαn

)

ϕ(0).

Последнее противоречит условию леммы, что и доказывает конеч-
ность функции p. Очевидно p(0) = 0 и для любого λ > 0 справедливо

p(λx) = inf
α>0

ϕ(λαx)

α
= λp(x).

Пусть теперь x и y произвольные точки пространства X. Тогда для
любых α, β > 0 выполнено

p(x+ y) ≤
α+ β

αβ
ϕ
( αβ

α+ β
(x+ y)

)
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≤
α+ β

αβ

( β

α+ β
ϕ(αx) +

α

α+ β
ϕ(βy)

)

=
ϕ(αx)

α
+
ϕ(βy)

β
.

Для произвольного ε > 0, выбрав α и β так, чтобы ϕ(αx)
α

< p(x) + ε

и ϕ(βy)
β

< p(y) + ε, получим p(x + y) < p(x) + p(y) + 2ε. Откуда и
следует полуаддитивность функции p. Очевидно, p(x) ≤ ϕ(x) (x ∈
X). Поскольку непрерывность выпуклой функции ϕ равносильна ее
ограниченности сверху в некоторой окрестности точки [3], функция
p — непрерывна на X. Лемма доказана.

Лемма 2. Если ϕ непрерывная выпуклая функция на топологиче-

ском векторном пространстве X такая, что ϕ(0) ≥ 0, то ее огиба-

ющая функция является наибольшей среди всех калибровочных фун-

кций r таких, что r(x) ≤ ϕ(x) (x ∈ X).

Доказательство. Пусть выполнены условия леммы. Предположим
противное, то есть существует x0 ∈ X такой, что p(x0) < r(x0) ≤
ϕ(x0). Тогда, в силу определения функции p, найдется α > 0 та-

кое, что ϕ(αx0)
α

< r(x0). Из последнего следует ϕ(αx0) < r(αx0), что
противоречит условию леммы. Полученное противоречие доказывает
лемму.

Используя приведенные леммы, получим следующие аналоги те-
орем Хана–Банаха для действительного и комплексного топологиче-
ского векторного пространства.

Теорема 6. Пусть ϕ — непрерывная выпуклая функция на дей-

ствительном топологическом векторном пространстве X и f0 —

непрерывный линейный функционал, определенный на подпространс-

тве X0 и удовлетворяющий на нем неравенству

f0(x) ≤ ϕ(x) (x ∈ X0). (19)

Тогда f0 можно линейно продолжить на все пространство X с со-

хранением на нем последнего неравенства.

Доказательство. Пусть f0 удовлетворяет неравенству (19). Тогда
ϕ(0) ≥ 0. Поскольку на X0 функционал f0 является калибровочной
функцией, то из леммы 2 следует, что на X0 огибающая p функции
ϕ удовлетворяет неравенству f0(x) ≤ p(x) (x ∈ X0). Теперь из опре-
деления функции p, леммы 1 и теоремы Хана–Банаха следует су-
ществование линейного продолжения f функционала f0, такого, что
f0(x) ≤ p(x) ≤ ϕ(x) (x ∈ X0). Теорема доказана.
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Теорема 7. Пусть ϕ непрерывная неотрицательная выпуклая фун-

кция на комплексном топологическом векторном пространстве X

такая, что ϕ(xeiθ) = ϕ(x) (x ∈ X, θ ∈ R) и f0 линейный функци-

онал, определенный на подпространстве X0 и удовлетворяющий на

нем неравенству |f0(x)| ≤ ϕ(x) (x ∈ X0). Тогда f0 можно линейно

продолжить на все пространство X с сохранением на нем предыду-

щего неравенства.

Доказательство. Пусть выполнено условие теоремы. Тогда из опре-
деления огибающей следует, что p — неотрицательна и для любого
комплексного числа λ выполняется равенство p(λx) = |λ|p(x). Таким
образом p является преднормой на X и утверждение теоремы теперь
следует (как и в предыдущей теореме) из лемм 1 и 2 и соответству-
ющей теоремы Хана–Банаха для комплексного топологического ве-
кторного пространства.

Теорема 8. Пусть ϕ и −ψ непрерывные выпуклые функции на дей-

ствительном топологическом векторном пространстве X такие,

что ψ(x) ≤ ϕ(x) (x ∈ X) и линейный функционал f0, определенный

на подпространстве X0, удовлетворяет неравенству

ψ(x) ≤ f0(x) ≤ ϕ(x) (x ∈ X0).

Тогда для того, чтобы f0 можно было линейно продолжить на все

пространство X с сохранением на нем предыдущего неравенства,

необходимо и достаточно , чтобы

inf
α,β>0

(βϕ(αx) − αψ(βx)) ≥ 0 (20)

и огибающие p и q (соответственно функций ϕ и −ψ) удовлетворяли

условию (9).

Доказательство. Необходимость. Пусть f — линейное продолжение
функционала f0 такое, что

ψ(x) ≤ f(x) ≤ ϕ(x) (x ∈ X). (21)

Тогда ψ(0) ≤ 0 ≤ ϕ(0) и, согласно лемме 2, для огибающей p функции
ϕ получим f(x) ≤ p(x) (x ∈ X). Из левой части неравенства (21)
аналогично следует, что для огибающей −q функции −ψ выполняется
неравенство f(x) ≥ q(x) (x ∈ X). Так как, очевидно,

q(x) = sup
β>0

ψ(βx)

β
(x ∈ X),
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то из последних двух неравенств получим

sup
β>0

ψ(βx)

β
≤ inf

α>0

ϕ(αx)

α
(x ∈ X). (22)

Из неравенства (22) следует условие (20) теоремы. Остальные усло-
вия теоремы следуют теперь из замечания после теоремы 3.

Достаточность. Пусть выполнены условия теоремы. Тогда из (20),
очевидно, следует неравенство q(x) ≤ p(x) (x ∈ X), и, значит, выпол-
нены все условия замечания после теоремы 3, согласно которому су-
ществует линейное продолжение f функционала f0, удовлетворяю-
щее неравенству q(x) ≤ f(x) ≤ p(x) (x ∈ X). Из определения оги-
бающих теперь получим неравенство ψ(x) ≤ f(x) ≤ ϕ(x). Теорема
доказана.

Следствие 2. Пусть ϕ и −ψ непрерывные выпуклые функции на то-

пологическом векторном пространстве X, удовлетворяющие усло-

виям ψ(x) ≤ ϕ(x) (x ∈ X), ψ(0) ≤ 0 ≤ ϕ(0). Тогда для существо-

вания линейного непрерывного функционала f такого, что ψ(x) ≤
f(x) ≤ ϕ(x) (x ∈ X), необходимо и достаточно выполнение неравен-

ства (20).

Результаты, родственные последним утверждениям (“sandwich
theorems”), были получены Кёнигом Г. [5, 6]
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