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Анализируются свойства дробных полей, возникающих в результате применения дробного ротора к известному реше-

нию электродинамической задачи. Показано, что дробный ротор описывает изменение поляризации электромагнитного поля. При 
этом комплексные значения дробного порядка соответствуют изменению линейной поляризации на эллиптическую. Дробный ро-

тор может применяться для описания эффекта изменения поляризации волны, прошедшей через киральный слой. Порядок дробно-

го ротора определяется через значение киральности, вещественные значения дробного порядка между 0 и 1 соответствуют случаю 

обычного диэлектрического слоя и повороту линейно поляризованной волны на угол π / 2 соответственно. Ил. 4. Библиогр.: 21 назв. 
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В последнее время аппарат дробного ис-

числения, использующий дробные операторы, 

нашел широкое применение к задачам электро-

динамики. Дробные операторы определяются как 

фрактализованные от известных операторов, в 

частности, дробные производные и интегралы 

являются обобщением обычной производной и 

интеграла. Метод фрактализации линейного опе-

ратора был рассмотрен в работах [1,2].  

Рассмотрим линейный оператор L  в ли-

нейном пространстве 
nC  n-мерных векторов. 

Новый оператор L  называется фрактализован-

ным или дробным оператором (от оператора L ), 

если 

–  для 1  : 1|L L
  ; 

–  для 0  : 0|L I
  - единичный оператор; 

–  выполняется свойство L L L L L       . 

Оператор L  может быть построен как 

оператор, который имеет те же собственные век-

тора { }mA


, что и исходный оператор L , но имеет 

собственные значения {( ) }ma 
, где { }ma  - соб-

ственные значения оператора L . Произвольный 

вектор H


 из пространства 
nC  может быть раз-

ложен в линейную комбинацию собственных век-

торов mA


 с некоторыми коэффициентами mg , 

т. е. 
1

n

m mm
H g A





. Тогда мы определим дей-

ствие оператора L  на произвольный вектор H


 

следующим образом: 

1
( )

n

m m mm
L H a g A 





                 (1) 

Таким образом, новый дробный оператор 

L  может быть построен, если известны собст-

венные векторы и собственные значения исход-

ного линейного оператора L .  

В электродинамике интерес представляет 

дробный оператор ротор rot , введенный в рабо-

те [1] для значений дробного порядка 0 1  , 

применение которого позволяет получить новые 

решения уравнений Максвелла, называемые 

“дробными” или промежуточными решениями. 

Дробный оператор rot  определяется как фрак-

тализованный оператор к оператору rot . 

Для того, чтобы получить представление 

для дробного ротора rot , удобно использовать 

преобразование Фурье. Используя преобразова-

ние Фурье, действующее из пространства ( x, y, 

z ) в пространство k ( , ,x y zk k k ), действие опера-

тора rot  для трехмерного векторного поля 

x y zF F x F y F z  
   

 может быть выражено в k -

пространстве как векторное произведение векто-

ра k


 и вектора ( )kF F


, т. е. 
 

( )( , , ) ( )k x y z kF rotF k k k ik F F 
 

. 

Для фиксированного вектора k


 оператор 

( )ik


 является линейным оператором в про-

странстве преобразований Фурье и действие на 

произвольный вектор P


 можно записать в виде 

( )( )S ik P ik P   
  

. Таким образом, если фрак-

тализовать оператор векторного произведения 

( )ik 


 в пространстве образов Фурье, то дроб-

ный оператор rot  может быть получен, приме-

нив обратное преобразование Фурье: 
1(( ) )krot F ik  


. 

Для функции одной переменной 

( ) ( ) ( ) ( )x y zF z F z x F z y F z z  
   

 дробный опе-

ратор rot  имеет вид  
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0

( ) [cos ( / 2) ( ) sin ( / 2) ( )]

[sin( / 2) ( ) cos ( / 2) ( )] ( ),

z x z y

z x z y z z

rot F z D F z D F z x

D F z D F z y D F z

  

  



 

  

  

  

 

                                  (2) 

__________________________________________ 

где 0 - символ Кронекера; z zD D 
  обо-

значает дробный интеграл Римана-Лиувилля, 

определяемый как [3] 

11
( ) ( ) ( )

( )

z

a z a
D f z z u f u du 



  
      (3) 

для 0   и z a . Для  дробной  производ-

ной  ( 0  )  это  определение  должно  быть 

использовано с дополнительным шагом 

( )  ( )m
a z a zm

d
D f z D f z

dz

  , где m  выбрано 

таким образом, что ( ) 0m   .  

Используя описанную выше схему, 

rot F


 вектор-функции трех переменных 
iax iby iczF xe  

 
, выражающейся через экспонен-

ты, будет иметь вид [4-6] 

2 2 2
02

0

0

[ ]

1
{ ( ( ))

( ( ))

( ( ))} ,

iax iby icz

iax iby icz

rot xe

xi a Bk b c
k

yi ab k B Akc Bab

zi ac k B Akb Bac e



 


 


 








 

 



   

   

  









 (4) 

где cos( )
2

B


 ; sin( )
2

A


 . При выводе вы-

ражения (4) был использован тот факт, что образ 

Фурье функции 
iax iby icze  

 - это дельта-функция 

Дирака: ( ) ( )iax
k xF e k a  . 

Новое “дробное” электромагнитное поле 

0( , )E H 
 

 определяется как результат приме-

нения rot  к некоторому известному полю 

0( , )E H
 

, которое является решением задачи с 

заданными входными параметрами: 

0

0 0 0

( ) ;

( ) ( ),

E ik rot E

H ik rot H

  

   









 

                            (5) 

где 0 0 0k     - постоянная распространения; 

0 0 0/    - импеданс свободного простран-

ства, 0 0,   - диэлектрическая и магнитная про-

ницаемости. Зависимость от времени полагается 
i te 

. 

Дробный порядок   может принимать 

как вещественные, так и комплексные значения. 

Дробное поле ( , )E H 
 

 выступает в роли про-

межуточного решения между исходным и дуаль-

ным решениями, при 0   и 1   соответст-

венно 
0 0

0

0 0 0
0

( , ), 0
( , ) .

( , ), 1

E H
E H

H E

 
 


 

 
 

 

 
 

   (6) 

Интерес к дробным операторам связан с 

возможностью простого описания переходных, 

неидеальных ситуаций в задачах электродинами-

ки, расширяющих известные, хорошо изученные 

канонические случаи.  

Если исходное поле является полем из-

лучения некоторого распределения источников 

тока, тогда дробное поле соответствует новым 

“дробным” источникам, которые обобщают кано-

нические источники, такие как точечный диполь, 

нить или лист тока.  

Дробные решения и соответствующие 

источники обсуждались в работах [4 - 8]. Дроб-

ные источники, рассмотренные в качестве зер-

кальных источников, могут описывать решение 

задач отражения волн от границы раздела. Дан-

ный подход приводит также к новым границам со 

специфическими свойствами. Показано, что 

дробные источники, полученные с помощью 

rot , соответствуют идеально электрически-

магнитнопроводящей границе (ИЭМП), рассмот-

ренной в работе [9]. Несмотря на то, что подоб-

ные границы имеют простое математическое опи-

сание, их физическая реализация представляет 

собой сложную задачу. Реализация ИЭМП рас-

смотрена в работах [10, 11]. 

Применение rot  в виде (5) гарантирует, 

что поле остается решением уравнения Максвел-

ла в той же среде с параметрами 0 , 0  [1]. Эф-

фект дробного порядка   приводит к перемеши-

ванию электрических и магнитных свойств в том 

смысле, что дробное электрическое поле - комби-

нация исходного электрического и магнитного 

поля. Это означает, что rot  изменяет поляриза-

цию поля. Подобные явления изменения поляри-

зации поля наблюдаются в би-изотропных средах 

[12] или, в частном случае, киральных средах. В 

данной работе дробное поле моделирует волну, 

прошедшую через киральный слой, при этом по-

рядок   определяется через киральность. 

Дробные поля анализировались в работах 

многих авторов в различных задачах электроди-

намики, таких как распространение в бесконеч-

ной киральной среде [13], волноводах [14], зада-
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чах отражения от импедансных границ [15-18], 

прохождение через киральный слой [19]. 

Цель данной работы - описать физиче-

ские свойства дробного поля и показать возмож-

ные применения для описания решений задач 

электродинамики. Изучены поляризационные 

свойства дробного поля и показано, что дробное 

поле может описывать волну, прошедшую через 

киральный слой. 

1. Дробный ротор и дробные поля. 

Оператор дробного ротора rot  был введен в 

работе [1]. Дробное поле определяется из уравне-

ния (5).  

Рассмотрим распространение плоской 

электромагнитной волны в бесконечном (безгра-

ничном) изотропном пространстве, характери-

зующемся диэлектрической и магнитной прони-

цаемостями ( 0 , 0 ). Не нарушая общности, 

можно считать, что волна распространяется вдоль 

оси y  и выражается через две независимые ком-

поненты 
iky

z eE D e , 
iky

z mH D e , (7) 

где ,e mD D  - произвольные амплитуды электри-

ческого и магнитного полей соответственно. Ос-

тальные компоненты могут быть найдены из 

уравнения Максвелла. Используя выражения для 

дробного ротора (2), (4), компоненты поля 

( , , )x y zE E E E   


, ( , , )x y zH H H H   


 выражают-

ся через компоненты исходного поля [4,5]: 

0z z zE BE A H   ,            (8) 

0 0z z zH AE B H    ,           (9) 

0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

x x x y y y

x x x y y y

E BE A H E BE A H

H B H AE H B H AE

 

 

 

   

   

   
 (10) 

где sin( / 2); cos( / 2)A B   . 

Дробное поле ( , )E H 
 

 для 0 1   

описывает поле, промежуточное между исходным 

( , )E H
 

 и дуальным ( , )H E 
 

 решениями. 

Этот факт фрактализует принцип двойственности 

уравнений Максвелла и был подробно изучен в 

работе [1]. Однако дробный порядок   в опреде-

лении дробного поля может принимать значения 

больше 1, а также может быть комплексным чис-

лом. При этом дробное поле остается решением 

уравнений Максвелла. В частности, при 1 2   

поле ( , )E H 
 

 выступает как промежуточное 

решение между ( , )H E 
 

 и ( , )E H 
 

. В об-

щем случае, когда 0  , дробное решение мож-

но описать как промежуточное между исходным 

и дуальным полями на каждом из интервалов 

[20]: 

–  для 4 4 1n n    - между ( , )E H
 

 и 

( , )H E 
 

; 

–  для 4 1 4 2n n     - между ( , )H E 
 

 

и ( , )E H 
 

; 

–  для 4 2 4 3n n     - между ( , )E H 
 

 

и ( , )H E
 

; 

–  для 4 3 4 4n n     - между ( , )H E
 

 

и ( , )E H
 

, 

где 0,1,2,.n  .. 

Рассматривая поле ( , )E H
 

 в изотропной 

среде, излученное некоторым распределением 

электрического и магнитного токов с плотностя-

ми 0ej


 и 0mj


 соответственно, новое дробное по-

ле ( , )E H 
 

 от поля ( , )E H
 

 определяет поле 

излучения уже новых “дробных” источников 
, ,( , )e mj j 

 
, которые могут быть выражены че-

рез исходные токи как [4, 5]: 

, 0 0

, 0 0

cos( / 2) sin( / 2) ,

sin( / 2) cos( / 2) .

e e m

m e m

j j j

j j j





 

 

 

  

  

      (11) 

Отметим, что дробные токи распределе-

ны в том же объеме, что и исходные токи. При-

менение оператора rot  приводит к комбинации 

исходных электрического и магнитного токов. В 

частном случае, когда исходный магнитный ток 

отсутствует, т. е. 0 0mj 


, получаем 

, 0cos( )
2

e ej j




 
, , 0sin( )

2
m ej j


 

 
   (12) 

Дробные токи (12) представляют собой 

промежуточное состояние между электрическим 

и магнитным токами, так как при 1   присут-

ствует только магнитный ток, , 1| 0ej   


, 

, 1 0|m ej j   
 

, равный по плотности исходному 

электрическому. С другой стороны, поле E


 

должно удовлетворять уравнению Гельмгольца с 

функцией 0( )erot j


 в правой части, т. е. дробное 

поле ( , )E H 
 

 есть поле, излученное электриче-

ским током с плотностью  
,

0( )e
ef rot j  

 
.         (13) 

Таким образом, распределение электри-

ческого тока с плотностью 
,

0( )e
ef rot j  

 
, 

которая в общем случае может иметь сложный 

вид, и комбинация электрического и магнитного 
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токов (12) эквивалентны в том смысле, что токи в 

обоих случаях излучают одно и то же результи-

рующее поле. 

2. Применение дробных источников. 
Дробные источники могут быть использованы в 

качестве источников-образов при решении задач 

отражения от границ.  

Рассмотрим вертикально расположенный 

электрический диполь 

( ) ( )ej r z r zh 
   

,          (14) 

находящийся на высоте z h  над плоскостью 

0z  . Известно, что для некоторых границ, на-

пример, для идеально электрически (ИЭП) или 

магнитнопроводящих (ИМП) границ, отраженное 

поле может быть представлено как поле излуче-

ния диполя, расположенного зеркально при 

z h . В качестве зеркального источника рас-

смотрим дробный источник (12), где в качестве 

исходного источника 0 ( )ej z r zh 
  

 выбран 

источник, который описывает решение для ИЭП. 

Оказывается, что граница, соответствующая это-

му дробному зеркальному источнику, является 

(ИЭМП) границей, введенной в работе [9], и опи-

сываемая граничным условием (ГУ) 
 

0H ME        (15) 

с некоторым коэффициентом M . Можно показать 

связь дробного порядка   с коэффициентом M  

tg( )
4

M


 .      (16) 

ИЭП и ИМП границы соответствуют зна-

чению 0   и 2  . Значение 1   ( 1M   ) 

соответствует случаю, когда образом электриче-

ского диполя (14) является магнитный диполь 
 

, 1| 0ej   


, , 1| ( )mj z r zh     
  

.     (17) 

3. Поляризация дробного поля. Дроб-

ное поле от плоской волны представляет собой 

волну, распространяющуюся в том же направле-

нии, что и исходная волна. Оператор rot  изме-

няет поляризацию поля. Если исходная волна - 

линейно поляризованная и вектор электрического 

поля составляет угол 0  с осью x , то для веще-

ственных значений   дробное электрическое 

поле E


 остается линейно поляризованным, од-

нако вектор E


 повернут на угол 

0 / 2    . Для комплексных значений   

применение rot  к линейно поляризованной 

волне приводит к эллиптически поляризованной 

плоской волне. 

В качестве примера рассмотрим исходное 

поле в виде плоской волны, излученной комбина-

цией электрического и магнитного “листов” тока 

0 0( , )e mj j
 

, распределенных в плоскости 0y   с 

плотностями 

( )e ej xJ y
 

, ( )m mj xJ y  
 

,     (18) 

где 

| | ei
e eJ J e


 , | | mi

m mJ J e


 .     (19) 

Поляризация дробного поля определяется 

поляризацией исходного поля и дробным поряд-

ком  . Не нарушая общности, рассмотрим слу-

чай, когда 0 0   и 0e  . Вектор поляризации 

для электрического поля E


 может быть пред-

ставлен в виде [21] 

1
( )

| |

Re{ [ ]cos ( )}.
2

e m

P t
E

xJ zJ t ky





 


 

  




 (20) 

Верхний (нижний) знак выбирается для значений 

0y   ( 0y  ). 

Амплитуды ,e mJ J 
 выражаются 

| | ,

| | .

e

m

i
e e e m

i
m m e m

J J e BJ AJ

J J e AJ BJ





 

 

  

  
    (21) 

Рассмотрим два случая: исходное поле 

линейно поляризованное или имеет эллиптиче-

скую поляризацию. 

Если исходное поле линейно поляризо-

ванное, тогда для вещественных значений   век-

тор E


 тоже имеет линейную поляризацию, но 

вектор повернут на угол  , определяющийся из 

соотношения tg | | / | |e mJ J 
   : 

 

0 / 2    .      (22) 

Если   комплексное, тогда дробное поле 

становится эллиптически поляризованным. 

Рис. 1, 2 показывают изменение поляризации 

дробного электрического поля для чисто мнимых 

значений  . 

В случае, когда исходное поле имеет эл-

липтическую поляризацию, при этом вектор по-

ляризацию образует эллипс с осями ea J , 

mb J , тогда дробное поле при 0 1   имеет 

эллиптическую поляризацию, но оси эллипса по-

вернуты на некоторый угол относительно коор-

динатных осей (рис. 2). При 1   эллипс имеет 

главные оси a b   и b a  . В частном случае, 

когда исходное поле имеет круговую поляриза-

цию, оператор rot  не изменяет поляризации. 
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a) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 1. Вектор поляризации дробного поля для случая линейно поляризованного исходного поля и значений параметров 
e  0, 

m  0, | | | |e mJ J  1: a) -  = 0,2 i; б) -  = 0,5 i; в) -  = 0,8 i; г) -  = i 

 

 
a) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 2. Вектор поляризации дробного поля для случая эллиптически поляризованного исходного поля и значений параметров 

0e  , / 2m  , | | 0,2eJ  , | | 0,8mJ  : a) - 0  - эллипс с осями 0,8 и 0,2; б) - 0,2  , в) - 0,8  ; г) - 1,0   - эллипс с 

осями 0,2 и 0,8 

______________________________________________________ 

4. Прохождение волны через кираль-

ный слой. Рассмотрим прохождение плоской 

волны, падающей из свободного пространства (с 

параметрами 0 , 0 ) на би-изотропный слой [12] 

толщины L  (рис. 3). Би-изотропная среда 

( 0 y L  ) характеризуется материальными 

уравнениями 

D E H  
  

, B E H  
  

,     (23) 

где параметры ( , , , )     являются скалярами: 

 ,   - диэлектрическая и магнитная проницае-

мости, коэффициенты  ,  могут быть выраже-

ны посредством параметра Теллегена   и ки-

ральности  : 

0 0( )i      , 0 0( )i      ,  (24) 

Известно, что киральный слой поворачи-

вает поляризацию прошедшего поля. Прошед-

шую волну можно выразить, используя матрицу 

прохождения 
31T : 

31
t iE T E
 

, которая для нор-

мального падения выражается как 
 


31 31 2( )rT T R k L  ,         (25) 
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где 0 0 /( )r     ; матрица ( )R  обозна-

чает матрицу поворота на угол  ; коэффициент 

31T  определяется соотношением 

0 2
31 2 2

0 2 2 0 2 2

2

2 cos( ) ( )sin( )
T

k L i k L

 

   


 
 (26) 

Здесь 0 0 0/   ; 2 2 2/   ; 

2 2 2k    . 

 


 0
,

 0

E 
i

,,,


 0
,

 0
L

0

E 
r

E 
t

x

y

 
Рис. 3. Геометрия задачи прохождения плоской волны через 

киральный слой 
 

На рис  4 представлены некоторые чис-

ленные результаты для 31T . Дробное поле может 

моделировать поле, прошедшее через киральный 

слой. В качестве исходного решения рассмотрим 

задачу прохождения падающей волны через ди-

электрический слой. В этом случае коэффициент 

прохождения  
0

31T  может быть найден из (25), (26), 

положив 0  . Определим новое дробное реше-

ние от исходного решения следующим образом: 
, ,

,

,

, ,

( ) ,

( ) ,

i i i i

t t

t t

E E H H

E ik rot E

H ik rot H

 

  

  





 





   

 

 
             (27) 

где ( , )i iE H
 

, ( , )t tE H
 

 - падающее и прошедшее 

поля исходной задачи соответственно. 

Дробное решение (27) характеризуется 

матрицей прохождения 

, ,t iE T E


 
 

,       (28) 

которая может быть найдена в виде 

31

31

cos( / 2) sin( / 2)

sin( / 2) cos( / 2)

( / 2).

T T

T R

  

 



 
  

 



   (29) 

Из сопоставления матриц T


 (25) и 
31T  

(29) находим уравнение, связывающее дробный 

порядок   с киральностью   и толщиной слоя 

L : 

2/ 2 rk L   .         (30) 

Таким образом, дробное поле от поля, 

прошедшего через обычный диэлектрический 

слой, моделирует поле, прошедшее через кираль-

ный слой той же толщины. Степень дробности 

определяется через киральность и толщину слоя 

из уравнения (30). 

В данной модели дробного поля, поле, 

прошедшее через киральный слой, определяется 

как дробное поле от поля, прошедшего через 

обычный диэлектрический слой той же толщины. 

Эффект применения дробного ротора к полю, 

прошедшему через обычный диэлектрический 

слой, может описывать киральность. 

Значение 1   связано с поворотом на 

угол / 2 . 

0 1 2 3 4 5

0,0

0,5

1,0

k
2
L

|T
31

|

2

1

3

 
Рис. 4. Коэффициент прохождения 

31| |T  для кирального слоя, 

как функция от толщины 
2k L , для значений параметра 

2  1,5; 2,0; 3,0: 1 - ········ ; 2 - – · – · ; 3 - ―― 

 

Моделирование кирального слоя было 

рассмотрено также в [19], где прошедшая волна 

представлялась как дробное поле от падающего 

поля 

( ) [| | ]t t iE ik rot E E 
  

. (31) 

При этом значение 0   соответствует 

случаю, когда киральный слой отсутствует. 

Дробное поле также может быть исполь-

зовано для моделирования отражения от би-

изотропного слоя. Би-изотропный слой на иде-

ально проводящей границе был рассмотрен в ра-

боте [18]. В случае отраженного поля дробный 

порядок   связан с параметром Теллегена и не 

зависит от параметра киральности. 

Выводы. Рассмотрение дробного ротора 

связано с возможностью получения дробных 

промежуточных решений. Дробное решение мо-

жет быть рассмотрено как оператор, изменяющий 

поляризацию поля. При этом дробные источники 

поля, представленные как комбинация исходных 

электрического и магнитного токов, могут моде-

лировать отраженное поле от границ специально-

го вида (импедансного типа с анизотропным им-

педансом, ИЭМП). Для задачи прохождения пло-

ской волны через киральный слой показана связь 
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дробного порядка с киральностью. Показан физи-

ческий смысл оператора ротора в рассматривае-

мых задачах. Дробные операторы могут быть ис-

пользованы как математический аппарат для опи-

сания других промежуточных состояний в элек-

тродинамике. 

Автор выражает благодарность Велие-

ву Э. И. за постановку задачи и полезные дискус-

сии. 
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POLARIZATION PROPERTIES OF  

FRACTIONAL FIELDS 

 

M. V. Ivakhnychenko 

 
Properties of the fractional field, defined as a result of application 

of fractional curl operator to known solution of some electromag-
netic problem, are analyzed. It is shown, that fractional curl is 

realated with polarization rotation of electromagnetic field. Be-

sides, complex values of the fractional order corresponds to tnas-
formation of linear polarization to the elliptic one. Fractional curl 

can be utilized to describe effect of polarization transformation of 

the field, transmitted through chiral layer. The order of fractional 
curl is obtained from the chirality parameter, limit values of the 

fractional order 0 and 1 correspond to dielectric layer and the 
rotation of linear polarized wave by angle π/2, respectively. 

Keywords: fractional curl operator, polarization, chiral medium. 

 

ПОЛЯРІЗАЦІЙНІ ВЛАСТИВОСТІ  

ДРОБОВИХ ПОЛЕЙ 

 

М. В. Івахниченко 

 
Аналізуються властивості дробових полей, що ви-

никають в результаті застосування дробового ротора к відо-

мому рішенню електродинамічної задачі. Показано, що дро-

бовий ротор описує зміну полярізації електромагнітного поля. 

При цьому комплексні значення дробового показника відпові-

дають зміненню лінейної поляризації на еліптичну. Дробовий 

ротор може застосовуватися для опису ефекту змінення поля-
ризації хвилі, що пройшла через кіральний шар. Порядок 

дробового ротора знаходиться через значення кіральності, 

дійсні значення дробового порядка між 0 та 1 відповідають 
випадку звичайного діелектричного шару та повороту лінійно 

поляризованої хвилі на кут π/2 відповідно. 

Ключові слова: дробовий ротор, полярізація, кіра-
льне середовище. 
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