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 Исследована возможность восстановления комплексной функции по модулю ее фурье-образа. С помощью компьютерно-

го эксперимента показано, что путем использования итерационной процедуры, аналогичной применявшейся ранее для реконструк-

ции вещественных изображений, можно восстановить комплексную функцию с точностью до постоянного фазового множителя. 
Подтверждено, что в общем случае точное восстановление менее вероятно, чем при работе с вещественным объектом. Однако 

внесение оправданных с точки зрения практического использования дополнительных условий позволяет существенно повысить 

вероятность правильного восстановления. Ил. 3. Библиогр.: 13 назв. 
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 При проведении практических наблюде-

ний изображения объекта часто содержат иска-

жения, внесенные неоднородностями показателя 

преломления среды. Такие проблемы можно 

встретить, например, в длинноволновой радио-

астрономии (влияние оказывают неоднородно-

сти электронной плотности в ионосфере) или в 

гидролокации (мешающим фактором являются 

температурные неоднородности водной среды). 

Особенно актуальна эта проблема при наблюде-

нии заатмосферного объекта в оптическом диапа-

зоне. В этом случае искажения возникают из-за 

случайных неоднородностей показателя прелом-

ления, обусловленных флуктуациями температу-

ры воздуха. 

 При обработке последовательности изо-

бражений, полученной в результате таких наблю-

дений, обычно ставят задачу получения изобра-

жения объекта с дифракционным разрешением 

телескопа. Решение задачи оптимальной стати-

стической оценки истинного изображения [1–3] в 

простейшем случае приводит к винеровскому 

фильтру [4]. Однако, как показано в работах 

[4, 5], при реальных значениях отношения сиг-

нал–шум (ОСШ) его применение приводит к за-

валу высших пространственных частот, в резуль-

тате чего изображение оказывается много хуже 

дифракционного. Поэтому в течение многих лет 

предпринимались попытки поиска более эффек-

тивных способов обработки последовательности 

изображений [6–9]. В частности, Лабейри пред-

ложил накапливать сигнал путем суммирования 

не самих изображений, а квадратов модулей их 

фурье-образов [6]. Таким образом можно до-

вольно точно восстановить автокорреляционную 

функцию объекта, но при этом полностью теря-

ется информация о фазах фурье-компонент. 

Ю. В. Корниенко в работе [7], а позднее J. R. Fie-

nup [8] предложил использовать итерационный 

алгоритм для восстановления фазовой информа-

ции. Впоследствии эта возможность была иссле-

дована более подробно [10–12]. 

 Таким образом, в вышеперечисленных 

работах ставилась задача по квадрату модуля фу-

рье-образа изображения восстановить изображе-

ние при условии, что наблюдаемый объект про-

странственно ограничен [8]. Возникает вопрос: 

нельзя ли использовать аналогичный алгоритм 

для решения другой задачи – найти поле фазовых 

искажений по мгновенному изображению точеч-

ного объекта? Рассмотрению этой задачи и по-

священа данная работа. 

 1. Постановка задачи. Как известно, 

для тонкого слоя атмосферы, расположенного 

непосредственно вблизи наблюдателя, его иска-

жающее влияние сводится к возмущению фазы 

приходящей волны и не затрагивает ее интен-

сивности [13]. Пусть ),(   – искажение фазы 

приходящей волны, обусловленное влиянием 

атмосферы, где  ,  – декартовы координаты в 

апертурной плоскости телескопа. Тогда ампли-

туда волны, по которой телескоп формирует 

изображение, оказывается равной исходной ам-

плитуде, умноженной на атмосферно-

апертурную функцию 
 

,),(),(
~ ),(  ieaA                     (1) 

где ),( a  – апертурная функция телескопа, рав-

ная единице в пределах апертуры и нулю за ее 

пределами. Пространственно-частотная характери-

стика системы телескоп – атмосфера ),(
~

W  явля-

ется автосверткой функции ),,(
~

A  а некогерент-

ное изображение точечного источника ),( yxJ – 
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квадратом модуля обратного преобразования 

Фурье функции ),(
~

A  [13]. 

 Пусть в процессе наблюдения с помощью 

телескопа с известной ),( a  измерена функция 

).,( yxJ  Требуется восстановить по ней атмо-

сферно-апертурную функцию ).,(
~

A  

 Таким образом рассматриваемая задача 

математически полностью эквивалентна задаче 

восстановления изображения объекта конечных 

размеров по его энергетическому спектру [7, 8, 

10–12] с той лишь разницей, что искомая функ-

ция ),(
~

A  теперь является комплексной. 

 Понятно, что найти функцию ),(
~

A  

можно только с некоторым конечным пространст-

венным разрешением. Пусть ее значения требуется 

найти в узлах квадратной решетки, состоящей из 

nn  элементов. Если бы измерению поддавалась 

комплексная амплитуда поля в фокальной плос-

кости телескопа, это потребовало бы измерения 

амплитуды в nn  точках с шагом в один ди-

фракционный элемент разрешения данного теле-

скопа. Однако реально мы имеем возможность 

измерять только интенсивность в каждой точке 

фокальной плоскости, и ее измерение дает нам 

вдвое меньше значений, чем нужно для одно-

значного определения функции ).,(
~

A  Если 

регистрировать кадр вдвое большего размера, мы 

получим nn 22   независимых измерений интен-

сивности, в результате чего система уравнений 

для искомых значений ),(
~

A  будет содержать 

вдвое больше уравнений, чем неизвестных, и, 

таким образом, окажется переопределенной. 

Именно это обстоятельство и открывает возмож-

ность эффективно определить ),(
~

A  по изобра-

жению точечного источника. 

 2. Итерационный алгоритм восстанов-

ления. Алгоритм реконструкции атмосферно-

апертурной функции по некогерентному изобра-

жению точечного объекта аналогичен предло-

женному в работах [7, 8] и затем исследованному 

в работе [12]. Пусть задан массив ,W  состоящий 

из nn 22   вещественных чисел и представляю-

щий зарегистрированное при наблюдении неко-

герентное изображение точечного источника, 

расположенного в начале координат. Пусть также 

задан массив ,0a  состоящий из nn   комплекс-

ных чисел и служащий начальным приближением 

искомой атмосферно-апертурной функции 

).,(
~

A  Вычисления производятся в рабочем 

массиве A  форматом nn 22   комплексных чи-

сел, в левую верхнюю четверть которого до нача-

ла итерационного процесса заносится начальное 

приближение .0a  Остальные элементы массива 

A  устанавливаются в ноль. Затем начинается 

итерационный процесс, на каждом шаге которого 

выполняются следующие действия. Вначале про-

изводится частотная коррекция: вычисляется 

преобразование Фурье массива ,A  после чего 

модули всех фурье-компонент устанавливаются 

равными заданным в массиве .W  При этом фазы 

фурье-компонент оставляются без изменений. 

Далее выполняется пространственная коррекция: 

вычисляется обратное преобразование Фурье ра-

бочего массива A  и производится обращение в 

ноль всех элементов массива, кроме левой верх-

ней четверти. В результате мы получаем новое 

приближение .iA  

 На каждом шаге итерационного процесса 

вычисляется спектральная погрешность 
 

  ,
4

1
2

1

2

1

2

2 
 


n

j

n

k

jkijki WW
n

               (2) 

где iW  – пространственно-частотная характери-

стика системы телескоп – атмосфера, вычислен-

ная по новому приближению ;iA kj,  – индексы 

элемента соответствующего массива. Кроме того, 

определяется среднеквадратичная разность меж-

ду соседними приближениями iA  и 1iA  
 

  .
4

1
2

1

2

1

2
)1(2 

 


n

j

n

k

jkiijki AA
n

           (3) 

Процесс заканчивается, когда i  становится 

меньше заданного порогового значения, либо i  

обращается в ноль. 

 3. Сходимость процесса. В работе [7] 

для случая восстановления изображения вещест-

венного объекта было показано, что процесс схо-

дится к правильному решению при достаточно 

малом различии между начальным приближени-

ем и истинным изображением. Этот вывод осно-

ван на следующих соображениях. Пусть S  – ли-

нейное (
24n -мерное) пространство изображений, 

которые могут быть представлены массивом ,A  а 

P  – его подпространство изображений, которые 

могут быть представлены левой верхней четвер-

тью массива .A  Евклидова норма погрешности 

текущего приближения уменьшается в результате 

как первого, так и второго действия на каждом 

шаге итерационного процесса, поскольку второе 

действие является умножением погрешности на 

линейный оператор проектирования вектора из 

пространства S  на подпространство .P  В резуль-

тате такого проектирования норма погрешности 

умножается на .1  При естественном предпо-

ложении о единственности решения задачи в не-

которой окрестности истинного изображения это 

приводит к выводу, что норма погрешности в 
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этом итерационном процессе убывает приблизи-

тельно по закону геометрической прогрессии. 

Эти соображения применимы и к случаю восста-

новления комплексной функции. Если начальное 

приближение 0A  достаточно мало отличается от 

истинной функции ,A  процесс сходится к пра-

вильному решению. 

 Это подтверждается с помощью компью-

терного эксперимента. Поскольку на этапе провер-

ки работоспособности алгоритма в выборе объекта 

для восстановления мы не ограничены, то для со-

хранения преемственности с работой [12] в качест-

ве объекта было выбрано изображение латинской 

буквы ,F  изображенной в растре 88  точек 

(рис. 1, б). На изображении вещественной части 

объекта (вверху) точки символа F  имеют интен-

сивность 1, а фоновые точки – 0. На изображении 

мнимой части (внизу), наоборот, точки символа 

имеют нулевую интенсивность, а фоновые точки 

– единичную. Для представления изображений на 

этом рисунке применялась равномерная полутоно-

вая шкала, в которой белый цвет соответствует 

интенсивности 1, а черный –1 (за исключением 

изображений начальных приближений – там белый 

цвет соответствует интенсивности 2, а черный –2). 

 На рис. 1, а показано начальное прибли-

жение, представляющее собой истинную функ-

цию, к которой добавлен нормальный белый 

шум с ОСШ = 1. Видно, что объект практически 

неразличим на фоне шума, но, тем не менее, с 

вероятностью около 10 %, удается восстановить 

искомую функцию по модулю ее фурье-образа с 

достижением спектральной погрешности   по-

рядка 10
-8

. Случай такой удачной реконструкции 

приведен на рис. 1, б (при такой точности вос-

становленный объект визуально ничем не отли-

чается от истинного, поэтому истинный объект 

приведен не был). 

___________________________________________ 

         
 

         

                           а)                            б)                            в)                             г)                            д) 

 

     
 

     

                                                          е)                            ж)                            з) 

 
Рис. 1. Примеры восстановления комплексного объекта: успешное восстановление – начальное приближение (а) и результат (б); 
восстановление с точностью до фазовой константы – начальное приближение (в); результат восстановления (г) и повернутый по 

фазе результат восстановления (д); неудачное восстановление – начальное приближение (е); результат восстановления (ж) и по-

пытка подобрать фазовую константу (з) 
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Этот эксперимент иллюстрирует принци-

пиальную возможность восстановления комплекс-

ной функции по модулю ее фурье-образа с помо-

щью алгоритма, аналогичного случаю реконструк-

ции вещественного изображения. Однако здесь 

имеется существенный момент, с которым не 

приходится сталкиваться при работе с вещест-

венной функцией. Если к фазе во всех точках 

объекта добавить константу, то это не повлияет 

на модуль фурье-образа. Поэтому восстановление 

комплексной функции возможно только с точно-

стью до постоянного фазового множителя, значе-

ние которого по модулю фурье-образа опреде-

лить невозможно. 

 Пример восстановления в этом случае 

также приведен на рис. 1. Можно видеть, что вос-

становленный из начального приближения 

(рис. 1, в) объект (рис. 1, г) при сохранении фор-

мы имеет фазы, отличные от приведенных на 

рис 1, б. Однако если умножить полученный ре-

зультат на правильно выбранный постоянный 

фазовый множитель (значение фазы в данном 

случае составляет приблизительно 3/ ), то вос-

становленная функция будет практически полно-

стью совпадать с истинной (рис 1, д). 

 Неопределенность фазового множителя 

затрудняет визуальное сопоставление восстанов-

ленной функции с истинной. Однако это не су-

щественно при диагностике состояния атмосфе-

ры, поскольку в этом случае фазовые искажения 

определяются только с точностью до постоянного 

слагаемого. 

 Таким образом, когда начальное прибли-

жение мало отличается от истинного объекта, вос-

становление проходит успешно. Однако в реаль-

ной ситуации подобрать приближение, близ-

кое к атмосферно-апертурной функции, которая 

характеризует искажающее влияние атмосферы 

на полученное телескопом изображение, пред-

ставляется задачей невыполнимой или по край-

ней мере очень сложной. В то же время исполь-

зование начального приближения, далекого от 

искомой функции (рис. 1, е), вероятность пра-

вильного решения оказывается слишком малой 

(рис. 1, ж, з). Для более результативного проведе-

ния реконструкции необходимо учитывать более 

жесткие ограничения на искомую функцию.  

4. Восстановление атмосферно-апер-

турной функции. Из введенного нами в разд. 1 

определения атмосферно-апертурной функции 

),(
~

A  видно, что ее модуль равен единице 

внутри апертуры телескопа и нулю за ее предела-

ми. Это обстоятельство можно принять в качестве 

дополнительного условия, налагаемого на рекон-

струируемую функцию. 

 Таким образом, в алгоритм на этапе про-

странственной коррекции вводится дополнитель-

ная операция, которую можно было бы назвать 

апертурной коррекцией. При этом модули компо-

нент текущего приближения 1

~
iA  обращаются в 

ноль там, где апертурная функция ),( a  равна 

нулю, и устанавливаются равными единице там, 

где она отлична от нуля. Накладывая жесткое 

условие на величину модуля атмосферно-

апертурной функции, мы уменьшаем число неза-

висимых компонент восстанавливаемой функции 

вдвое, что должно существенно повысить вероят-

ность правильной реконструкции. 

 Результаты реконструкции атмосферно-

апертурной функции с учетом этого дополни-

тельного ограничения приведены на рис. 2.  

___________________________________________ 

 
 

 

 

а) 

 

       
 

       

                  б)                           в)                            г)                            д)

 
Рис. 2. Изображение неразрешимой звезды (а); атмосферно-апертурная функция, при которой было получено это изображение (б); 
начальное приближение для реконструкции атмосферно-апертурной функции (в); восстановленная атмосферно-апертурная функ-

ция (г); восстановленная атмосферно-апертурная функция после умножения на фазовый множитель (д) 
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На рис. 2, а показано изображение не-

разрешимой звезды в растре 6464  точки. Это 

изображение было получено путем компьютер-

ного моделирования, поэтому истинная атмо-

сферно-апертурная функция известна (рис. 2, б). 

Тем не менее при выборе начального приближе-

ния этот факт никак не использовался. Началь-

ное приближение формировалось путем запол-

нения массива случайными числами с нормаль-

ным распределением (рис. 2, в). Несмотря на 

это, во всех проведенных экспериментах был 

достигнут правильный результат со спектраль-

ной погрешностью порядка 10
-8

. Пример такого 

результата показан на рис. 2, г, а на рис. 2, б по-

казана та же функция после умножения на фазо-

вый множитель, который в данном случае соста-

вил примерно 6/ . Видно, что она визуально 

полностью соответствует истинной атмосферно-

апертурной функции (рис. 2, б). 

 Как уже было сказано, вероятность пра-

вильного восстановления при случайном на-

чальном приближении после введения дополни-

тельного условия составила 100 %. Однако здесь 

надо сказать еще об одной трудности. Если кадр 

развернуть на 180 и поменять местами вещест-

венную и мнимую части (применить комплекс-

ное сопряжение и затем умножение на мнимую 

единицу), то квадрат модуля фурье-образа при 

этом не изменится. Таким образом, в результате 

работы итерационного алгоритма мы можем с 

равной вероятностью получить как правильную 

атмосферно-апертурную функцию, так и преоб-

разованную вышеупомянутым образом, и отли-

чить один случай от другого достаточно сложно. 

Необходимость борьбы с таким преобразовани-

ем и принимаемые в связи с этим меры связаны 

с конкретным применением восстановленной 

функции, поэтому здесь эти вопросы не рас-

сматриваются. 

5. Обработка серии мгновенных изо-

бражений. В разд. 4 была показана возможность 

восстановления поля фазовых искажений по од-

ному изображению неразрешимой звезды. Однако 

на практике иногда требуется исследовать эволю-

цию атмосферных фазовых искажений во времени. 

Для этого необходимо обработать последователь-

ность мгновенных изображений, снятых с опреде-

ленной частотой. В этом случае можно использо-

вать корреляцию между соседними изображения-

ми последовательности. Если интервал между 

кадрами достаточно мал по сравнению с времен-

ным радиусом корреляции атмосферных искаже-

ний, то соседние изображения будут мало отли-

чатся друг от друга и в качестве начального при-

ближения для очередного изображения можно 

использовать фазовое поле, реконструированное 

по предыдущему изображению. При этом условие 

близости начального приближения к искомому 

результату будет выполнено и реконструкция фа-

зового поля будет происходить гораздо быстрее. 

 Таким образом, процедура восстановле-

ния поля фазовых искажений как функции време-

ни по последовательности изображений точечно-

го источника выглядит следующим образом. Вы-

бирается случайное начальное приближение и по 

нему проводится процедура реконструкции атмо-

сферно-апертурной функции первого изображе-

ния последовательности. Результат этой реконст-

рукции во многом будет определять время, затра-

ченное на восстановление последующих изобра-

жений, поэтому можно поступить так: провести 

такую реконструкцию N  раз, затем усреднить 

наиболее удачные из полученных функций и 

применить результат усреднения в качестве на-

чального приближения для итогового восстанов-

ления первой атмосферно-апертурной функции. 

Подобная процедура обязательна для случая, ко-

гда вероятность правильного восстановления 

меньше 100 %, поскольку ошибка при реконст-

рукции первой функции повлечет за собой непра-

вильное восстановление атмосферно-апертурных 

функций для всей последовательности. Восста-

новленная таким образом первая атмосферно-

апертурная функция затем используется в качест-

ве начального приближения при восстановлении 

второго изображения серии и т. д. В результате 

мы получим не только пространственную карти-

ну атмосферных неоднородностей, но и измене-

ние их во времени. 

Продемонстрировать восстановление 

серии атмосферно-апертурных функций также 

можно с помощью компьютерного моделирова-

ния. На рис. 3, а, г, ж, к приведены четыре сосед-

ние из 400 модельных изображений, составляю-

щих обрабатываемую серию. Рядом с каждым из 

них показана атмосферно-апертурная функция, 

которая использовалась при их получении 

(рис. 3, б, д, з, л). Видно, что отличия между эти-

ми функциями невелики, поэтому к данной по-

следовательности можно применять описанную 

выше процедуру обработки. Результаты восста-

новления приведены на рис. 3, в, е, и, м. Они от-

личаются от истинных атмосферно-апертурных 

функций фазовыми множителями, но спектраль-

ная погрешность   во всех четырех случаях име-

ет порядок 10
-8

. Следует отметить, что величина 

фазового множителя определяется главным обра-

зом реконструкцией первой атмосферно-

апертурной функции, а потом сохраняется прак-

тически неизменной. То же самое относится и к 

описаному выше преобразованию. Это происхо-

дит потому, что при достижении на первом этапе 

одного из решений, удовлетворяющих требова-

нию малости спектральной погрешности, оно 

используется в качестве начального приближения 

для следующего восстановления.  
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Таким образом параметры этого реше-

ния (наличие преобразования и фазовый множи-

тель отличия от истинной функции) в значитель-

ной мере распространяются на второй результат 

и т. д. С одной стороны, это говорит о необходи-

мости тщательной проверки первой восстанов-

ленной атмосферно-апертурной функции, а с дру-

гой, о том, что связь между соседними функция-

ми не будет нарушена разницей фазовых множи-

телей или поворотов и последовательность вос-

становленных функций всегда будет плавно ме-

няющейся.  

___________________________________________ 

          
            а)                                                                                         г) 

                                                                     
                                          б)                         в)                                                                 д)                     е) 

 

           
            ж)                                                                                        к) 

                                                                    
                                         з)                        и)                                                                     л)                    м) 

 
Рис. 3. Пример обработки последовательности изображений: а, г, ж, к) – изображения неразрешимой звезды; б, д, з, л) – истинные 

атмосферно-апертурные функции; в, е, и, м) – восстановленные атмосферно-апертурные функции 

___________________________________________ 

 Выводы. Итерационный алгоритм ре-

конструкции возник в процессе поиска возмож-

ностей преодоления мешающего влияния атмо-

сферы на изображение объекта. Но как видно из 

сказанного выше, после небольшой переработки 

и введения оправданных с точки зрения практи-

ческого применения дополнительных условий 

этот алгоритм можно использовать для решения 

не менее значимой и сложной задачи – определе-

ния параметров атмосферы по искаженному изо-

бражению неразрешимой звезды. Причем восста-

новление функции, характеризующей мешающее 

влияние атмосферы, производится с большой 

точностью и очень высокой вероятностью дости-

жения правильного результата. Более того, опи-

санный алгоритм делает возможным исследова-

ние изменения картины атмосферных неоднород-

ностей во времени. Результаты таких исследова-

ний могут оказаться полезными, например, при 

изучении процессов, происходящих в атмосфере 

в районе съемки. Несмотря на то что лишь вос-

становление первой атмосферно-апертурной 

функции требует существенных временных за-

трат, а все последующие получаются гораздо бы-

стрее, процесс все же является слишком медлен-

ным, чтобы предполагать получение результатов 

и их использование для учета влияния атмосферы 

в реальном масштабе времени (например для ис-

следования в разд. 5 была смоделирована серия с 

частотой съемки 200 кадров в секунду, в то время 

как получение каждого результата на компьютере 

с процессором 2,4 ГГц занимает от 0,5 до 1 с). 
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Тем не менее такой способ реконструкции атмо-

сферно-апертурной функции можно использовать 

при разработке новых, более результативных ме-

тодов устранения мешающего влияния атмосфе-

ры на изображение объекта. 
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RECOVERING PHASE DISTORTIONS FIELD 

UNDER THE IMAGE OF POINT SOURCE 

 

S. I. Skuratovskiy 

 
 The possibility of recovering complex function under 
the modulus of its fourier-transform is discussed. By means of 

computer experiment it is shown that it is possible to apply itera-

tive reconstruction procedure developed for real images to com-

plex function and the result will be obtained accurate to a constant 

phase factor. It is confirmed that in the general case the possibility 

of obtaining correct result is much less compared to real image 
reconstruction. Some practically-justified additional conditions 

must be used to rise the possibility of correct reconstruction. 

 Key words: vision through turbulent atmosphere, 
speckle-interferometry, determination of atmosphere parameters. 

 

ВІДНОВЛЕННЯ ПОЛЯ ФАЗОВИХ 

СПОТВОРЕНЬ ЗА ЗОБРАЖЕННЯМ 

ТОЧКОВОГО ДЖЕРЕЛА 

 

С. І. Скуратовський 

 
 Досліджено можливість відновлення комплексної 
функції за модулем її фур’є-образу. За допомогою 

комп’ютерного експерименту показано, що шляхом викорис-

тання ітераційної процедури, аналогічній тій, що застосовува-
лася раніше для реконструкції дійсних зображень, можна 

відновити комплексну функцію з точністю до постійного 

фазового множника. Підтверджено, що у загальному випадку 
точне відновлення менш імовірне, ніж при роботі з дійсним 

об’єктом. Проте внесення виправданих з точки зору практич-

ного використання додаткових умов дозволяє істотно підви-
щити ймовірність правильного відновлення. 

 Ключові слова: бачення крізь турбулентну атмос-

феру, спекл-інтерферометрія, визначення параметрів атмос-
фери. 
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