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êðèñòàëëèçàòîð — èíäóêöèîííûé ïåðåìåøèâàòåëü
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Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà âèõðåâûõ òîêîâ â èíäóêöèîííîì ïåðåìåøèâàòåëå ñ íåëè-
íåéíûì ìàññèâíûì ìàãíèòîïðîâîäîì, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ðàçáèåíèè ôåððîìàãíåòèêà íà
ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè (ÿ÷åéêè), â êàæäîé èç êîòîðûõ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü íà äàí-
íîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïîñòîÿííàÿ. Òàêîé ïðèåì ïðèâîäèò ê çàäà÷å íàõîæäå-
íèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå íà êàæäîé èòåðàöèè. Äëÿ åãî ðàñ÷åòà
ïðèâåäåíà ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè âèõ-
ðåâûõ òîêîâ è òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè íà ãðàíèöå ôåððîìàãíåòèêà è íà âñåõ ãðàíèöàõ
ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè îáëàñòÿìè, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè ñ ââåäåíèåì êîýôôèöèåíòà ðåëàê-
ñàöèè äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ïîçâîëèëî ñîçäàòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà
âèõðåâûõ òîêîâ â íåëèíåéíûõ ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ.

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó ðîçðàõóíêó âèõðîâèõ ñòðóì³â ó ³íäóêö³éíîìó ïåðåì³øóâà÷³ ç
íåë³í³éíèì ìàñèâíèì ìàãí³òîïðîâîäîì, ùî ïîëÿãàº â ðîçáèâö³ ôåðîìàãíåòèêà íà åëåìåí-
òàðí³ îáëàñò³ (êîì³ðö³), ó êîæí³é ç ÿêèõ ìàãí³òíà ïðîíèêí³ñòü íà äàíîìó êðîö³ ³òåðàö³é-
íîãî ïðîöåñó º ïîñò³éíîþ. Òàêèé ïðèéîì ïðèâîäèòü äî çàäà÷³ çíàõîäæåííÿ ìàãí³òíîãî
ïîëÿ â êóñêîâî-îäíîð³äíîìó ñåðåäîâèù³ íà êîæí³é ³òåðàö³¿. Äëÿ éîãî ðîçðàõóíêó íàâå-
äåíî ñèñòåìó ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ùîäî ãóñòèíè âèõðîâèõ ñòðóì³â ³ ñòðóì³â
íàìàãí³÷åíîñò³ íà ìåæ³ ôåðîìàãíåòèêà é íà âñ³õ ìåæàõ ì³æ åëåìåíòàðíèìè îáëàñòÿìè, ùî
ó ñóêóïíîñò³ ³ç ââåäåííÿì êîåô³ö³ºíòà ðåëàêñàö³¿ äëÿ ïîë³ïøåííÿ çá³æíîñò³ äîçâîëèëî
ñòâîðèòè åôåêòèâíèé àëãîðèòì ðîçðàõóíêó âèõðîâèõ ñòðóì³â ó íåë³í³éíèõ ïðîâ³äíèõ
ñåðåäîâèùàõ.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü, âèõðåâûå òîêè, èíäóêöèîííûé
ïåðåìåøèâàòåëü, ìàññèâíûé íåëèíåéíûé ìàãíèòîïðîâîä.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà âûïóñêàåìîãî ìåòàëëà â ñòàëåïëàâèëüíîì ïðîèç-

âîäñòâå èñïîëüçóþòñÿ óñòðîéñòâà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì âîçäåéñòâèåì íà æèä-

êèé ìåòàëë, â òîì ÷èñëå è èíäóêöèîííûå ïåðåìåøèâàòåëè (ÈÏ) ðàçëè÷íûõ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2007. Ò. 29. ¹ 6 37



êîíñòðóêöèé. Èçó÷åíèå âëèÿíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è êîíñòðóêòèâ-

íûõ ïàðàìåòðîâ ýòèõ óñòðîéñòâ íà êà÷åñòâî âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè òðåáóåò

ïðèâëå÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîòåêàþùèõ â íèõ ñâÿçàííûõ

ýëåêòðîìàãíèòíûõ, ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ, òåïëîâûõ ïðîöåññîâ. Â îáùåì ñëó-

÷àå ýòî òðåáóåò ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñ-

âåëëà â íåîãðàíè÷åííîé íåîäíîðîäíîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé ãåîìåòðè÷åñêè

ñëîæíûå ôåððîìàãíèòíûå è ïðîâîäÿùèå òåëà, óðàâíåíèé Íàâüå—Ñòîêñà â

îáúåìå æèäêîé ñòàëè è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðè èñïîëíåíèè èí-

äóêöèîííûõ ïåðåìåøèâàòåëåé ìàãíèòîïðîâîä èçãîòàâëèâàåòñÿ øèõòîâàí-

íûì. Îäíàêî â ðÿäå èñïîëíåíèé óêàçàííûõ óñòðîéñòâ âîçíèêàåò íåîáõîäè-

ìîñòü â çàìåíå øèõòîâàííîãî ìàãíèòîïðîâîäà ìàññèâíûì, ÷òî òðåáóåò ó÷åòà

âëèÿíèÿ âèõðåâûõ òîêîâ, âîçíèêàþùèõ â íåì, íà ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðî-

äèíàìè÷åñêèõ óñèëèé â ñèñòåìå, â òîì ÷èñëå è â æèäêîé çàãîòîâêå. Áîëåå

òîãî, áëèçîñòü êàòóøåê ñ ïåðâè÷íûìè òîêàìè ê ìàññèâíîìó ìàãíèòîïðî-

âîäó òðåáóåò ó÷åòà åãî íåëèíåéíûõ ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ.

Â ðàáîòàõ [1—6] ïðåäëîæåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ðàñ÷åòà âèõðå-

âûõ òîêîâ è ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ óñèëèé â ñèñòåìå êðèñòàëëèçàòîð —

èíäóêöèîííûé ïåðåìåøèâàòåëü ñ øèõòîâàííûì ìàãíèòîïðîâîäîì, à â ðà-

áîòå [7] — ñ ìàññèâíûì. Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà âèõðåâûõ òîêîâ â óêàçàííîì êëàññå óñòðîéñòâ ñ ó÷åòîì

íåëèíåéíûõ ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ìàññèâíîãî ìàãíèòîïðîâîäà.

Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ðàçðàáîòêè ìîäåëè. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî
ñå÷åíèå êîíñòðóêöèè ñèñòåìû êðèñòàëëèçàòîð — ÈÏ ñ ìàññèâíûì
íåëèíåéíûì ìàãíèòîïðîâîäîì ìàøèíû íåïðåðûâíîãî ëèòüÿ çàãîòîâîê.
Îáìîòêà DW ðàçìåùåíà íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ãëàäêîãî ìàññèâíîãî
íåëèíåéíîãî ìàãíèòîïðîâîäà D6 è èìååò òðåõôàçíîå èñïîëíåíèå. Óäåëü-
íàÿ ïðîâîäèìîñòü ìàòåðèàëà ïðîâîäíèêîâ ïîñòîÿííà ïî ñå÷åíèþ Dm

( , ,..., )m N�1 2 êàæäîãî ïðîâîäíèêà è ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî � � �1 2, , ..., N ,
ãäå N — ÷èñëî ìàññèâíûõ ïðîâîäíèêîâ, â äàííîì ñëó÷àå N = 6. Â æèäêîì
ìàññèâíîì ïðîâîäíèêå D1 ïîëàãàåì çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ñêî-
ðîñòè V( , )Q t . Â ìàãíèòíîì îòíîøåíèè ïðîâîäíèêè D D D N1 2 1, , ..., � áóäåì
ñ÷èòàòü íåìàãíèòíûìè, à ïðîâîäíèê D N — íåëèíåéíûì ôåððîìàãíåòèêîì.

Ãðàíèöà ìåæäó çàãîòîâêîé è ãèëüçîé ìîæåò áûòü êàê èäåàëüíî ïðîâî-
äÿùåé, òàê è èäåàëüíî èçîëèðóþùåé. Åñëè óêàçàííàÿ ãðàíèöà èäåàëüíî ïðî-
âîäÿùàÿ, òî çàãîòîâêó è ãèëüçó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îäíî ìàññèâíîå
òåëî ñ íåîäíîðîäíîé ïðîâîäèìîñòüþ. Åñëè óêàçàííàÿ ãðàíèöà èäåàëüíî èçî-
ëèðóþùàÿ, òî çàãîòîâêó è ãèëüçó ñëåäóåò ñ÷èòàòü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òåëàìè.
Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âòîðîé ñëó÷àé.

Â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåâûõ òîêîâ â ñèñòåìå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåæèì òîêà, ò. å. ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè òîêè â âèòêàõ
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êàòóøåê îáìîòêè. Ìîäåëü äîïóñêàåò ëþáîé çàêîí èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè
ýòèõ òîêîâ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñå÷åíèè
ñèñòåìû. Êîíå÷íàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííîé ãåîìåòðèè
ñèñòåìû, ýëåêòðîìàãíèòíûì õàðàêòåðèñòèêàì ìàòåðèàëîâ, èç êîòîðûõ
èçãîòîâëåíû êîíñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû, ýëåêòðè÷åñêîìó ñîåäèíåíèþ ýëå-
ìåíòîâ, çàäàííûì òîêàì â îáìîòêàõ íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âèõðåâûõ òîêîâ
â ñå÷åíèÿõ ìàññèâíûõ ïðîâîäíèêîâ. Çíàÿ ïëîòíîñòü âèõðåâûõ òîêîâ, ìîæ-
íî íàéòè îñòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (íàïðÿæåí-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E âíóòðè ìàññèâíûõ ïðîâîäíèêîâ, èíäóêöèþ
B è íàïðÿæåííîñòü H ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè è âíå ìàññèâíûõ ïðîâîä-
íèêîâ). Ïî ðàñïðåäåëåíèþ âèõðåâûõ òîêîâ ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü
óäåëüíóþ ìîùíîñòü òåïëîâûõ ïîòåðü, à ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ — è
âñþ èõ ìîùíîñòü. Ïî ïëîòíîñòè � ( , )M t ìîæíî òàêæå íàéòè ðàñïðåäå-
ëåíèå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë.

Êðàåâàÿ çàäà÷à. Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîëÿ âíóòðè æèäêîãî
ïðîâîäíèêà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä

rot H � �1, rot E
B

� �
�

�t
, divB=0 , div�1 0� , B H=�0 , �1 1 1� � �E V B+ [ ], , (1)

ãäå E è H — âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé;

B — âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè; �1 — âåêòîð ïëîòíîñòè âèõðåâîãî òîêà â

Äâóìåðíàÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà âèõðåâûõ òîêîâ
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Ñå÷åíèå ñèñòåìû êðèñòàëëèçàòîð — ÈÏ ñ ìàññèâíûì íåëèíåéíûì ìàãíèòîïðîâîäîì:
D1 — æèäêàÿ ñòàëüíàÿ çàãîòîâêà; D2 — ãèëüçîâûé ìåäíûé êðèñòàëëèçàòîð; D3 — îáå÷àéêà
èç íåìàãíèòíîé ñòàëè; D4 — êîðïóñ êðèñòàëëèçàòîðà èç íåìàãíèòíîé ñòàëè; D5 —
àðìàòóðà èç íåìàãíèòíîé ñòàëè; D6— ìàññèâíûé íåëèíåéíûé ìàãíèòîïðîâîä; DW —
òðåõôàçíàÿ îáìîòêà



D1; �0 — àáñîëþòíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû æèäêîãî ïðîâîä-

íèêà, ïðèíèìàåìàÿ ðàâíîé ìàãíèòíîé ïîñòîÿííîé � �0
74 10� � Ãí/ì; V —

âåêòîð ñêîðîñòè â æèäêîì ïðîâîäíèêå.

Âíóòðè ïðîâîäíèêîâ Dm ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâ-

íåíèÿìè

rot H � �m, rot E
B

� �
�

�t
, divB=0, div�m �0, B H= m� , �m m� � E,

m N�2 3, ,..., , (2)

ãäå äëÿ íåôåððîìàãíèòíûõ ïðîâîäíèêîâ� �m � 0, m N� �2 3 1, ,..., , à äëÿ ôåððî-

ìàãíèòíîãî — � �	 
N H� ; �m — ïëîòíîñòü âèõðåâûõ òîêîâ â îáëàñòè Dm.

Â îáëàñòè âíå ïðîâîäíèêîâ ìàãíèòíîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

rot H � �W , divB=0, B H=�0 , (3)

ãäå �W — âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà â îáìîòêàõ (âíå îáìîòîê íåîáõîäèìî

ïîëîæèòü �W �0).

Íà ãðàíèöå Lm, m N�1 2, ,..., , êàæäîãî èç ïðîâîäíèêîâ, î÷åâèäíî, âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

( , ) ( , )n B n BQ Q
� �� , (4)

1 1

� ��

�

�

��[ , ] [ , ]n B n BQ Q , (5)

( , )�m Qn �0, (6)

ãäå nQ — íîðìàëü ê ãðàíèöå ïðîâîäíèêà â òî÷êå Q, íàïðàâëåííàÿ èç íåãî

íàðóæó; B
� è B

� — çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè â òî÷êå Q ïðè ïðèáëè-

æåíèè ê ãðàíèöå ïðîâîäíèêà ñîîòâåòñòâåííî ñ âíóòðåííåé è âíåøíåé

ñòîðîíû; � �� �( ) — çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ìàòå-

ðèàëà ñðåäû èç êîòîðîé âûõîäèò (â êîòîðóþ âõîäèò) íîðìàëü nQ . Àíàëî-

ãè÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâóþò íà ãðàíèöå LW îáëàñòè DW .

Íà áåñêîíå÷íîñòè ñòàâèòñÿ óñëîâèå âèäà

B ( )� �0. (7)

Ââåäåíèåì ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ A è 
 ñîîòíîøåíèÿìè

B A� rot , div A=0, E
A

� � �
�

�



t
grad ,

êðàåâàÿ çàäà÷à (1) — (7) ñâîäèòñÿ ê íîâîé êðàåâîé çàäà÷å. Çàïèøåì åå

rotrot A= m�0� â Dm, m N� �1 2 1, , ..., ; (8)

rot rot� N N=�1
A � â D N ; (9)
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rotrot A=0 âíå D D D D DN W� � � � �1 2 ... ; (10)

rotrot A= W�0� â DW ; (11)

�1 1 1 1� � � ��
�

�
� 
 �

A
V A

t
grad rot[ , ]â D1; (12)

�m m m
t

� � ��
�

�
� 


A
grad â Dm, m N�2 3, , ..., ; (13)

( , ) ( , )n A n AQ Qrot rot� �� , Q L L L L LN W� � � � � �1 2 ... ; (14)

1 1

� ��

�

�

��[ , ] [ , ]n A n AQ Qrot rot , Q L� ; (15)

A ( )� �0 ; (16)

� 
 � �0, Q D� ; (17)

�


�

�

�

� �

� �
n

A

tQ

n , Q L� ;
(18)

ãäå rot A
�è rot A

� — çíà÷åíèÿ ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â òî÷êå Q ïðè

ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå ïðîâîäíèêà ñîîòâåòñòâåííî ñ âíåøíåé è âíóòðåííåé

ñòîðîíû; An
� — ïðîåêöèÿ âåêòîðà A íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè nQ , ïðè ïðè-

áëèæåíèè ê ãðàíèöå ïðîâîäíèêà ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû; �
 �� / nQ — çíà-

÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â

òî÷êå Q ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå ïðîâîäíèêà ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû.

Â îáùåì ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà äëÿ ðåøåíèÿ ïðèâåäåííûõ

âûøå óðàâíåíèé (8) — (18) íåîáõîäèìî çàäàòü òàêæå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Èìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

� �W WM M0 0( ) ( , )� , � �m mM M0 0( ) ( , )� , m N�1 2, ,..., . (19)

Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ñóòü ïðåäëàãàåìîé ìåòî-

äèêè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íåëèíåéíûé ôåððîìàãíåòèê ðàçáèâàåì íà

ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè. Â êàæäîé ýëåìåíòàðíîé îáëàñòè D
N

q ( , , ...,q N D�1 2 ,

N D — ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé) íà êàæäîé èòåðàöèè ìàãíèòíóþ ïðîíè-

öàåìîñòü ïðèíèìàåì ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé �q
k( ) , ãäå k — íîìåð èòåðà-

öèè. Âñå �q
( )1 ìîãóò áûòü âçÿòû, íàïðèìåð, îäèíàêîâûìè è ðàâíûìè

ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ôåððîìàãíåòèêà äî íà÷àëà íàñûùåíèÿ. Â ðå-

çóëüòàòå ýòîãî óðàâíåíèå (9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîâîêóïíîñòè

ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

rotrot A = q
k

N

q�	 

� â D

N

q , q N D�1 2, , ..., , (20)

Äâóìåðíàÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà âèõðåâûõ òîêîâ
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ãäå �
N

q — ïëîòíîñòü âèõðåâûõ òîêîâ â q-é ýëåìåíòàðíîé îáëàñòè íåëè-

íåéíîãî ôåððîìàãíåòèêà íà k-ì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ

íåëèíåéíîé çàäà÷è, q N D�1 2, , ..., .
Â âûáðàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è áóäåì ïðåíåáðåãàòü òîêàìè ëîáîâûõ

÷àñòåé îáìîòîê è ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû ïëîòíîñòè òîêà â îáìîòêàõ �W

èìåþò âèä � �W z WQ t Q t( , ) ( , )�e , ãäå �W Q t( , ) — ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïëîò-
íîñòè òîêà â îáìîòêàõ íà îñü z, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû z. Òîãäà

� �( , ) ( , )Q t Q tz�e , A e( , ) ( , )Q t A Q tz� ,

B e e( , ) ( , ) ( , )Q t B Q t B Q tx x y y� � , V e e( , ) ( , ) ( , )Q t V Q t V Q tx x y y� � , (21)

ãäå A Q t( , ) — ïðîåêöèÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà îñü z; B Q tx ( , ) è B Q ty ( , )
— ïðîåêöèè âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè B ( , )Q t ñîîòâåòñòâåííî íà îñè x
è y; � ( , )Q t —ïðîåêöèÿ âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà â ìàññèâíûõ ïðîâîäíèêàõ
íà îñü z; V Q tx ( , ) è V Q ty ( , ) — ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè V íà îñè x è y.
Âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ñîîòíîøåíèÿ (21), íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû z.

Òîãäà ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (8), (10) — (20) íàõîäèì â ñëåäóþùåì
âèäå (èíäåêñ ïî k ó íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé òîêîâ è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè
ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé îïóñêàåì):

A Q t M t
r

ds M tW
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D m
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( , ) ( , ) ln ( , ) l� �� �
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r
ds

QM

M

Dm

� �
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� �
m

N

m
N
m

QM

M

m

N

m

D L

M t
r

ds M t
r1

0

12

1

2

1�

�
�

�

�
�( , ) ln ( , ) ln

QM

M

LD

dl

mN
m

�� , (22)

ãäå rQM — ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè íàáëþäåíèÿ Q è èíòåãðèðîâàíèÿ M;
� m M t( , ) — ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè íà ãðàíèöå
ìàãíèòîïðîâîäà è íà ãðàíèöàõ ìåæäó âñåìè ýëåìåíòàðíûìè îáëàñòÿìè, íà
êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ íåëèíåéíûé ôåððîìàãíåòèê, m N L�1 2, ,..., ; N L —
÷èñëî ãðàíèö ìåæäó âñåìè ýëåìåíòàðíûìè îáëàñòÿìè è ìåæäó ôåððîìàã-
íåòèêîì è âíåøíåé ñðåäîé.

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, çàïèñàííûé â âèäå (22), àâòîìàòè÷åñêè óäîâ-
ëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (8), (10), (11), (20) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (14),
óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè (16). Óäîâëåòâîðÿÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (22)
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (15), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïðîñòîãî ñëîÿ òîêà íàìàãíè÷åííîñòè
íà ãðàíèöå ìàãíèòîïðîâîäà è íà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ãðàíèöàõ íà k-ì øàãå
èòåðàöèè, âûâîä êîòîðîãî äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäû ïðèâåäåí â [7]:
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� �
�
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�

�
�
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�
�q

m

N
m

N
m Q QM

QM

M
q

W

D

M t
r

ds M t
1 0

2
( , )

( , )
( , )

(n r nQ QM

QM

M

DD
r

ds

WN
m

, )r

2�� ,

Q Lq� , q N L�1 2, ,..., . (23)

Çäåñü � � � � �q � � �� � � �( ) / ( ), � �� �( ) — ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ýëå-
ìåíòàðíîé îáëàñòè èëè âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê ôåððîìàãíåòèêó ñðåäû,
èç êîòîðîé âûõîäèò (â êîòîðóþ âõîäèò) âûáðàííàÿ íîðìàëü nQ ê ó÷àñòêó
ýëåìåíòàðíîé ãðàíèöû; rQM — ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç òî÷êè
íàáëþäåíèÿ Q â òî÷êó èíòåãðèðîâàíèÿ M.

Èç ñîîòíîøåíèé (12), (13), (17), (18), (22) âûâîäèì èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âèõðåâûõ òîêîâ òàê æå, êàê ýòî ñäå-
ëàíî â ðàáîòå [7]:
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1 1
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1( , )
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� �
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� �
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�
U tN ( ), Q D

N

q� , q N D�1 2, , ..., ; (24)

ãäå � � �� 0 2/ ( ) ; U tq ( ) — íàïðÿæåíèå êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè t, ïðèõîäÿ-

ùååñÿ íà åäèíèöó äëèíû q-ãî ïðîâîäíèêà âäîëü îñè z, q N�1 2, , ..., .

Äâóìåðíàÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà âèõðåâûõ òîêîâ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2007. Ò. 29. ¹ 6 43



Çàïèøåì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòäåëüíûå

ìàññèâíûå òåëà íå èìåþò ýëåêòðè÷åñêîãî êîíòàêòà îäíî ñ äðóãèì. Òîãäà

äëÿ îòäåëüíûõ ëèíåéíûõ ôåððîìàãíèòíûõ ìàññèâíûõ òåë ìîæåì çàïèñàòü

I t M t dsq q M

Dq

( ) ( , )� ��� 0, q N� �1 2 1, ,..., , (25)

à äëÿ íåëèíåéíîãî ôåððîìàãíèòíîãî òåëà

I t M t dsN N
m

M

Dm

N

N
m

D

( ) ( , )� ���
�

�
1

0 .
(26)

Ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (23) — (26) ïîçâî-

ëÿåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âèõðåâûõ òîêîâ â ìàññèâíûõ ïðîâîäíèêàõ è

òîêîâ íàìàãíè÷åííîñòè íà ãðàíèöå ìàãíèòîïðîâîäà è íà ãðàíèöàõ âñåõ

ýëåìåíòàðíûõ îáëàñòåé íà k-ì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ

íåëèíåéíîé çàäà÷è. Ìàãíèòíîå ïîëå ïî íàéäåííûì òîêàì îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

B
r e

( , ) ( , )
( , )

(Q t M t
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dW
QM z
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� �� �
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N
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�
�( , )

( , )
( ,

r e
t

r
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QM z

QM

M

LD mN
m

)
( , )r e

2�� .

(27)

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. Ïðåäëàãàåìûé èòåðàöèîí-

íûé ïðîöåññ ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ äàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t â

íåëèíåéíîì ôåððîìàãíåòèêå âûãëÿäèò òàê:

1. Çàäàåìñÿ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè�q
( )1 (q N D�1 2, , ..., ), ò.å. �q B H( ) /1 � ,

ãäå B è H — çíà÷åíèÿ èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùèå òî÷êå íà îñíîâíîé êðèâîé íàìàãíè÷èâàíèÿ íà ëèíåéíîì

ó÷àñòêå (äî íàñûùåíèÿ).

2. Ðåøàåì ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (24) — (26)

â ðåçóëüòàòå ÷åãî íàõîäèì ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âèõðåâûõ òîêîâ

�m M t( , ), m N� �1 2 1, , ..., , � N
m M t( , ), m N D�1 2, , ..., , è ïëîòíîñòü òîêîâ íàìàã-

íè÷åííîñòè � m M t( , ), m N L�1 2, , ..., .

3. Íàõîäèì ïîëå B q
( )1 (q N D�1 2, , ..., ) â öåíòðàëüíûõ òî÷êàõ ýëåìåíòàð-

íûõ îáëàñòåé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (27).

4. Èñïîëüçóÿ B q
( )1 , ïî îñíîâíîé êðèâîé íàìàãíè÷èâàíèÿ íàõîäèì

ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìàãíèòíûõ ïðîíèöàåìîñòåé �q q qB H( )* ( ) ( )/2 1 1�
( , , ..., )q N D�1 2 .
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5. Íàõîäèì ñîâîêóïíîñòü íîâûõ çíà÷åíèé ìàãíèòíûõ ïðîíèöàåìîñòåé

ïî ôîðìóëå � � � � �q q q q
( ) ( ) ( )* ( )(2 1 2 1� � � ), ãäå êîýôôèöèåíò � áåðåòñÿ â èíòåð-

âàëå (0; 1).

Íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâàÿ èòåðàöèÿ. Äàëåå ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2 è

âûïîëíÿåì âòîðóþ èòåðàöèþ è ò. ä. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ

ïî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ âèäà

� �

�
�

( ) ( )

( )
%

k k

k

�
�

�1

100 ,

ãäå � — çàäàííàÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé

çàäà÷è, âûðàæåííàÿ â ïðîöåíòàõ. Çäåñü íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

� � � �( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ... ( )k k k

N

k

D
� � � � �

1

2

2

2 2.

Êîýôôèöèåíò ðåëàêñàöèè � ââîäèòñÿ äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ïðî-

öåññà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Åãî âåëè÷èíà ïîäáèðàåòñÿ ïóòåì ÷èñ-

ëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ââåäåíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà ïîçâîëÿåò ðàñõîäÿ-

ùèéñÿ (èëè ïóëüñèðóþùèé) ïðè � �1ïðîöåññ ñäåëàòü õîðîøî ñõîäÿùèìñÿ.

Èòàê, ðàçðàáîòàííàÿ äâóìåðíàÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü

äëÿ ðàñ÷åòà âèõðåâûõ òîêîâ â ñèñòåìå êðèñòàëëèçàòîð — ÈÏ ñ íåëèíåé-

íûì ìàññèâíûì ìàãíèòîïðîâîäîì ìàøèíû íåïðåðûâíîãî ëèòüÿ çàãîòîâîê

ïîçâîëÿåò áîëåå ïîëíî ó÷èòûâàòü ýëåêòðîòåõíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèà-

ëîâ, èç êîòîðûõ èçãîòîâëåíû êîíñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû óñòðîéñòâà.

The design procedure of the eddy currents in induction stirrer with the nonlinear solid iron core,
consisting in dissection of a ferromagnetic into the partial areas, in each of which a magnetic
conductivity on the given step of a repetitive process a stationary value is offered. Such reception
gives in a problem of a finding of a magnetic field in a part-homogeneous environment on each
iteration. For its calculation the system of the integral differential equations of density of the eddy
currents and magnetization currents on a ferromagnetic boundary and on all boundaries between
the partial areas is obtained, that in aggregate with introduction of relaxation coefficient for
acceleration by powering has allowed creating effective algorithm of eddy currents’ calculation
in nonlinear conducting mediums.
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