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Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíûõ
àëãîðèòìîâ îöåíêè ëîêàëüíîé àïîñòåðèîðíîé
ïîãðåøíîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Ïðåäëîæåíû ïàðàëëåëüíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû îöåíêè àïîñòåðèîðíîé ëîêàëüíîé

ïîãðåøíîñòè íà îñíîâå ÿâíûõ è ïîëíîñòüþ íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, èññëåäîâàíû

îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è Êîøè. Ðàçðàáîòàíû

âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû îòîáðàæåíèÿ ìåòîäîâ íà ïàðàëëåëüíûå ñòðóêòóðû ðàçëè÷íîé

òîïîëîãèè: ëèíåéêà — êîëüöî, ðåøåòêà — òîð, ãèïåðêóá. Ïðèâåäåíû ñðàâíèòåëüíûå õàðàê-

òåðèñòèêè ïîòåíöèàëüíîãî è ðåàëüíîãî ïàðàëëåëèçìà, à òàêæå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ íà ñèñòåìå òåñòîâ.

Çàïðîïîíîâàíî ïàðàëåëüí³ ÷èñåëüí³ àëãîðèòìè îö³íêè àïîñòåð³îðíî¿ ëîêàëüíî¿ ïîõèáêè

íà áàç³ ÿâíèõ òà ïîâí³ñòþ íåÿâíèõ ð³çíèöåâèõ ñõåì, äîñë³äæåíî îñîáëèâîñò³ çàñòîñóâàííÿ

àëãîðèòì³â äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíî¿ çàäà÷³ Êîø³. Ðîçðîáëåíî îá÷èñëþâàëüí³ ñõåìè

â³äîáðàæåííÿ ìåòîä³â íà ïàðàëåëüí³ ñòðóêòóðè ð³çíî¿ òîïîëîã³¿: ë³í³éêà — ê³ëüöå, ñ³òêà —

òîð, ã³ïåðêóá. Íàâåäåíî ïîð³âíÿëüí³ õàðàêòåðèñòèêè ïîòåíö³éíîãî òà ðåàëüíîãî ïàðà-

ëåë³çìó, à òàêîæ ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â íà ñèñòåì³ òåñò³â.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: àïîñòåðèîðíàÿ øàãîâàÿ ïîãðåøíîñòü, ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì,
âëîæåííûé ìåòîä, ëîêàëüíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ.

Îäíîé èç ãëàâíûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è

Êîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÎÄÓ),

ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Àïðèîðíàÿ îöåí-

êà ãëîáàëüíîé ïîãðåøíîñòè ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ñõîäè-

ìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ê òî÷íîìó è, ñëåäîâàòåëüíî, î åãî

ïðèìåíèìîñòè. Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè, ïîëó÷àå-

ìàÿ íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèé, ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè âûáèðàòü øàã

èíòåãðèðîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé çàäàííóþ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ. Îäíîøàãîâûå ìåòîäû, ïîñòðîåííûå ñïîñîáîì Ðóíãå—Êóòòû, êàê

è ìíîãîøàãîâûå, â îòëè÷èå îò âû÷èñëèòåëüíûõ ïðàâèë, ïîëó÷åííûõ íà

îñíîâå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ â ðÿä ïî ïîñëåäîâàòåëüíûì ãëàâíûì ÷àñòÿì,

íå ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ëîêàëüíîé òî÷íîñòè íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ ïðèáëè-
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æåííîãî ðåøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ðåçóëüòàòàì ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëå-

íèé. Òðàäèöèîííîå îöåíèâàíèå ïîãðåøíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ â

ðÿä Òåéëîðà íå ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà, ïîñêîëüêó òðåáóåò

âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Èçâåñòíûìè è îáùåïðèíÿòûìè ìåòîäàìè îöåíêè ëîêàëüíîé àïîñòå-

ðèîðíîé ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ÑÎÄÓ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

äóáëèðîâàíèå øàãà ïî ïðàâèëó Ðóíãå;

òåõíîëîãèÿ ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè Ðè÷àðäñîíà;

âëîæåííûå ìåòîäû èëè ìåòîäû âëîæåííûõ ôîðì.

Îöåíêè ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè íåîáõîäèìû, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷òîáû

îáåñïå÷èòü äëèíó øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, äîñòàòî÷íî ìàëóþ äëÿ äîñòè-

æåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè âû÷èñëÿåìûõ ðåçóëüòàòîâ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,

÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü äîñòàòî÷íî áîëüøóþ äëèíó øàãà âî èçáåæàíèå áåñïî-

ëåçíîé âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû. Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå íàäåæíûõ è, â òî æå

âðåìÿ ïðîñòûõ è ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ îöåíêè øàãîâîé ïîãðåøíîñòè —

îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçðàáîòêå ñîâðåìåííîãî

êà÷åñòâåííîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ îðèåíòèðîâàíû íà

èñïîëüçîâàíèå â ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ SIMD,

MIMD è êëàñòåðíîé àðõèòåêòóðû ñ ðàçëè÷íûìè òîïîëîãèÿìè ñîåäèíåíèÿ

ïðîöåññîðíûõ ýëåìåíòîâ. ×èñëåííî ðåøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ÑÎÄÓ (â

îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé) ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàçìåðíîñòè m ñ

èçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
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Ñîâðåìåííûå òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïå-

ðèìåíòû â îáëàñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî

íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûì ñïîñîáîì ñîçäàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäîâ

ÿâëÿåòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèå õîðîøî èçâåñòíûõ è ìíîãîêðàòíî àïðîáè-

ðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ [1]. Ðàçâèòûì è îáùå-

ïðèçíàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ àëãî-

ðèòìîâ ÿâëÿþòñÿ ãðàôîâûå ìîäåëè. Îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ ðåàëüíûõ çàäà÷

ïðèìåíåíèå ãðàôîâîé ìîäåëè ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè.

Ïîýòîìó äëÿ ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðàêòè-

÷åñêîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîýòàïíûé òåõíîëîãè÷åñêèé

ïðîöåññ — èåðàðõè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèîííàÿ ìåòîäèêà. Ãðàôû âëèÿíèÿ

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà, êàê íà

âåðõíåì óðîâíå äëÿ àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäçàäà÷, òàê è íà íèæíåì —

äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ îòäåëüíûõ ìàêðîîïåðàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
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îïðåäåëåííûì ïîäçàäà÷àì. Âûáîð äåêîìïîçèöèîííîé ìåòîäèêè ðàñïà-

ðàëëåëèâàíèÿ îáóñëîâëåí ïðåèìóùåñòâàìè ýòîãî ïîäõîäà, à èìåííî: âçàè-

ìîçàâèñèìîñòüþ è èòåðàòèâíîñòüþ ýòàïîâ ïîñòðîåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî

àëãîðèòìà è âîçìîæíîñòüþ îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìûé óðîâåíü ìàñøòàáè-

ðóåìîñòè âû÷èñëåíèé çà ñ÷åò âàðüèðîâàíèÿ äåòàëüíîñòè äåêîìïîçèöèè.

Ïðè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ âàæíî ó÷èòûâàòü ñëîæíîñòè ìåæïðî-

öåññîðíûõ ñâÿçåé. Ïîñêîëüêó äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè èíôîðìàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ïî òèïó êîììóíèêàöèé ÿâëÿåòñÿ

ñòðóêòóðíûì, ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòàòü åäèíûå êîììóíèêà-

öèîííûå ïðèìèòèâû ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé ïåðåäà÷è äàííûõ â ðàçëè÷íûõ

òîïîëîãèÿõ. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ òðè òîïîëîãèè, ëèíåéêà—êîëüöî,

ðåøåòêà—òîð, ãèïåðêóá, è äâå êîììóíèêàöèîííûå îïåðàöèè: ïåðåäà÷à

äàííûõ ìåæäó äâóìÿ ïðîöåññîðàìè ñåòè (îïåðàöèÿ òèïà «òî÷êà—òî÷êà»)

è ïåðåäà÷à äàííûõ îò âñåõ ïðîöåññîðîâ ñåòè âñåì ïðîöåñîðàì ñåòè (ìíî-

æåñòâåííàÿ ïåðåñûëêà «âñå—âñåì»).

Îöåíêà âðåìåíè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ïåðåäà÷è îäíîãî ñîîáùåíèÿ

îáúåìîì V áàéò ìåæäó äâóìÿ ïðîöåññàìè, ëîêàëèçîâàííûìè íà ðàçëè÷-

íûõ ïðîöåññîðàõ ïðè ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòè, ïðîâîäèëàñü íà îñíîâàíèè

ñëåäóþùåé ìîäåëè:

T t t Vls wò ò�
� � ; t y Bw � / , (2)

ãäå ts — äëèòåëüíîñòü ïîäãîòîâêè ñîîáùåíèÿ äëÿ ïåðåäà÷è; l — äëèíà

ìàðøðóòà; tw — äëèòåëüíîñòü ïåðåäà÷è îäíîãî áàéòà; y — ÷èñëî áàéò â

ñëîâå; B — ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàíàëà ïåðåäà÷è äàííûõ (áàéò/ñ).

Òðóäîåìêîñòü îäèíî÷íîé îïåðàöèè ïåðåñûëêè äàííûõ ìåæäó äâóìÿ ïðî-

öåññîðàìè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïîäñòàíîâêîé äëèíû äèàìåòðà ñåòè â

âûðàæåíèå (2). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ìíîæåñòâåííîé ïå-

ðåñûëêè â óñëîâèÿõ òîé æå ìîäåëè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòüñÿ ñ âûáîðîì

àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè.

Ê ÷èñëó íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ïåðå-

äà÷è äàííûõ îòíîñèòñÿ êëàññ ìåòîäîâ ïîêîîðäèíàòíîé ìàðøðóòèçàöèè.

Èäåÿ ýòèõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîèñê ïóòåé ïåðåäà÷è äàííûõ

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè ðàññìàòðèâàå-

ìîé òîïîëîãèè. Ñîêðàùåíèå âðåìåíè ïåðåäà÷è äàííûõ ìîæåò áûòü äîñòèã-

íóòî è ïðè èñïîëüçîâàíèè âñòðå÷íûõ îáìåíîâ, êîãäà äàííûå ïåðåäàþòñÿ

îäíîâðåìåííî â îáå ñòîðîíû. Ýòî ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ïî÷òè äâîéíîãî óìåíü-

øåíèÿ âðåìåíè îáìåíà äàííûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîíàïðàâëåííûìè îáìå-

íàìè. Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóíàïðàâëåííûõ ëèíêîâ

äëÿ ïðîöåññîðíîãî ïîëÿ ðàçìåðíîñòè p ïîëó÷àåì

Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ îöåíêè
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ïðè êîëüöåâîé òîïîëîãèè —

� �
T t Vt pR

s wò ò�
� � /2 ;

T t Vt pR
s wâ â�

� � �( )( )1 ,

ïðè òîïîëîãèè ðåøåòêà —

� �
T t Vt pM

s wò ò�
� �2 2/ ;

T t p Vt pM
s wâ â�

� � � �2 1 1( ) ( ) ,

ïðè òîïîëîãèè ãèïåðêóá —

T t Vt pH
s wò ò�

� � log
2

;

T t p t V pH
s wâ â�

� � �log ( )
2

1 .

Ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ ìå-

òîäîâ îöåíêè øàãîâîé ïîãðåøíîñòè íà îñíîâå ÿâíûõ îäíîøàãîâûõ

ñõåì. ßâíûå ôîðìóëû Ðóíãå—Êóòòû (ßÌÐÊ) âõîäÿò â ÷èñëî ñòàðåéøèõ è

õîðîøî èçó÷åííûõ ñõåì ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà íàëè-

÷èå îãðîìíûõ è âñåñòîðîííèõ çíàíèé â ýòîé îáëàñòè, ßÌÐÊ ïðîäîëæàþò

áûòü îáúåêòîì àêòèâíûõ èññëåäîâàíèé, îñîáåííî â òàêîì íîâîì íàó÷íîì

íàïðàâëåíèè êàê ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Ïîòåíöèàëüíî ßÌÐÊ ñîäåð-

æàò äâà âèäà ïàðàëëåëèçìà: ïàðàëëåëèçì ìåòîäà è ïàðàëëåëèçì ñèñòåìû.

Ñèñòåìíûé ïàðàëëåëèçì ðåàëèçóåòñÿ ÷åðåç ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñ-

ëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ñèñòåìû, ò.å. îòäåëüíûõ êîìïîíåíò øàãîâûõ

êîýôôèöèåíòîâ è âåêòîðîâ ðåøåíèé. Ïàðàëëåëèçì ìåòîäà ñâÿçàí ñ âûäå-

ëåíèåì íåçàâèñèìûõ ñóáâû÷èñëåíèé âíóòðè îäíîãî øàãà ìåòîäà è, êàê

ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñèñòåìíîãî. Äëÿ ÑÎÄÓ ðàçìåðíîñòè m

ÿâíûé s-ñòàäèéíûé ìåòîä Ðóíãå—Êóòòû èìååò ñëåäóþùèé âèä:

y y kn n i i

i=

s

h b
�

� � �1

1

;

k gi n i iF x c h� �( ; ), i s�1, ;

g y ki n ij i

j=

i

h a� �

�

�

1

1

.

Âû÷èñëåíèå ëþáîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè

ìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòîâ k i i i imk k k� ( , ,..., )
1 2

, i s�1, , è ñîáñòâåííî ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ yn h
�1

( ). Äëÿ ÿâíûõ ñõåì âû÷èñëåíèå øàãîâûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ åñòü ñóãóáî ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîöåññ. Ðàâåíñòâî íóëþ ýëå-

ìåíòîâ aij , i s�2, ; j s� �1 1, , â ìàòðèöå Áàò÷åðà äëÿ ßÌÐÊ îïðåäåëÿåò
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âîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ,

îäíàêî îáåñïå÷èâàåò î÷åíü íåçíà÷èòåëüíóþ ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà. Äëÿ

ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà áûë èñïîëüçîâàí ìàòåìàòè÷åñêèé

àïïàðàò ãðàôîâ âëèÿíèÿ [1].

Çàäà÷à ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ â òàêîé ïîñòàíîâêå ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ

ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà âåðøèí îðãðàôà, ïðè÷åì âåð-

øèíàì ãðàôà ñîïîñòàâëÿþòñÿ âûïîëíÿåìûå îïåðàöèè, è âåðøèíû ñîåäè-

íÿþòñÿ äóãàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ îäíîé

îïåðàöèè âëèÿåò íà ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ñìåæíîé.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî êîýôôèöèåíòà k i , i s�1, , l êîìïîíåíò

âåêòîðà g i , i s�1, , ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïàðàëëåëüíî:

1) l m� êîìïîíåíò ïðè m p� ;

2)
	 


l m p� / êîìïîíåíò ïðè m p� .

Ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ðàçðàáîòàííûå íà

îñíîâå ÿâíûõ ÷èñëåííûõ ñõåì, ñîäåðæàò âñòðîåííûå àëüòåðíàòèâíûå ñïî-

ñîáû îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé àïîñòåðèîðíîé ïîãðåøíîñòè, à èìåííî: äóáëè-

ðîâàíèå øàãà ïî ïðàâèëó Ðóíãå; âëîæåííûå ìåòîäû Ðóíãå—Êóòòû (ÂÌÐÊ);

òåõíîëîãèÿ ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè. Ïðèíöèï óäâîåíèÿ øàãà — íàèáîëåå

ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ øàãîâîé ïîãðåøíîñòè, îäíàêî îí èìååò áîëü-

øèå íàêëàäíûå ðàñõîäû: îáúåì âû÷èñëåíèé íà îäèí óçåë ñåòêè âîçðàñòàåò

ïî÷òè âòðîå.

Ìåòîä ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåõíîëîãèè

óäâîåíèÿ øàãà ïî ïðàâèëó Ðóíãå. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ìíîãî-

êðàòíîì èçìåëü÷åíèè øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, è òàêæå â ìíîãîêðàòíîì ïðè-

ìåíåíèè ïðîöåññà ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè âû-

ïîëíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå èç òî÷êè xn â òî÷êó x x Hn n�
� �

1
, ãäå H — áàçîâàÿ

äëèíà øàãà, H �0. Âûáèðàþò ðÿä íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêîé, ÷òî: n
1

�

� � � � �
�

n n nk k2 1
... ..., è ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h hk1 1

� � �
�

...

� �hk ...,ãäå h H ni i� / . Çàäàþò îïîðíûé ÷èñëåííûé ìåòîä ïîðÿäêà r 0
è, âû-

ïîëíÿÿ ni øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ äëèíîé hi , íàõîäÿò ïðèáëèæåííîå ðåøå-

íèå èñõîäíîé çàäà÷è: T y x Hi h ni,
: ( )

1
� � . Âûïîëíèâ âû÷èñëåíèÿ äëÿ ðÿäà

ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé i, ïî ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ îïðåäå-

ëÿþò ýêñòðàïîëèðîâàííûå çíà÷åíèÿ Ti j, �1
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i, j [2]. Ýòîò

ïðîöåññ ïîëó÷èë íàçâàíèå ëîêàëüíîé ïîëèíîìèàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè:

T T
T T

n n
i j i j

i j i j

i i j
b, ,

, ,
:

( / )
�

�

�

� �

�

�

1

1

1

.

Çäåñü b = 1 â îáùåì ñëó÷àå, à äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îïîðíûõ ìåòîäîâ b = 2.

Äîñòîèíñòâî ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî

ïîëó÷èòü ïîëíóþ òàáëèöó ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé, êîòîðûå îáðàçóþò
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ìåòîäîâ è ïîçâîëÿþò îöåíèòü ëîêàëüíóþ

ïîãðåøíîñòü, âûáðàòü ñòðàòåãèþ äëÿ ìåòîäîâ ïåðåìåííîãî ïîðÿäêà. Ïðå-

èìóùåñòâî ýêñòðàïîëÿöèîííûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ó íèõ íà

êàæäîì øàãå ìîæíî ìåíÿòü íå òîëüêî äëèíó øàãà, íî è ïîðÿäîê ìåòîäà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìíîæåñòâà øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóåì ÷èñ-

ëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáðàçîâàííûå ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì, ñòåïå-

íÿìè äâîéêè, ðàçëè÷íûìè ÷åòíûìè ðÿäàìè ÷èñåë:

P n kk1
1 2 3 4 5 6 7 8 9� � �{ , , , , , , , , ,...} ;

P n kk2
1 2 4 6 8 10 12 2� � �{ , , , , , , ,...} ;

P nk
k

3
1 2 4 8 16 32 2� � �{ , , , , , , ...} .

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ñåòîê èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ îïîðíûõ ìåòîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì îáðàùåíèé ê ôóíê-

öèè F — ïðàâîé ÷àñòè ÑÎÄÓ:

N k n n nk( ) ...� � � �
1 2

;

P N k k k
1

2
2: ( ) ( ) /� � ;

P N k k k
2

2
1: ( ) � � � ;

P N k k
3

1
2 1: ( ) � �

�

,

ãäå k — ÷èñëî ñòðîê ýêñòðàïîëÿöèîííîé òàáëèöû. Íåîáõîäèìûé ðàçìåð

ýêñòðàïîëÿöèîííîé òàáëèöû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì ïîðÿäêà r,

åñëè èñõîäíûé îïîðíûé ìåòîä èìååò ïîðÿäîê r 0
, çàâèñèò îò ñâîéñòâ

îïîðíîãî ìåòîäà. Ïðè óñëîâèè ñèììåòðè÷íîñòè îïîðíûé ìåòîä èìååò

àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì h2
è êàæäàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ

èñêëþ÷àåò äâå ñòåïåíè h [2]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïîðíîãî ìåòîäà êàæäàÿ

ýêñòðàïîëÿöèÿ èñêëþ÷àåò îäíó ñòåïåíü h. Òîãäà ÷èñëî ñòðîê ýêñòðàïîëÿ-

öèîííîé òàáëèöû, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

r r k� � �
0

1äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïîðíîãî ìåòîäà;

r r k� � �
0

2 1( ) äëÿ ñèììåòðè÷íîãî îïîðíîãî ìåòîäà.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âû÷èñëåíû k ñòðîê ýêñòðàïîëÿöèîííîé òàáëèöû,

òî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîñòè îïîðíîãî ìåòîäà ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ

ðåøåíèÿ Tkk , èìåþùóþ íàèâûñøèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, ðàâíûé 2k. Ïðè

ýòîì âåëè÷èíà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ âûáèðàåòñÿ ñ ó÷åòîì âåëè÷èíû

T Tk k k k�
�

1, ,
. Íàêëàäíûå ðàñõîäû íà ôîðìèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñåòîê èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåì èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïðè ôîðìèðîâàíèè

ýêñòðàïîëÿöèîííîé òàáëèöû äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè ïîðÿäêà r ñèììåò-

ðè÷íûå ìåòîäû òðåáóþò r/2 ñòðîê, à ïðîèçâîëüíûå ìåòîäû — (r – 1) ñòðîê.

Íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå îïîðíîãî ìåòîäà âûáðàí ñèììåòðè÷íûé ÿâíûé
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ìåòîä Ðóíãå—Êóòòû 2-ãî ïîðÿäêà, òî îïòèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. ×èñëî îáðàùåíèé ê ïðàâîé ÷àñòè

ÑÎÄÓ ïðè ýòîì ñîñòàâëÿåò N r r r( / ) ( ) /2 2 4 4
2

� � � . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îïîð-

íûõ ìåòîäîâ íàèìåíåå çàòðàòíûì ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðàïîëÿöèîííàÿ òåõíîëîãèÿ èìååò òðè ñîñòàâëÿþ-

ùèå: îïîðíûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñåòîê, ðåêóððåíòíîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ. Åå ýôôåêòèâíîñòü çàâèñèò îò ïðàâèëüíîãî âûáîðà è ñî÷åòàíèÿ

ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ðàçðàáîòêå ïàðàëëåëüíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì äëÿ òåõíîëîãèè ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè è äóáëè-

ðîâàíèÿ øàãà ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàòü:

à) ñïîñîáû ðàçáèåíèÿ ïðîöåññîðîâ íà ãðóïïû, âû÷èñëÿþùèå îïðåäå-

ëåííóþ àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ: ðàâíîìåðíûé, ïðîïîðöèîíàëüíûé è

êîìáèíàöèîííûé;

á) ñòåïåíü âëèÿíèÿ ïîðÿäêà îïîðíîãî ìåòîäà íà õàðàêòåðèñòèêè àëãî-

ðèòìà â öåëîì.

Ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà è ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîç-

âîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1) íàêëàäíûå ðàñõîäû íà îäèí øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òåõíîëîãèè

ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè ïðè îäíèõ è òåõ æå ñïîñîáàõ ïîëó÷åíèÿ ñåòêè

èíòåãðèðîâàíèÿ Pi è ïðè îäèíàêîâîì ïîðÿäêå ïîëó÷åííîãî ýêñòðàïîëÿ-

öèîííîãî ìåòîäà r ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïîðÿäêà îïîðíîãî ìåòîäà è åãî

ñâîéñòâ, îò âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè TF ÑÎÄÓ, âðåìåíè íà îäíó

àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ t
îï

è êîììóíèêàöèîííûõ êîíñòàíò;

2) äëèíà ýêñòðàïîëÿöèîííîé òàáëèöû ëèíåéíî óìåíüøàåòñÿ ñ âîçðàñ-

òàíèåì ïîðÿäêà îïîðíîãî ìåòîäà;

3) íåñìîòðÿ íà óìåíüøåíèå ÷èñëà ñòðîê ýêñòðàïîëÿöèîííîé òàáëèöû,

íàêëàäíûå ðàñõîäû óâåëè÷èâàþòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì ïîðÿäêà îïîðíîãî ìå-

òîäà, ïðè÷åì ïðè T tF �� � 
îï

15 2, ðàçà äëÿ ìåòîäîâ ñìåæíûõ ïîðÿäêîâ, è

ýòî ðàçëè÷èå óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà; ïðè T tF �
îï

íàêëàäíûå

ðàñõîäû ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà r 0
, ò. å. â äåñÿòêè—

ñîòíè ðàç;

4) íàêëàäíûå ðàñõîäû âîçðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.

Ñóììèðóÿ âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì,

÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ ïðè ïðèìåíåíèè òåõíîëîãèè

ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè ñëåäóåò âûáèðàòü îïîðíûé ìåòîä ìàëîãî ïîðÿä-

êà, â ÷àñòíîñòè âòîðîãî, ñ äîñòàòî÷íûìè ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè. Îäíà-

êî åñòü åùå îäèí ìîìåíò, òðåáóþùèé àíàëèçà. Òåîðåòè÷åñêè íåò íèêàêèõ

îãðàíè÷åíèé íà äëèíó ýêñòðàïîëÿöèîííîé òàáëèöû, íî êîíå÷íîñòü ïàìÿòè

ìàøèíû è íàêàïëèâàíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ, îãðàíè÷èâàþò äëèíó ýêñòðà-
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ïîëÿöèîííîé òàáëèöû ñâåðõó è, êàê ïðàâèëî, k
max

�10. Ïîýòîìó äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ âûñîêîòî÷íûõ ïðèëîæåíèé (10 10
15 20� �

� ), ãäå âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé

÷àñòè ÑÎÄÓ äîñòàòî÷íî ñëîæíû, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî òåõíîëîãèþ

ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè Ðè÷àðäñîíà íà áàçå îïîðíîãî ìåòîäà âûñîêîãî

ïîðÿäêà.

Àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé àïîñòåðèîðíîé

ïîãðåøíîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè ÿâëÿþòñÿ ÂÌÐÊ èëè ìåòîäû

âëîæåííûõ ôîðì. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äâóõ ïðèáëè-

æåííûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ â îäíîé òî÷êå, íî â îòëè÷èå îò ïðàâèëà Ðóíãå

ïðèáëèæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ íå ïî îäíîé, à ïî äâóì ôîðìóëàì ðàçëè÷íûõ

ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè r è �r ñ îäíèì è òåì æå øàãîì [2]:

y y kn n n l l

l=

s

h b
�

� � �1

1

;
� �
y y kn n n l l

l=

s

h b
�

�

� � �1

1

;

k f y kl n l n n n li i

l=

l

x c h h a� � �

�

�( ;

1

1

; l s�1,..., ;

dn n n� � �
� �

1 1 1
( )
�
y y .

Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷åííûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïðîâå-

äåí íà îñíîâå ñëåäóþùèõ ïîêàçàòåëåé:

âðåìÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà T
1
;

âðåìÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà áåç ó÷åòà è ñ

ó÷åòîì îáìåííûõ îïåðàöèé: T T Tp p p� �
âû îá

(ïîòåíöèàëüíûé è ðåàëüíûé

ïàðàëëåëèçì);

êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé

òîïîëîãèè ñîåäèíåíèÿ ïðîöåññîðîâ è ìîäåëè ïåðåäà÷è äàííûõ;

ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà D;

êîýôôèöèåíòû ïîòåíöèàëüíîãî è ðåàëüíîãî óñêîðåíèÿ S, ýôôåêòèâ-

íîñòü E ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà è ìàñøòàáèðóåìîñòü íà îñíîâå ôóíêöèè

èçîýôôåêòèâíîñòè f E .

Äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåí-

íî çàâèñÿò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ: ðàçìåðà çàäà÷è è âðåìåíè îáðàùåíèÿ ê

ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé ÑÎÄÓ, òèïà ïàðàëëåëüíîãî êîìïüþòåðà, ðàçìåð-

íîcòè ïðîöåññîðíûõ ïîëåé, âðåìåíè âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-

öèé, âðåìåííûõ êîììóíèêàöèîííûõ êîíñòàíò (ts è tw), òîïîëîãèè ìåæ-

ïðîöåññîðíîãî ñîåäèíåíèÿ. Ïðè ðàñ÷åòå äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê

àëãîðèòìîâ ëþáàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé âûïîë-

íÿåòñÿ çà îäíî è òî æå âðåìÿ íåçàâèñèìî îò âèäà îïåðàöèè. Ýòî ïðåäïî-

ëîæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ áîëüøèíñòâà ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ RISC-

àðõèòåêòóðû.
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Ïîä ìàñøòàáèðóåìîñòüþ ïîíèìàåì âîçìîæíîñòü àëãîðèòìà îáåñïå÷èòü

ïîñòîÿííóþ ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëåíèé ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ïðîöåññîðîâ

(ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè çàäà÷è). Â êà÷åñòâå îöåíêè ìàñøòàáèðóåìîñòè

ïðèíèìàåì ôóíêöèþ èçîýôôåêòèâíîñòè [3], îïðåäåëÿþùóþ çàâèñèìîñòü

÷èñëà èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ

ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Òîãäà

ïîêàçàòåëü âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è (÷èñëî îïåðàöèé) çàïèøåì â

âèäå W Kf pE� ( ), ãäå K — êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé òîëüêî îò çíà÷åíèÿ

ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè èçîýôôåêòèâíîñòè —

ýòî ïîïûòêà ñîåäèíèòü â åäèíîì àíàëèòè÷åñêîì âûðàæåíèè âñå ïåðå÷èñ-

ëåííûå õàðàêòåðèñòèêè è îöåíèòü ñòåïåíü èõ âëèÿíèÿ íà êà÷åñòâî ïàðàë-

ëåëüíîãî àëãîðèòìà.

Èññëåäîâàíèå òåîðåòè÷åñêîãî âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è Êîøè íà îñíîâå ßÌÐÊ è ïðîâåäåííûé ÷èñ-

ëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

íàèáîëåå îïòèìàëüíûìè ïàðàëëåëüíûìè ìåòîäàìè ïî ýôôåêòèâíîñòè

è óñêîðåíèþ ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûå ìåòîäû;

ïðåèìóùåñòâà ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè,

ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè âûñîêîòî÷íûõ ðåøåíèé (10 10
15 20� �

� ) è äëÿ

ÑÎÄÓ ñî ñëîæíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Ëó÷øèå õàðàêòåðèñòèêè ïàðàëëåëèçìà ßÌÐÊ, áëèçêèå ê ïîòåíöèàëü-

íûì (ëèíåéíîå óñêîðåíèå è åäèíè÷íàÿ ýôôåêòèâíîñòü), äîñòèãàþòñÿ ïðè

ñî÷åòàíèè íåñêîëüêèõ ôàêòîðîâ: ñëîæíîé ïðàâîé ÷àñòè (ïðè T tF ��
îï

), âû-

ïîëíåíèè óñëîâèÿ p D m� � , èñïîëüçîâàíèè òîïîëîãèè ãèïåðêóá ñ ñèí-

õðîííûì èëè àñèíõðîííûì âûïîëíåíèåì îáìåíîâ.

Îïðåäåëåíèå ðåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïàðàëëåëèçìà îñóùåñòâëÿëîñü

ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Mathematica� (Wolfram Research Inc.), ÷èñëåííûé

ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà áàçå òåñòîâ äëÿ ÑÎÄÓ ñ èñïîëüçîâàíèåì

áèáëèîòåêè MPI.

Ïàðàëëåëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ Êîøè ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ïîëíîñòüþ íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Èññëåäîâàíèå ÷èñëåí-

íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, îñíîâàííûõ íà êîíå÷íî-ðàçíîñò-

íûõ ñõåìàõ, ïîêàçàëî, ÷òî ïàðàëëåëüíûå ñâîéñòâà òàêèõ àëãîðèòìîâ âî

ìíîãîì îïðåäåëÿþòñÿ âèäîì ëåæàùåé â èõ îñíîâå ÷èñëåííîé ñõåìû.

Áîëüøèì ïîòåíöèàëüíûì ïàðàëëåëèçìîì îáëàäàþò ÿâíûå ìåòîäû, îäíàêî

ïðèñóùèå ýòèì ñõåìàì íåäîñòàòêè, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èõ óñëîâ-

íàÿ óñòîé÷èâîñòü, îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ. Â

ýòîé ñâÿçè çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåÿâíûå ñõåìû, êîòîðûå,

íåñìîòðÿ íà áîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, íå èìåþò àëüòåðíà-

òèâû ñðåäè îäíîøàãîâûõ ìåòîäîâ ïðè ðåøåíèè æåñòêèõ çàäà÷.

Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ îöåíêè

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2007. Ò. 29. ¹ 3 19



×èñëåííîå ðåøåíèå (1) ïîëíîñòüþ íåÿâíûì s-ñòàäèéíûì ìåòîäîì

òèïà Ðóíãå—Êóòòû (ÏÍÌÐÊ) ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïî øàãàì

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôîðìóëû:

y y kn n i i

i=

s

h b
�

� � �1

1

;

k y ki n i n ij j

j=

s

F x c h h a� � � �( ; )

1

, i s�1, .

(3)

Ê äîñòîèíñòâàì ïîëíîñòüþ íåÿâíûõ, îäíîøàãîâûõ ìåòîäîâ îáùåãî

âèäà (íà îñíîâå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Ðàäî è Ëîáàòòî) ñëåäóåò îòíåñòè

õàðàêòåðèñòèêè óñòîé÷èâîñòè è òî÷íîñòè, äîñòàòî÷íûå äëÿ ðåøåíèÿ æåñò-

êèõ çàäà÷. Òàê, íàïðèìåð, s — ñòàäèéíûé ìåòîä ÐàäîIA èìååò ïîðÿäîê

ïðàêòè÷åñêè â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ñòàäèé è îáëàäàåò A-óñòîé÷è-

âîñòüþ [4]. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ÎÄÓ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÏÍÌÐÊ ms
íåèçâåñòíûõ K kij� , i s�1,..., , j m�1,..., , ñëåäóåò îïðåäåëÿòü îäíîâðåìåí-

íî, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò çàäà÷ó.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) èñïîëüçóåì ìåòîä ôóíêöèîíàëüíîé èòåðàöèè:

g
i

( )0
0� ; k y

i n i nF x c h( )
( , )

0
� � ;

g k k k
i

l
i

l
i

l
is s

la a a( ) ( ) ( ) ( )
...� � � �

1 1 2 2
;

k y
i

l
n i n i

lF x c h hg( ) ( )
[ , ]� � �

�1
, i s�1,..., ; l N�1,..., .

Â ðåçóëüòàòå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ïîâòîðåííîãî l ðàç, ïîëó÷åíî

k
i

l( )
, i s�1, , â âèäå l-é àïïðîêñèìàöèè äëÿ âåêòîðà øàãîâîãî êîýôôèöèåíòà

ki . Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ìîæíî îïðåäåëèòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: r r N*
min ( , )� �1 , ãäå r — ïîðÿäîê èñïîëüçóåìîãî ÏÍÌÐÊ.

Êàê è äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ, ðàñïàðàëëåëèâàíèå ÏÍÌÐÊ îñíî-

âàíî íà âûïîëíåíèè îäíîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Âñå ìíîæåñòâî ïðîöåñ-

ñîðîâ ðàçáèâàåì íà s ãðóïï ïî ÷èñëó øàãîâûõ âåêòîðîâ, êàæäûé ïðîöåññîð

â ãðóïïå âû÷èñëÿåò âñåãî
	 

m p/ êîìïîíåíò k i è çàòåì ïåðåäàåò èõ âñåì

ïðîöåññîðàì ãðóïïû. Âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ â ñëåäóþùåé òî÷êå òðåáóåò

ðåàëèçàöèè îïåðàöèè «âñå—âñåì».

Ìåæãðóïïîâîé îáìåí ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) êàæäûé ïåðâûé ïðîöåññîð â ãðóïïå ïåðåäàåò âåêòîð k i â ïåðâûé

ýëåìåíò êàæäîé äðóãîé ãðóïïû ïëþñ ïàðàëëåëüíûé ãðóïïîâîé îáìåí â

êàæäîé ãðóïïå;

2) ìåæãðóïïîâàÿ ïåðåäà÷à âñå—âñåì.

Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ íåÿâíûõ ñõåì ïðîâîäèëîñü

íà îñíîâå ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè Ðè÷àðäñîíà è ìåòîäîâ âëîæåííûõ

ôîðì. Ðàçðàáîòêà è àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷åííûõ ïàðàëëåëüíûõ
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àëãîðèòìîâ ÏÍÌÐÊ è ßÌÐÊ àíàëîãè÷íû. Òðóäîåìêîñòü íåÿâíûõ

ÂÍÌÐÊ è ÏÍÌÐÊ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñëîæíîñòè ôóíêöèè âåêòîðà F.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëîæíûõ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ÿâíûå ÂÌÐÊ òðåáóþò

ìåíüøå âðåìåíè, ÷åì íåÿâíûå. Ýòîò ýôôåêò óâåëè÷èâàåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè

âðåìÿ, ðàñõîäóåìîå íà àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, áîëüøå âðåìåíè îáìå-

íà. Â îáùåì ñëó÷àå âëîæåííûå ßÌÐÊ èìåþò ìåíüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ

ñëîæíîñòü, ÷åì ÏÍÌÐÊ è ýòîò ýôôåêò óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ïî-

ðÿäêà ìåòîäà. Äëÿ ÂÌÐÊ òðóäîåìêîñòü êîììóíèêàöèîííûõ îïåðàöèé

çàâèñèò îò ÷èñëà ýòàïîâ ìåòîäà è îò ÷èñëà èòåðàöèé, ïðè÷åì ñ óâåëè-

÷åíèåì ïîðÿäêà ìåòîäà ÷èñëî ýòàïîâ âîçðàñòàåò áûñòðåå, ÷åì ÷èñëî èòåðà-

öèé. Ïðè T tF ��
îï

ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ S
ï

ðàâåí O s( ),

à åñëè T tF �
îï

, òî S O p
ï

� ( ).

Îñîáåííîñòè îöåíêè àïîñòåðèîðíîé ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðè

ïàðàëëåëüíîì ðåøåíèè ëèíåéíîé çàäà÷è Êîøè. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(ÑËÎÄÓ) ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûé ýêñïîíåíöèàëüíûé

ìåòîä, îñíîâàííûé íà òî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîé

ôîðìå è âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.

Îáùèé âèä çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîðîäíûõ ÑËÎÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè ñëåäóþùèé:

� �y y( ) ( )x A x ;

y y( )x
0 0

� ; (4)

A aij� , i j m, ,�1 , A �const,

ãäå y è y
0

— âåêòîð íåèçâåñòíûõ è âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé; A —

ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ñèñòåìû.

Òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè âèäà (4) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà:

y y( ) ( )x h F hA
0 0

� � , F hA e
hA

k

Ah
k

k

( )
( )

!

� �

�

�

�

0

.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (4) ïîñòðîèì, àïïðîêñèìèðîâàâ ìàòðè÷íóþ

ýêñïîíåíòó îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà ïðè ìàëîì çíà÷åíèè h:

F hA
hA

k

k

k

r

( )
( )

!

�

�

�

0

, y yn
nF Ah

�
�

1 0
( ) .

Çàòåì, èñïîëüçîâàâ íåêîòîðûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö, âû÷èñ-

ëèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ðåøàåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåîäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû

� � �y y( ) ( )x A x b; y y( )x
0 0

� ;

A aij� , i j m, ,�1 , A b, �const.
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Åå ðåøåíèå èìååò âèä y y yn n nR h A b
�

� � �
1

( )( ), ãäå R h( ) — ìàòðè÷íàÿ

ôóíêöèÿ,

R h
i

A hi i

i

( )

!

�
�

�

�

�

1 1

1

,

êîòîðàÿ òàêæå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà:

R h
i

A hi i

i

r

( )

!

�
�

�

�

1 1

1

.

Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ ïîä-

ãîòîâèòåëüíîãî ýòàïà, âûïîëíÿåìîãî äî íà÷àëà èíòåãðèðîâàíèÿ, â êîòî-

ðûé ìîæíî âêëþ÷èòü íàèáîëåå ðåñóðñîåìêèå îïåðàöèè íàõîæäåíèÿ ìàò-

ðè÷íûõ ôîðì, à èìåííî ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå, íå çàâèñÿùåå îò øàãà

èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ F h( ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì F h( ) �

� F h F h( / ) ( / )2 2 , ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ëåãêî îïðåäåëÿòü ëîêàëüíóþ

ïîãðåøíîñòü íà îñíîâå äóáëèðîâàíèÿ øàãà è ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè.

Ïðèìåíåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìåòîäà äëÿ âëîæåííûõ ôîðì äåëàåò ïðàê-

òè÷åñêè íåíóæíûìè âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå âûñøåãî ïîðÿäêà:

�
y y

n
r r r r

nE hA
h A h A

r

h A

r

�

� �

� � � � � �

�

	

�

�




�

�

1

2 2 1 1

2 1

...

! ( )!

;

y y
n

r r
nE hA

h A h A

r

�

� � � � �

	

�

�




�

�

1

2 2

2

...

!

;

�
y y y

n n
r r

nh A

r

� �

� �

� �

�

1 1

1 1

1( )!

.

Äëÿ ïëîòíîçàïîëíåííûõ ìàòðèö èìååòñÿ äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ

êëàññà ïîñëåäîâàòåëüíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ìàòðèö: òðàäèöèîííûå è

ðåêóðñèâíûå ìåòîäû áûñòðîãî óìíîæåííÿ íà áàçå àëãîðèòìîâ Øòðàññåíà—

Âèíîãðàäà [5]. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìàòðè÷íîãî óìíîæåííÿ C A B� �

äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ ðàçìåðíîñòè m m� ñîñòàâëÿåò:

O m( )
3

— äëÿ òðàäèöèîííûõ àëãîðèòìîâ;

O m( )
.2 81

— äëÿ áûñòðîãî óìíîæåíèÿ ïî Øòðàññåíó;

O m( )
.2 376

— ïî ìåòîäó Âèíîãðàäà.

Ìåòîä Øòðàññåíà—Âèíîãðàäà ñîñòîèò èç ñåìè áëî÷íûõ óìíîæåíèé

ìàòðèö è 15-òè áëî÷íûõ ñëîæåíèé (âû÷èòàíèé) ìàòðèö:

S A A
1 21 22

� � , M S S
1 2 6

� , T M M
1 1 3

� � ,

S S A
2 1 11

� � , M A B
2 11 11

� , T T M
2 1 4

� � ,
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S A A
3 21 12

� � , M A B
3 12 21

� , T M M
3 5 6

� � ,

S A S
4 12 2

� � , M S S
4 3 7

� , C M M
11 2 3

� � ,

S B B
5 12 11

� � , M S S
5 1 5

� , C T T
12 1 3

� � ,

S B S
6 22 5

� � , M S B
6 4 22

� , C T M
21 2 7

� � ,

S B B
7 22 12

� � , M A S
7 22 8

� , C T M
22 2 5

� � ,

S S B
8 6 12

� � ;

A
A

A

A

A
�

11

21

12

22

, B
B

B

B

B
�

11

21

12

22

, C
C

C

C

C
�

11

21

12

22

.

Â îðèãèíàëå àëãîðèòì Øòðàññåíà—Âèíîãðàäà — ýòî àëãîðèòì ðåêóð-

ñèâíîãî óìíîæåíèÿ áëî÷íûõ ìàòðèö ïîëîâèííîãî ðàçìåðà, ãäå êàæäûé áëîê

êâàäðàòíûé, ò.å. ðàçìåðíîñòè ìàòðèö äîëæíû áûòü ÷åòíûìè ÷èñëàìè. Èäåÿ

Øòðàññåíà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ðåêóðñèâíî: åñëè èñõîäíûå ìàòðèöû A è B
èìåþò ðàçìåðû m m� , òî àëãîðèòì áûñòðîãî óìíîæåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü

ìíîãîêðàòíî (íà ñàìîì íèæíåì óðîâíå ïîëó÷èì áëîêè1 1� ).

Â êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå, êàê èçâåñòíî, àëãîðèòìû ðåêóðñèâíîãî

óìíîæåíèÿ ìàòðèö î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíû ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ, ò.å. ïëî-

õî îáóñëîâëåíû, ÷òî îãðàíè÷èëî èõ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü-

çîâàòü êîìáèíàöèè àëãîðèòìîâ ðåêóðñèâíîãî è áëî÷íîãî ñèñòîëè÷åñêîãî

óìíîæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ. Ïðîöåññ âû-

ïîëíåíèÿ ñèñòîëè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäâàðè-

òåëüíîì êîñîì ñäâèãå ëåâîãî ñîìíîæèòåëÿ ïî ñòðîêàì âëåâî è ïðàâîãî —

ââåðõ ïî ñòîëáöàì. Çàòåì ïîøàãîâî âûïîëíÿþòñÿ m óìíîæåíèé ýëåìåí-

òîâ, (m – 1) îäèíî÷íûé ñäâèã è (m – 1) ñëîæåíèå:T mt m tA A�
� � � �

ó ñë
( )1

� �
�

3 1( )m T
ò ò

, ãäå t
ó
, t

ñë
, T

ò ò�
— äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ îäèíî÷íûõ

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, ñëîæåíèÿ è îáìåíà òèïà òî÷êà—òî÷êà.

Àëãîðèòì ñèñòîëè÷åñêîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå

ýôôåêòèâíûõ ïðè ðåàëèçàöèè íà ñèíõðîííûõ ïàðàëëåëüíûõ ñòðóêòóðàõ

òèïà SIMD. Â òî æå âðåìÿ äëÿ àñèíõðîííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ

öåëüþ óëó÷øåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü

çåðíèñòîñòü àëãîðèòìà, ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü áëî÷íûå ìî-

äèôèêàöèè ìåòîäà.

Íà îñíîâå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìåòîäà ðàçðàáîòàíû òðè ïàðàëëåëüíûõ

àëãîðèòìà ñ ó÷åòîì àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáîâ îöåíêè ëîêàëüíîé ïî-

ãðåøíîñòè:

ýêñïîíåíöèàëüíûé è ïðàâèëî Ðóíãå;

âëîæåííûé ýêñïîíåíöèàëüíûé;

ýêñïîíåíöèàëüíûé ñ ëîêàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèåé.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ àëãî-

ðèòìîâ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíà òà æå òåõíîëîãèÿ, ÷òî è äëÿ ßÌÐÊ è ÍÌÐÊ

îáùåãî âèäà. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîçâîëÿþò ñäåëàòü

ñëåäóþùèå âûâîäû.

Âûâîäû. Ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è Êîøè íà îñíîâå ìîäèôèöèðî-

âàííîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíîé ýêñòðà-

ïîëÿöèè è âëîæåííûõ ôîðì èìååò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâóþ âû÷èñëèòåëü-

íóþ ñëîæíîñòü, õîòÿ ëîêàëüíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ îáåñïå÷èâàåò öåëóþ

òàáëèöó âëîæåííûõ ðåøåíèé, à òàêæå âîçìîæíîñòü óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè

ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà îïîðíîãî ìåòîäà è

h2
-ýêñòðàïîëÿöèè.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé òîïîëîãèåé äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ

ðåøåòêà è åå çàìêíóòûé ýêâèâàëåíò — òîð, ïîñêîëüêó íà òàêîé òîïîëî-

ãè÷åñêîé ñõåìå íàèáîëåå ýôôåêòèâíî âûïîëíÿþòñÿ ìàòðè÷íûå îïåðàöèè.

Ýòîò ñïîñîá ðåøåíèÿ òðåáóåò ìåíüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé, ÷åì ñòàí-

äàðòíûå ìåòîäû è ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòûå è ýôôåêòèâíûå

ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è Êîøè. Ïðåäëàãàåìûé

ìåòîä îñîáåííî ýôôåêòèâåí äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ áîëüøîé êîíñòàíòîé

Ëèïøèöà, â ÷àñòíîñòè äëÿ æåñòêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ è ðåçóëü-

òàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà [6—11] ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî

íåñìîòðÿ íà áîëüøèå íàêëàäíûå ðàñõîäû, àëãîðèòìû ðåøåíèÿ íåëèíåé-

íîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ÑÎÄÓ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè íà îñíîâå îäíîøàãîâûõ

ìåòîäîâ ïðè òùàòåëüíîì ïîäáîðå è ïðàâèëüíîì ñî÷åòàíèè àðãóìåíòîâ

çàäà÷è è ïàðàìåòðîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî

ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû íà ïàðàëëåëüíûõ ñòðóêòóðàõ ñ òîïîëîãèÿìè

ãèïåðêóá è òîð ïðè ñèíõðîííîé è àñèíõðîííîé ïåðåäà÷å äàííûõ.

Ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ

ðàçðàáîòêà ìàñøòàáèðóåìûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ âñòðîåí-

íûìè ìåòîäàìè îöåíêè àïîñòåðèîðíîé ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ áëî÷-

íûõ ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäîâ, à òàêæå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ

ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷åííûõ ïà-

ðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Parallel numerical algorithms for estimation of a posterior local error are proposed on the basis of

explicit and totally implicit difference scheme. The peculiarities of the algorithm application for

solving linear Cauchy problem are studied. The calculation schemes of the method reflection on

parallel structures of different topologies, such as line — ring, matrix — tore, hypercube are

developed. Comparative characteristics of potential and real parallelism are given. The results of

numerical experiments in test systems are also obtained.
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