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Ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò òåêóùåãî ðåøåíèÿ îáûêíî-

âåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è ïàðàìåòðàì, âõîäÿùèì â

åãî ïðàâóþ ÷àñòü, íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåí-

íîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ êîìáèíèðîâàííàÿ ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ îäíî- è äâóõìåðíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïðÿìîì è îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçðàõóíêó ìàòðèö³ ÷àñòêîâèõ ïîõ³äíèõ â³ä ïîòî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó

çâè÷àéíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ³ ïàðàìåòðàìè, ÿê³ âõî-

äÿòü äî éîãî ïðàâî¿ ÷àñòèíè, íà îñíîâ³ äèôåðåíö³àëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Îñîáëèâ³ñòü ìåòîäó

ïîëÿãàº ó êîìá³íîâàí³é ñõåì³ âèêîðèñòàííÿ îäíî- òà äâîâèì³ðíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ïåðåò-

âîðåíü â³äïîâ³äíî ïðè ïðÿìîìó òà îáåðíåíîìó ïåðåòâîðåíí³.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: çàäà÷à Êîøè, ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âàðèàöèîííîå
óðàâíåíèå, ìíîãîìåðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì ñëîæíûõ äèíàìè÷åñ-

êèõ ñèñòåì, â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîé ñèñòåìû ïðåäñòàâ-

ëåíà çàäà÷åé Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ÷àñòî

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññ÷èòûâàòü ìàòðèöó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò

òåêóùåãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è

(èëè) ïàðàìåòðàì, âõîäÿùèì â åãî ïðàâóþ ÷àñòü. Òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü âîçíè-

êàåò, íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòå è àíàëèçå òî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê äèíàìè÷åñ-

êîé ñèñòåìû èëè ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ åå ìîäåëè ïî äàííûì ïðîâå-

äåííûõ èçìåðåíèé [1].

Íàèëó÷øèì ñïîñîáîì ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà òàêîé ìàòðèöû ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïî êðèòåðèþ òî÷íîñòü—âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ

ìåòîä âàðèàöèé [1]. Â ýòîì ìåòîäå ðàñ÷åò ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

îñíîâàí íà èíòåãðèðîâàíèè âàðèàöèîííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè. Ïðè ýòîì âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå îïðå-

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2008. Ò. 30. ¹ 6 59



äåëÿåòñÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè ïóòåì

àíàëèòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îäíàêî ïðîâåñòè òàêóþ àíàëèòè÷åñ-

êóþ îïåðàöèþ, ïðè ñëîæíîé ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,

ìåòîäè÷åñêè ñëîæíî.

Îñíîâîé ôîðìàëèçîâàííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äèôôåðåíöèàëü-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ, ðåàëèçîâàííàÿ â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåêóððåíòíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé [2, 3]. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé

òî÷íîñòüþ ìåòîäè÷åñêè ïðîñòî ïðîâîäèòü îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ëþáîãî ïîðÿäêà è äëÿ ëþáîé ñëîæíîé ôóíêöèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé òðóä-

íîñòüþ ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà âàðèàöèé.

Ìåòîä âàðèàöèé äëÿ ðàñ÷åòà ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ðåøå-

íèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî íà÷àëüíûì óñëî-

âèÿì è ïàðàìåòðàì, âõîäÿùèì â åãî ïðàâóþ ÷àñòü, – ýòî ñîâìåñòíîå

èíòåãðèðîâàíèå âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ðåøåíèå èñõîä-

íîé çàäà÷è Êîøè)

dy

dt
f t y� ( , , )� , t t�

0
, y t y( )

0 0
� ,

(1)

è ìàòðè÷íîãî âàðèàöèîííîãî (ïî îòíîøåíèþ ê (1)) äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ [1]

d

dt
y t y� � �� ( , , ), t t�

0
, �y t En n m( )

0
0�

�
,

(2)

ãäå y — âåêòîð-ôóíêöèÿ (ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè) ðàçìåðîì n; t —

íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; y
0

— âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðàçìåðîì n; � —

âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðàçìåðîì m; f t y( , , )� — çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ,

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî y è � , ðàçìåðîì n; �
�

�

�

��

y
y

y

y
�

0 0

—

èñêîìàÿ áëî÷íàÿ ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

y
0

è ïàðàìåòðàì � ðàçìåðîì n n m� 	( ); � �

� �

�

� �

��

( , , )
( , , ) ( , , )

t y
f t y

y

f t y
�

0

—

áëî÷íàÿ ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå îïåðàöèè àíàëèòè÷åñêîãî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè (1) ïî âåêòîðàì y
0

è � ðàçìåðîì n n m� 	( );

En — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì n n� ; 0n m� — íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàç-

ìåðîì n m� .

Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ âûêëàäîê ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áëî÷íûé

âåêòîð

q yT T T
0 0
� � .
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Òîãäà

�

�

�

y
y

q
� , � �

� �

�

( , , )
( , , )

t y
f t y

q
� .

Ìåðíîñòü ïðèìåíÿåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îïðåäå-

ëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàåìûõ íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ. Â çàäà÷å ðàñ÷åòà èñêîìîé ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èõ

îáùåå êîëè÷åñòâî ðàâíî n m	 	1(ïåðåìåííàÿ t è n + m ñîñòàâëÿþùèõ âåê-

òîðà q). Îäíàêî åñëè ïðîâîäèòü ðàñ÷åò èñêîìîé ìàòðèöû ïî ñòîëáöàì

(àíàëîãè÷íî òðàäèöèîííîìó ìåòîäó âàðèàöèé), òî ïåðåìåííûå öåëåñîîá-

ðàçíî ðàññìàòðèâàòü ïîïàðíî (ïåðåìåííàÿ t è ïîî÷åðåäíî êàæäàÿ èç êîì-

ïîíåíò âåêòîðà q). Âñëåäñòâèå ýòîãî òðåõìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïðîñòûõ äâóõìåðíûõ (t è ïîî÷åðåäíî

êàæäàÿ èç êîìïîíåíò âåêòîðà q).

Äâóõìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàçûâàþò ôó-

íêöèîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (áåç ïîòåðè îáùíîñòè äàëüíåéøèõ

âûêëàäîê ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíî-òåéëîðîâêèå (ÄÒ) ïðåîáðàçîâà-

íèÿ) [3]:

Z k k
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z w w
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( , )
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�

�
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�
, (4)

ãäå w w
1 2
, — àðãóìåíòû, ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå; w

�

�

, w
2

�

—

çíà÷åíèå àðãóìåíòîâ, ïðè êîòîðîì ïðîâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå; H
1
è H

2
—

îòðåçêè àðãóìåíòîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ z w w( , )
1 2

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

Òåéëîðà ñîîòâåòñòâåííî ïî w
1

è w
2
; k k

1 2
, — öåëî÷èñëåííûå àðãóìåíòû,

k
1 2,

� 0, 1,…; Z k k( , )
1 2

— äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ ïî àðãóìåíòàì k k
1 2
, .

Âûðàæåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþ-

ùåå ïî îðèãèíàëó z w w( , )
1 2

íàéòè èçîáðàæåíèå Z k k( , )
1 2

. Îáðàòíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå, âîññòàíàâëèâàþùåå îðèãèíàë z w w( , )
1 2

â âèäå îòðåçêà äâóõ-

ìåðíîãî ðÿäà Òåéëîðà, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (4). ÄÒ-èçîáðàæåíèå

Z k k( , )
1 2

ïðèíÿòî íàçûâàòü Ò-ñïåêòðîì, à çíà÷åíèå ôóíêöèè Z k k( , )
1 2

ïðè

êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ k k
1 2
, — Ò-äèñêðåòàìè [3].

Îïðåäåëèì äâóõìåðíûé Ò-ñïåêòð Y k kt q( , ) ôóíêöèè y t q y t y( , ) ( , , )�
0
�

ïðè kt � 0, 1, … è kq � 0, 1. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ïðÿìîå äâóõìåðíîå

ÄÒ-ïðåîáðàçîâàíèå (3) ê èñõîäíîé çàäà÷å Êîøè (1) [3]:

Y k k
H

k
F T k k Y k k k kt q

t

t

t q t q t q( , ) [ ( , ), ( , ), ( , )]	 �

	

1
1

� , (5)
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Y y( , )0 0
0

� , Y H Eq n n m( , )0 1 0�
�

, (6)
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�ú k k H E ú k kt q q m n m t q( , ) ( , )

(8)

(Ò-ñïåêòð (6) ïîëó÷àåì èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ (1) è (2)). ÇäåñüY k kt q( , ),

F [ ] , T k kt q( , ), �( , )k kt q — ñîîòâåòñòâåííî äâóõìåðíûå Ò-ñïåêòðû ôóíê-

öèè y t q( , ), ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè (1), ïåðåìåííîé t (ïîëó-

÷åííîé èç (3) äëÿ îðèãèíàëà z t t( , )� � ) è ïàðàìåòðà � (ïîëó÷åííîãî èç (3)

äëÿ îðèãèíàëà z t( , )� �� ); H t è H q — îòðåçêè àðãóìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî

ïî t è ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà q; ú k a k bt q( , )� � — äâóõìåðíàÿ òåéëîðîâñ-

êàÿ åäèíèöà [3],

ú k a k b
k a k b

k a k b
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( , )

,

;
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� �

�

�

�

1

0

ïðè è

ïðè èëè

Em — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì m m� ; 0m n� — íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàç-

ìåðîì m n� .

Îáðàòíîå äâóõìåðíîå ÄÒ-ïðåîáðàçîâàíèå (4) âûïîëíèì äëÿ âñåãî èíòåð-

âàëà ïðèðàùåíèé ïî ïåðåìåííîé t t t H t� 	[ , ]
0 0

ïðè çíà÷åíèÿõ ïðèðàùå-

íèé ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà q, ðàâíûõ H q , ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â (5)

Ò-ñïåêòð Y k kt q( , ) âû÷èñëÿëñÿ òîëüêî äëÿ kq � 0, 1:
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� � 	 � � 	y t q q H y t q qq( , ) ( , )
0 0

	

�

� 	

H y t q q

q
y t H y t

q
q

1

0

!

( , )
( ) ( )

�

�

� . (10)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîé ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäèìî

ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü (10) ïî H q . Ýòó îïåðàöèþ, èñõîäÿ èç òîæäåñòâåí-

íîñòè (9) è (10), çàïèøåì â âèäå

�

� �

y t Ä
t t

H k
Y k kk

k k

k

t
k

t

t qq

q t

t

t

( )

!

( , )�

�
�

�

�

�
�

 

� �

�

� �

0

1

0

0

!

�

"
�

�

� �

�

	

�

�

��

� �

y t
H

t t

H k
Y k k

q k

k

t
k

t

t q

t

t

t

( )

!

( , )
1

1

0

0
, (11)

ãäå Ä kq
{} — îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â îáëàñòè èçîáðàæåíèé [3].

Âñëåäñòâèå òîãî ÷òî ââåäåííûé â (6) è (8) îòðåçîê àðãóìåíòà H q ïðè

äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî kq â (11) ñîêðàùàåòñÿ (ñì. (10) è (11)), ïðè ðàñ÷å-

òàõ ìîæíî ïîëîæèòü

H q �1. (12)

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ çàäà÷è

Êîøè íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ó÷åòîì (5)—(8),

(11), (12) ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå.

Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå — ïîñëåäîâàòåëüíîå, ñíà÷àëà ïðè kq � 0 äëÿ

kt � 0 1, , ..., çàòåì ïðè kq � 1 äëÿ kt � 0 1, , ..., îïðåäåëåíèå äâóõìåðíîãî

Ò-ñïåêòðà Y k kt q( , ):

Y y( , )0 0
0

� , Y En n m( , ) ( )0 1 0�
�

,

Y k k
H

k
F T k k Y k k k kt q

t

t q t q t q( , ) [ ( , ), ( , ), ( , )]	 �

	

1
1

1
� , (13)

T k k t ú k k H ú k kt q t q t t q( , ) ( , ) ( , )� 	 �
0

1 ,

�( , ) ( , ) ( , )k k ú k k E ú k kt q t q m n m t q� 	 �
�

� 0 1 ;

îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

y t
t t

H
Y k k

k t

k

t q

t

t

( ) ( , )�

�#

$

%
%

&

'

(
(

�

�

�

�

0

0
0 ,

�y t
t t

H
Y k k

k t

k

t q

t

t

( ) ( , )�

�#

$

%
%

&

'

(
(

�

�

�

�

0

0
1 .

(14)
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Èñêîìóþ ìàòðèöó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �y îïðåäåëÿåì ïîñëåäîâà-

òåëüíî äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà. Ïðè ýòîì Ò-ñïåêòð Y kt( , )0 ðàññ÷èòûâàåì

òîëüêî îäèí ðàç, à Ò-ñïåêòð Y kt( , )1 ïåðåñ÷èòûâàåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà �y

ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöàõ èç Y En n m( , ) ( )0 1 0�
�

è �( , )k kt q .

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà (13), (14) ðàñ-

ñìîòðèì ðàñ÷åò èñêîìîé ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìåòîäîì âàðèà-

öèé (1), (2) íà îñíîâå îäíîìåðíûõ (òîëüêî ïî ïåðåìåííîé t) ÄÒ-ïðåîáðà-

çîâàíèé (êîòîðûå ïîëó÷àåì èç (3), (4) ïîäñòàíîâêîé k
2

0� ):

ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå —

Y k
H

k
F kt

t

t

t( ) ( )	 �

	

1
1

, Y y( )0
0

� ,

�Y k
H

k
kt

t

t

t( ) ( )	 �

	

1

1

) , �Y En n m( )0 0�
�

,

(15)

ãäå Y kt( ), �Y kt( ), F kt( ), ) ( )kt — îäíîìåðíûå Ò-ñïåêòðû ôóíêöèé ñîîò-

âåòñòâåííî y t( ), �y t( ), f t y( , , )� , � �( , , )t y ;

îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå —

y t
t t

H
Y k

k t

k

t

t

t

( ) ( )�

�#

$

%
%

&

'

(
(

�

�

�

0

0
,

� �y t
t t

H
Y k

k t

k

t

t

t

( ) ( )�

�#

$

%
%

&

'

(
(

�

�

�

0

0
.

(16)

Âûðàæåíèÿ (14) è (16) òîæäåñòâåííû, òàê êàê ñ ó÷åòîì (3)

Y k k Y kt q t( , ) ( )� �0 , Y k k Y kt q t( , ) ( )� �1 � .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ (14), (15) ÿâëÿåòñÿ íå

÷åì èíûì, êàê ìåòîäîì âàðèàöèé (1), (2), â êîòîðîì îïåðàöèÿ îïðåäåëåíèÿ

âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ îò èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè (2) ïðîâîäèòñÿ ÷èñ-

ëåííî-àíàëèòè÷åñêè â îáëàñòè Ò-ñïåêòðîâ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âñå õàðàêòå-

ðèñòèêè ïî ñõîäèìîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà (14), (15) áóäóò ñîâïàäàòü ñ

òàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà âàðèàöèé (1), (2) íà

îñíîâå îäíîìåðíûõ ÄÒ-ïðåîáðàçîâàíèé (15), (16). Âñëåäñòâèå èçëîæåí-

íîãî ñõîäèìîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà àáñîëþòíî íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû

H q . Âîïðîñû ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå îäíîìåðíûõ ÄÒ-ïðåîáðàçîâàíèé

äåòàëüíî ðàññìîòðåíû â [4].

Ïðèìåð. Íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ìàòðèöó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è ïàðàìåòðàì, âõîäÿùèì â
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ïðàâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �

�

�

�

��

y
y

y

y
�

#

$

%

&

'

(

0

, íà ìîìåíò

âðåìåíè t � 0, 85 äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè:

dy

dt

y

t
�

	�

, t �0, y
0

10� , � �� .
(17)

Óðàâíåíèå (17) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàãðàíæà è èìååò àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå [6]. Äëÿ ðàñ÷åòà �y ìåòîäîì âàðèàöèé (1), (2) íåîáõîäèìî ïðåä-

âàðèòåëüíî ïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàéòè èç (17) âà-

ðèàöèîííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

d

dt

y

y y t

y

y

�

� �

�

�
0 0

1

2

�

	( )

, t �0,
�

�

y t

y

( )�

�

0
1

0

,
(18)

d

dt

y

y t

y

t

y

t

�

�� �

�

�� � �

�

	

�

	 	

1

2

1

2( ) ( )

, t �0,
�

��

y t( )�

�

0
0 .

(19)

Èñêîìóþ ìàòðèöó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàññ÷èòûâàåì ñîâìåñòíûì

èíòåãðèðîâàíèåì (17) — (19). Ïðîâåäåì òàêóþ îïåðàöèþ îäíîìåðíûìè

ÄÒ-ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

dy

dt

y

t

dy

dt
f

f f f
y

t

�

	

�

�
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�

�

�
�

�

�

�

�

�
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,

, ,
1 2 2

(20)

�
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H t Y Y k
H

k
F k

F k

t t
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t

t

t

085 0 0 10 1

1
0 1

1

, , , ( ) , ( ) ( ),

( )*F k F k F k T k ú k Y k
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t t t t t t
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0

( ) ( ), ( )*( ( ) ( )) ( ),
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� 	 �

�

�

ú k H ú kt t t( ) ( ),	 �
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�
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�

�

1

(21)

y t H Y kt t

k

k

t

( , ) ( )

max
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�

�0 85

0

0

; (22)

d

dt
y

y t
y

d

dt
y y

y y

y y

�

�

�

� � �

�

�

� �

0 0

0 0
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2 1
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,
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3
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�

�

�

�

�

y t( ),

(23)
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d
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k
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k
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t
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1

2
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�
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�

(27)

�

��

�
�

�y
t H Y kt t

k

k

t

( , ) ( )

max
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�

�0 85

0

1

;
(28)
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Ìåòîä ðàñ÷åòà Ò-ñïåêòð

Çíà÷åíèÿ

0 1

Îäíîìåðíûå ÄÒ-ïðå-

îáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå

(21), (24), (27)

Y kt( )

�Y ky t
0

( )

�
�

Y kt( )

10

1

0

2,687936

0,134397

–1,343968

Ðàçðàáîòàííûé íà

îñíîâå (29)

Y k kt q( , )� 0

Y k kt q( , )�1 äëÿ � �y y/
0

Y k kt q( , )�1 äëÿ � ��y /

10

1

0

2,687936

0,134397

–1,343968

Òàáëèöà 1



ãäå f
1 2 3, ,

— äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ; * — îïåðàöèÿ îäíîìåðíîé

àëãåáðàè÷åñêîé ñâåðòêè [3]; k
max 0

— ìàêñèìàëüíûé íîìåð ó÷èòûâàåìîé

ïðè âîññòàíîâëåíèè Ò-äèñêðåòû; �
�

�

y
y

y
y

0

0

� ; �
�

��

�
y

y
� ; �

1 2 3 4, , ,
— äîïîëíè-

òåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ; k ymax1
0

, k
max1�

— ìàêñèìàëüíûé íîìåð ó÷èòûâàå-

ìîé ïðè âîññòàíîâëåíèè Ò-äèñêðåòû.

Ïðîâåäåì ðàñ÷åò èñêîìîé ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �y ðàçðàáî-

òàííûì ìåòîäîì (13), (14). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàïèñàòü Ò-ìîäåëü ðåøå-

íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè íà îñíîâå îäíîìåðíûõ ÄÒ-ïðåîáðàçîâàíèé

(21), (22), çàòåì çàìåíèòü â ýòîé Ò-ìîäåëè îäíîìåðíûå ÄÒ-ïðåîáðàçîâà-

íèÿ íà äâóõìåðíûå è ó÷åñòü â íåé Ò-ñïåêòð ïàðàìåòðà � (8):

H t � 0 85, , t
0

0� , Y ( , )0 0 10� ,

Y
y y

y
( , )

/ ,

/ ,
0 1

1

0

0
�

�

�

�

äëÿ

äëÿ

� �

� ��

Y k k
H

k
F k kt q

t

t q( , ) ( , )	 �

	

1

1

,

(29)

F k k F k k F k k F k k T k kt q t q t q t q t q( , )* ( , ) ( , ), ( , )*[ ( , ) (� 	
2 2

� k k Y k kt q t q, )] ( , )� ,

T k k t ú k k H ú k kt q t q t t q( , ) ( , ) ( , )� 	 �
0

1 ,

�( , )

( , ) / ,

( , ) ( , )
k k

ú k k y y

ú k k ú k k
t q

t q

t q t q

�

	 �

� � �

�

äëÿ
0

1 äëÿ � ��y / ,

�

�

�

y t H Y kt t

k

k

t

( , ) ( , )

max

� � �

�

�0 85 0

0

0

,

�y t H Y kt t

k

k

t

( , ) ( , )

max

� � �

�

�0 85 1

0

1

,

(30)

ãäå * – îïåðàöèÿ äâóõìåðíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñâåðòêè [3].
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Ò-ñïåêòðà ïðè kt

2 3 4 5 10

–0,390561

–0,028559

0,676154

0,165989

0,0121384

–0,453354

–0,088181

–0,006448

0,329026

0,052468

0,00384

–0,248238

0,007895

–0,000577

0,076832

–0,390561

–0,028559

0,676154

0,165989

0,0121384

–0,453354

–0,088181

–0,006448

0,329026

0,052468

0,00384

–0,248238

0,007895

–0,000577

0,076832



Èñêîìóþ ìàòðèöó ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �y â (32), (33) îïðåäåëÿåì

ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà. Ïðè ýòîì Ò-ñïåêòð Y kt( , )0 ðàñ-

ñ÷èòûâàåì òîëüêî îäèí ðàç, à Ò-ñïåêòð Y kt( , )1 ïåðåñ÷èòûâàåì äëÿ êàæäîãî

ýëåìåíòà � �y y/
0

è � ��y / , ïðè÷åì îò ýëåìåíòà ê ýëåìåíòó èçìåíÿþòñÿ íå

èñïîëüçóåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè, à òîëüêî Ò-ñïåêòð íà÷àëüíûõ

óñëîâèé Y ( , )0 1 è Ò-ñïåêòð ïàðàìåòðà �.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ t H t� � 0 85, ïðèâåäåíû â òàáë. 1, 2. Â

òàáë. 2 â êà÷åñòâå ýòàëîíà ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå èç àíàëèòè-

÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (17) [6].

Èç ïðèâåäåííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà èñêîìîé ìàò-

ðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îäíîìåðíûìè ÄÒ-ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìåòî-

äîì âàðèàöèé è ðàçðàáîòàííûì ìåòîäîì ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ðàç-

ðàáîòàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò â ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîì âèäå ïðîâîäèòü

ðàñ÷åò ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïî íà÷àëü-

íûì óñëîâèÿì è ïàðàìåòðàì, âõîäÿùèì â ïðàâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ.

Èñõîäÿ èç íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ìîæíî îïðåäåëÿòü ðàçëè÷-

íîå êîëè÷åñòâî Ò-äèñêðåò ïðè kq � 0äëÿ Y k kt( ... , )
max

� 0 0
0

(ðàñ÷åò y) è ïðè

kq � 1 äëÿ Y k kt( ... , )
max

� 0 1
1

(ðàñ÷åò �y). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü

óñëîâèå k k
max max0 1

* . Çíà÷åíèÿ k
max1

äëÿ ðàñ÷åòà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ

èñêîìîé ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ�y òàêæå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.

Îðãàíèçàöèÿ ïðèïàñîâûâàíèÿ äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû (29), (30) íà

îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà (14), (15) ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìåð-
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Ìåòîä ðàñ÷åòà k
max 0 y k

max 1

Ýëåìåíòû ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

� �y y/
0

� ��y /

Îäíîìåðíûå

ÄÒ-ïðåîáðàçîâà-

íèÿ íà îñíîâå

(22), (25), (28)

5

10

12,427650

12,404145

3

5

5

7

10

1,117975

1,115364

1,115364

1,114551

1,113645

�1,121168

�1,040380

�1,04038

�0,999047

�0,898354

Ðàçðàáîòàííûé íà

îñíîâå (30)

5

10

12,427650

12,404145

3

5

5

7

10

1,117975

1,115364

1,115364

1,114551

1,113645

�1,121168

�1,040380

�1,04038

�0,999047

�0,898354

Àíàëèòè÷åñêèé — 12,407475 — 1,113888 �0,932687

Òàáëèöà 2



íûì ÄÒ-ïðåîáðàçîâàíèÿì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè [3—5]. Â ýòîì ñëó÷àå

çíà÷åíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t è íà÷àëüíûõ óñëîâèé Y y t( , ) ( )0 0 � ,

Y y t( , ) ( )0 1 �� äîëæíû èçìåíÿòüñÿ ïðè äâèæåíèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêå,

íà÷èíàÿ ñ t t�
0
. Äëÿ ðàñ÷åòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî ÄÒ-ïðåîáðà-

çîâàíèÿ, íî è ëþáûå äðóãèå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [3].

Âûâîäû. Ïðè ðàñ÷åòå ðàçðàáîòàííûì ìåòîäîì (29), (30) èñïîëüçóåòñÿ

òîëüêî èñõîäíàÿ çàäà÷à Êîøè è âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ

÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêè â îáëàñòè èçîáðàæåíèé, à íå àíàëèòè÷åñêè, êàê â

êëàññè÷åñêîì ìåòîäå âàðèàöèé, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ìàòåìàòè÷åñêîé

ïðîñòîòå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.

Âî âñåõ èçâåñòíûõ ïîäõîäàõ ê ïðèìåíåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîâîäÿòñÿ íà îñíîâå

äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îäèíàêîâîé ìåðíîñòè [3, 5]. Îòëè÷è-

òåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ êîìáèíèðîâàííàÿ

ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçëè÷íîé ìåð-

íîñòè: äâóõìåðíûõ — äëÿ ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è îäíîìåðíûõ – äëÿ

îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå â ðåçóëüòàòå çàìåíû ìåòîäè÷åñêè

ñëîæíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ýòàïà êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà âàðèàöèé ÷èñëåííî-

àíàëèòè÷åñêè â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ ñïåêòðîâ óñòðàíåí ãëàâíûé íå-

äîñòàòîê êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà – ìåòîäè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè.

The method of partial derivative matrix calculation is suggested from the current solution of the

ordinary differential equation on its initial conditions and parameters, included into its right-hand

side, on the basis of differential transforms. The feature of the method is the combined algorithm

of the use of one and two-dimensional differential transforms at direct and reverse transforms, re-

spectively.
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